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Prologo

Una parte importante de los cursos de Algebra Superior y de Algebra para Ingenieria en

el ITAM es sin duda el estudio de los numeros complejos y el anillo de polinomios con
coeficientes en un campo. Este material ha sido construido pensando en las necesidades
de dichos cursos, considerando lo necesario que es su estudio como parte formativa e
informativa dentro del curriculo de los mismos, sin profundizar demasiado pero tocando los
aspectos necesarios para la formacion de un estudiante relacionado con las matematicas.

Se da una serie de ejercicios en cada una de las secciones que componen estas notas
y al final se encontraran las soluciones de muchos de los ejercicios de calculo y algunas
sugerencias para hacer las demostraciones de los ejercicios que lo requieren. Recomendamos
que el estudiante que vaya a hacer uso de este material lea la teoria que aparece aqui y la
de otros libros relacionados con los temas e intente hacer la mayoria de los ejercicios en
una primera instancia sin ver la sugerencia ya que puede haber muchos caminos que lo
conduzcan a una buena demostracion que no sea necesariamente la que se sugiere. Después
puede ver la sugerencia ya sea para intentar otro camino o complementar las ideas que se le
ocurran. De manera similar recomendamos que las soluciones de los ejercicios de calculo
simplemente se utilicen para contrastar resultados.

Cualquier sugerencia, correccion o comentario sobre este material sera bienvenida y para
ello ponemos nuestro correo electrénico a continuacion.

Marcela Gonzalez. Javier Alfaro.
gonzap@itam.mx alfaro@itam.mx



Capitulo 1
COMPLEJOS

Uno de los problemas relevantes que se encontraron los antiguos matematicos, fue el de
resolver ecuaciones de la forma ™ = a, donde n € Ny a € R. Si n es impar, la ecuacion
tiene exactamente una solucion real y si n es par y a es positivo existen exactamente dos
soluciones reales. Sin embargo, si n es par y a es negativo, la ecuacion no tiene soluciones
en R, ya que ningin nimero real elevado a una potencia par es negativo. En particular la
ecuacion 22 = —1 no tiene solucion en los reales.

Es facil convencerse de que resolviendo esta ecuacion , se resuelven todas las de la
forma 2™ = a, donde n es par y a un nimero real negativo. Asi, la idea de resolver tales
ecuaciones plantea el problema de tener un sistema numérico que contenga a los reales, que
sea también un campo y donde exista un niimero ¢ que elevado al cuadrado sea —1. Dicho
campo debera contener a todos los elementos de la forma a + bz, con a, b € R, donde b: es el
producto de b por ¢ en dicho campo y la suma de a con bi es también la suma en ese campo.

1.1 LOS NUMEROS COMPLEJOS COMO CAMPO

1.1.1  Operaciones en los complejos

Con base en lo dicho con anterioridad, el campo con las caracteristicas descritas debe
contener a los numeros de la forma a + bi, con a, b € R; asi que consideraremos el conjunto
C={a+bi |a,be R} detales expresiones y veremos que éste sirve a nuestros propositos.
Para esto analizaremos como deben ser las operaciones y cuando dos expresiones de este
tipo son iguales para que efectivamente C sea un campo considerando que i? = —1.

Observacion 1  Si a + bi, ¢ + di € C, entonces

a+bi=c+disiysdlosia=cyb=d.

Demostracién:
a+bi = c+di
= a—c = (d—=0b)i
= (a—c¢)® = (d—b)*i?
= (a—¢? = —(d—b)
Como (a—¢)* > 0y (d—b)* > 0se tiene que (a —¢)* = 0 = (d — b)?, esto es,

a—c=0=d—byporlotantoa=cyd=5. N



Capitulo1l COMPLEJOS

Definicion 1 Una expresion de la forma z = a + bi se llama nitmero complejo y asi
llamamos al conjunto C, el conjunto de los niumeros complejos.
Ademas, si a + bi € Cyc+ di € C, definimos

(a+bi)+(c+di) = (a+c)+(b+4d)i
(a+bi) (c+di) = (ac—bd)+ (ad+ bc) i

puesto que si C va a ser un campo, se debe tener

(a+bi)+(c+di) = a+bi+c+di
= a+c+bitc
= (a+c)+(b+d)i

(a+bi) - (c+di) = (a+bi)c+ (a+bi)di
ac + bei + adi + bdi?
ac+ bet + adi — bd

= (ac—bd) + (ad + bec) i

Definicion 2 Si z = a+bi € C, entonces, ay bse llaman la parte real y la parte imaginaria
de z, respectivamente, y los denotaremos como sigue:

Re(z) =a, Im(z)="0.

Por ejemplo, si z = —3 + 44, entonces Re (2) = =3 e Im (z) = 4.
Con esta terminologia y la observacion anterior, dos numeros complejos son iguales si 'y
solo si tiene la misma parte real y la misma parte imaginaria.

Proposicion 1  El conjunto C con las operaciones de sumay producto definidas es un anillo
conmutativo con elemento unitario.

Demostracion:

Dejamos como ejercicio para el lector probar las propiedades asociativa y conmutativa
de la suma y el producto, asi como la propiedad distributiva.

Existencia del elemento neutro aditivo.- El complejo 0 = 0 + 0¢ es dicho elemento, ya
que sia + bi € C, entonces (a + bi) + (0+0i) = (a +0) + (b+0) i = a + bi.

Existencia del inverso aditivo.- Sea a + bi € C, entonces (—a) + (—b) ¢ es un complejo
y (a+bi) + ((—a) + (=b)i) = (a+ (—a)) + (b+ (=b) i) = 0+ 01.

Existencia del elemento unitario.- El elemento 1 = 1 4+ 0¢ cumple con la propiedad de
que si a + bi € C, entonces (a + bi) - (1 4 0¢) = a + bi.

Con esto, se tiene que C es un anillo conmutativo con uno. H
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Seccion 1.1  LOS NUMEROS COMPLEJOS COMO CAMPO

Ahora veremos que todo elemento de C diferente de cero tiene inverso multiplicativo,
esto es, que si a + bi es un complejo tal que a + bi # 0, entonces existen x,y € R tales que
(a+bi)  (r+yi) =1

Supongamos que (a + bi) - (z + yi) = 1, entonces obtenemos que (ax — by) +
(ay + bx) = 1, luego

ar —by =
ay+bxr = 0

Asi, para encontrar x, y, necesitamos saber si el sistema anterior tiene solucion.
Como el determinante del sistema

d= =a’ + b

b

a —b
a

es distinto de cero ya que a + bi # 0 => a # 0 0 b # 0, entonces el sistema tiene solucion
unica que, por la regla de Cramer, sabemos esta dada por

x—dl _dy
—3 Y73
1 —-b a 1 . a
donde dl—‘o a ‘—a y dy = b 0’——1), es decir, x—m y
b
V= e

Con esto y la proposicion 1 hemos probado la siguiente

Proposicion 2  El conjunto C con la operaciones de suma 'y producto definidas es un campo.

Ahora veremos que en los nimeros complejos no es posible dar un orden que sea compa-
tible con las operaciones de suma y producto, a diferencia del orden en los reales. Para esto
damos la siguiente

Definicion 3 Sea D un dominio entero .  Una clase positiva en D es un subconjunto P

de D, cuyos elementos se llaman positivos y que satisfacen las siguientes leyes:

1. Cerradura respecta a la adicion: Si a,b € P, entonces a + b € P.

2. Cerradura respecto a la multiplicacion: Si a,b € P, entonces a - b € P.

! Un dominio entero es un anillo conmutativo con elemento unitario, en el que el producto de dos elementos

distintos de cero es distinto de cero.



Capitulo1l COMPLEJOS

3. Tricotomia: Sia € D, entonces unay solo una de las siguientes proposiciones se cumple:
a€P,a=00—ac€P.

Ejemplo 1 En el conjunto de los numeros enteros la clase positiva es N.

Definicion 4 Un dominio entero se dice que es ordenado si tiene una clase positiva.

Proposicion 3 En un dominio entero ordenado, todo cuadrado de un elemento distinto de
cero es positivo.

Demostracion:

Sea D un dominio ordenado y P C D una clase positiva. Sia € D es tal que a # 0,
entonces a € P o —a € P, de aqui que a®> = aa € P 0o a® = (—a) (—a) € P, esto es,
a? € P en ambos casos. M

Corolario 4 Si D es un dominio entero ordenado, con clase positiva P, entonces 1 € P.

En un dominio entero ordenado podemos definir la siguiente relacion de orden:

Definicion 5 Sea D un dominio entero ordenado con clase positiva P y sean a,b € D.
Decimos que a es menor que b (a < b) o b es mayor que a (b > a) si la diferenciab—a € P.

Proposicion 5 Si D es un dominio entero ordenado con clase positiva Py
a,b,c € D, entonces

a. a<b=a+c<b+ec
b. a<byce P=a-c<b-c

c. se cumple unay solo una de las siguientes relaciones

a<b oa=0b o b<a tricotomia).

d a<byb<c=a<ec

Corolario 6 Sea D un dominio entero ordenado y sean a,b,c € D, entonces

8



Seccion 1.1  LOS NUMEROS COMPLEJOS COMO CAMPO

a. se cumple una y solo una de las siguientes relaciones a > 0,a =00 a < 0.
b. a<byc<0=Vb-c<a-c

c. a<0yb<0=a-0>0.

Los incisos a y b de la proposicion anterior muestran que esta relacion de orden es
compatible con las operaciones.

Proposicion 7 C no es un dominio ordenado.

Demostracion:

Si C fuera dominio ordenado tendria una relacion de orden ”<”, con la que —1 < 0, por
ser 1 = 12 > 0. Por otro lado, por la proposicién 3 los cuadrados de elementos distintos de
cero deben ser mayores que cero y asi, como i # 0 en C, deberia suceder que 3> > 0; pero
i2 = —1 < 0, que nos llevaria a una contradiccién de la tricotomia. W

Ejercicios 1.1.1

1. Exprese los siguientes numeros complejos en la forma a + bi.
a. (2430)+ (4+1).
b. (24+3i)-(4+1).

(2 + 3i)
C. —/——.
(4+7)
d. (8+60)°.
e E—F 5
i i+l

2
r (1,+.3 ) .
) 1+ 1

2. Encuentre los valores de x y y que satisfacen la igualdad (1 + @) - (z +yi) =2+ 1.

a. Mediante un par de ecuaciones simultaneas en z y y.
b. Utilizando al inverso multiplicativo de (1 + ).

3. Seanz; =141, 29 = —2 41, z3 = 1 — 4. Calcule lo que se indica:

a. 2z

~1
b. 23
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21
c. —
z22
1
d —
2223
21+ 29
€.
Z3

Demuestre que:
a. (V2 —i)—i(l —iv2) = —2i.

b 1+2¢+2—¢_ 2
" 3—4 5 5

c. (1—i)t=—-4.
X n
Determine el valor de la suma " i*, para todo n € N U {0}.
k=0
Encuentre numeros complejos z = z + y i y w = u + v i que satisfagan cada uno de los
siguientes sistemas de ecuaciones:

a. z4iw=1 b. (I+i)z—tw=3+1
tz+w=1+4+1 2+i)z+(2—)w=21

7. Termine la demostracion de la proposicion 1.

11.

Pruebe la proposicion 5.

. Pruebe el corolario 6.
10.

Sea D un dominio ordenado, pruebe que:
a a<b=a+c<b+ec

b.a—zrx<a—y=z>y.
c. Sia < 0, entonces ax > ay <= v < ¥.
d z+zx+z4+2=0=2=0.

Pruebe que si a € R, entonces la ecuacion 22 = a siempre tiene solucién en C.

1.1.2  Solucion de ecuaciones de 2° grado en C

En esta parte veremos que toda ecuacion de 2° grado con coeficientes complejos tiene
solucién en los complejos; para esto primero probaremos que todo numero complejo tiene
dos raices cuadradas.
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Seccion 1.1  LOS NUMEROS COMPLEJOS COMO CAMPO

En el caso de los numeros reales sabemos que todo real positivo a tiene dos raices
cuadradas, una positiva y otra negativa, denotadas por \/a y —+/a, respectivamente; el cero
tiene una raiz cuadrada real, pero los nimeros negativos no tienen raices cuadradas, es decir,
sia € Rya < 0,no existe b € R tal que b* = a.

Sin embargo, todo nimero complejo z # 0 tiene dos raices cuadradas, denotadas por /=
y —+/z aunque en este caso no podemos hablar de positivos o negativos sino de un nimero y
su inverso aditivo (si z = 0, entonces z tiene una Unica raiz cuadrada: 0).

Lo anterior podemos enunciarlo de la siguiente manera:

Proposicion 8 La ecuacién

ciones distintas.

= z siempre tiene solucion en C, y si z # 0 hay dos solu-

Demostracion:

Si z = 0 es claro que x = 0 es la Ginica solucion.

Supongamos pues que z = a + bi # 0y queremos encontrar x = s + ti tal que 2% = z,
es decir, tal que (s + ti)° = a + bi, de aqui que, s2 — t2 + 2sti = a + bi, de donde

?—t?=aqa (1.1

2t =b (1.2)

Elevando ambas ecuaciones al cuadrado obtenemos s* — 2s%t> + t* = a2 y
45%t> = b?> y sumando miembro a miembro se tiene: s* + 2522 + t* = a? 4+ b?, esto
2 5 42\2 2 2
es, (s*+1t2)" =a®+b%
Como a,b,s,t € R, s>+t >0 y a®+ b> > 0, podemos extraer raiz cuadrada y

obtenemos
sS2+t2=va2+b2€R

De (1.1), s2 = t? 4+ a y sumando s? en ambos miembros: 2s% = s? +t? 4 a =

2 2 2 2
— V& 7% +a, de donde 87 — 7V“+2b+a vai+bita

>0 yporlotanto s = 5
Andlogamente, t? =52 —a>0 = 2’ =5’+t’—-a=Va?>+b>-a =

VaZz 1 b2 — /a2 + b2 —
12 = va +b4 —a >0 — t==£ %. Podemos considerar las

siguientes posibilidades para s + ti :

B \/\/m+a+\/\/m—ai
1:
2 2

N \/\/a2+62+a \/\/a2+b2—ai
2 = —
2 2

11



Capitulo1l COMPLEJOS

A \/\/m+a+\/\/m—ai
3=—
2 2

\/\/a2+b2+a \/\/a2+b2—ai
4:— -
2 2

Por otra parte, de la ecuacion 1.2, podemos deducir lo siguiente:

Sib > 0, entonces s y ¢ deben tener el mismo signo, por lo que las soluciones seran A; y
Ay;sib < 0, entonces s y ¢ deben tener signo diferente, por lo que las soluciones seran Ay y
As.

Sib =0, entonces s =00t =0;sis =0, las soluciones son +¢i y si t = 0, entonces
las soluciones son =+s.

Por lo tanto la ecuacion 2 = z, z # 0, tiene exactamente dos solucionesen C. W

En particular, los numeros reales considerados como complejos cuya parte imaginaria es
cero, tienen raiz cuadrada.

Si el numero es positivo o cero, ya sabemos como son dichas raices. Si el numero es
negativo, se expresa en la forma a + 0i con a < 0, entonces v/a2 + b2 = Va2 = |a| = —a,

de aqui que
e \/a2+2b2+a:i /—a;—azo

y por lo tanto, las soluciones son +ti, es decir,

N2 e —q —
\/%z‘: a2 Ci=v=ai y—v—ai.

Una notacion que suele utilizarse para estos complejos es v/a y —y/a, cuando se
interpreta a 4 como /—1.

Las dos raices cuadradas que se obtuvieron para un nimero complejo z distinto de cero
difieren inicamente por el signo. Asi que, como en el caso real, se denotaran estas raices por

Vzy —/z, donde

[ A1 si Im(z) >0
\/g_{Ag si Im(2) <0

Se debe notar que v/ z2 no siempre es igual a z, de hecho se puede ver que

z si Re(z

(2)
5 ) —z si Re(z)
Va2 = z si Re(z)
—z si Re(z)

Ademas se tiene la siguiente

Proposicion 9 Si z, w € C, entonces

12



Seccion 1.1  LOS NUMEROS COMPLEJOS COMO CAMPO

a Vzw =+ (Va/w) .

b stw 0, /2 =2 (S2).

Lo anterior nos servira para demostrar que toda ecuacion de la forma

ar’ +br+c=0
cona,b,c € C, a#0,tiene solucion en C.

En efecto

b b
0 +br+c=0 = 224+-z=-S =— 24°2z+
a a a

L S L Ay A
2a  4a? a 2 4a2 a
b b? — dac —b+Vb%2 — 4ac

rT=——=+4/ ——— r=——0—"""¢€C.
2a 4q? 2a

Por lo tanto las soluciones de la ecuacion az? + bz + ¢ = 0 son

b2

=

x_—b+\/b2—4ac ) _ —b—Vb? —4ac
a 2a % 2a '

Ejercicios 1.1.2

1. Obtenga las raices cuadradas de

a. 7+ 24.
b. Vi.
c. 24T
d 147
e. 1.
2. Pruebe la proposicion 9.
3. Obtenga las soluciones de las siguientes ecuaciones:

a. 224+ 2ixz+1=0.

13
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Capitulo1 COMPLEJOS

b. (3+i)x?+ 10z — (9 + 3i) = 0.

c. =bx?++2x—-1=0.
4. Encuentra las soluciones de la ecuaciéon 22 — 3iz = —1 + 3.

5. Simplifique lo siguiente:
a. (1+4)".
b (=) ".

¢. V14 i (considere vi = ? + %z y s6lo una raiz de 1 + v/4).

1.2 INTERPRETACION GEOMETRICA DE LOS NUMEROS
COMPLEJOS

Como cada numero complejo queda determinado por sus partes real e imaginaria, y dos
nimeros complejos son distintos si difieren en su parte real o en su parte imaginaria, a cada
numero complejo a + bi lo podemos identificar con el punto (a, b) del plano cartesiano.
Asi, podemos considerar que los nimeros estan dispuestos en el plano, de tal forma que
podemos denotar a cada punto (a, b) del plano, por el nimero complejo a + bi. A este plano
lo llamaremos el plano complejo.

1.2.1  El plano complejo.

Los puntos del eje horizontal (antes eje de las abscisas) son de la forma a + 0i o (a, 0),
y cada uno de éstos no es mas que el niamero real a, por lo que a este eje lo llamaremos
eje real. Analogamente los puntos de la forma 0 4 bi = i se encuentra en el eje vertical
(antes eje de las ordenadas) y son numeros puramente imaginarios, por lo que a este eje lo
llamaremos el eje imaginario.

Si z = a + bi es un nimero complejo, como se muestra en la figura, de abscisa a y
ordenada al origen b, la magnitud del segmento de 0 a z es va? + b2

14



Seccion 1.2 INTERPRETACION GEOMETRICA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Y

Definicion 6 Sea z = a + bi un numero complejo. El valor absoluto o médulo de z es su
distancia al origen: v/a® + b y se denotard por |z|.

Por ejemplo, |3 +4i|=5; i =1, |-6]=06.

Si z = a + 0i, entonces el médulo de z coincide con el valor absoluto de Re (z), es decir,

2| = Va? = [a].

Proposicion 10 Si z y w son numeros complejos, entonces

|z| >0y |z| = 0siysdlosiz=D0.

2. |-zl =|7|.

3. |z w| = |z| |w].

4. Siw # 0, entonces ’i‘ = ﬂ
wl |w

5. Re(2)| < lz|, [Im(2)] < 2|

La demostracion de la proposicion anterior queda como ejercicio para el lector. W

Definicion 7 Sea z = a+ bi un numero complejo, el conjugado de z es el numero complejo
a+ (—b) i = a — bi, denotado porZ.

' |Re(z)| y |Im (2)| denotan el valor absoluto de la parte real y el valor absoluto de la parte imaginaria,

respectivamente.

15



Capitulo1 COMPLEJOS

Y

S]]

El conjugado Zz de un nimero complejo z es el simétrico de z respecto al eje real.

También se dice que Z es la reflexion sobre el eje real.

Proposicion 11  Si z y w son nuimeros complejos, entonces

S T o e

N
+

w=7Z+w.

(=2)=-(3).

z
Siw # 0, entonces (=) = =
iw # 0, entonces p=
Z=2z
z+z z2—Z
I =
Re(z 5 m (2) 57

La demostracion queda como ejercicio para el lector. W

Una interpretacion geométrica para la suma de numeros complejos es la siguiente:
Siz =a+biyw = c+ di son dos numeros complejos, los puntos o, z, w, z + w de

coordenadas (0,0), (a,b), (¢,d)y (a+ ¢, b+ d) forman un paralelogramo.

16



Seccion 1.2 INTERPRETACION GEOMETRICA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Z+w

¥

Para demostrar lo anterior so6lo tenemos que demostrar que las diagonales del cuadrilatero

0, z,w, z + w se intersectan en su punto medio, lo cual es muy simple ya que el punto medio

del segmento de z aw y el de 0 a z + w es en ambos casos (“;C, #) .

De la interpretacion geométrica dada para la suma de dos niimeros complejos podemos
deducir una propiedad importante: “el modulo de la suma de dos numeros complejos es
menor o igual que la suma de los modulos de dichos complejos™, o sea que

|z 4+ w| < |z] + |w]. (1.3)

Ejercicios 1.2.1

1. Diga en qué casos se cumple la igualdad en (1.3).

2. Diga qué hecho geométrico se utiliza para deducir la desigualdad en (1.3).

Proposicion 12 Si z y w son numeros complejos, entonces

1. 2z= 2.
2. z| = |7|.
3. |z 4wl <z + |w].

17



Capitulo1 COMPLEJOS

Demostracion:

Probaremos unicamente el inciso ¢ y los demas quedan como ejercicio para el lector. En
esta demostracion usaremos los incisos a y b de esta proposicion, asi como los incisos a, e, f
de la proposicion 11 y e de la 10

z+wf = (z+w)EFw) = (2+w) (Z+)
ZZ+z-w+zZ-wtw-w

= |+ o)+ (o) + vl

|z|* + 2Re (z - @) + |w|?

|2 + 2 Re (2 - @)| + [w]?

|2 + 2|2 - @] + Jwl?

|2* + 2|2 [@] + [l

= |2 + 22| [w] + [w]* = (2] + [w])* .

IN A

— |z4w” < (2| + |w|)®> = |z4w| < |z|+ |w|, sacando raiz cuadrada del
primero y ultimo miembros de esta desigualdad. W

Observacion 2 Si z,w € Cy w # 0, entonces

w
gl
w
gl

VA
w

g
gl
=

Ejemplo 2  El cociente de los complejos, z =1+ 1y w =ies

z zw (14+4)(—i) 1—4 1
—_ = = = = — 1.
w o fwl? [il” 1

Definicion 8 Sea z un numero complejo distinto de cero. El argumento de z es el angulo de

lado inicial el semieje real positivo y lado final el segmento de 0 a z,y se denota Arg (z) = .
2

2 Recuerde que los dngulos positivos se miden en el sentido contrario de las manecillas de un reloj.

18



Seccion 1.2 INTERPRETACION GEOMETRICA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Y

Si al angulo ¢ le sumamos 27 o un multiplo entero de 27 la posicion grafica del
segmento de 0 a z no cambia, es decir, el argumento de z no es univaluado ya que los
angulos ¢ + 2wk conk = ... —2,—1,0,1, 2, ... representan graficamente el mismo angulo.
Para volverlo univaluado acordamos escribir al argumento como un nimero entre 0 y 27.
Asi pues, si z y w son nimeros complejos tales que |z| = |w|y Arg (z) = Arg (w) + 27k
con k € Z, entonces z = w. Para tener una tinica representacion de un complejo en términos
de su modulo y argumento convenimos en que éste sera mayor o igual a cero y menor que
2.

Si fijamos r > 0, solo existen dos nimeros reales, 7 y —r, con valor absoluto r; pero
hay una infinidad de niimeros complejos cuyo maddulo es r; éstos forman geométricamente
una circunferencia con centro en 0 y radio 7. Mientras que los niimeros reales r y —r se
distinguen por el signo, los puntos de la circunferencia se distinguen uno del otro por su
argumento. El nimero complejo 0 es el unico complejo que no tiene argumento ya que
su modulo es cero. Los numeros reales positivos corresponden a los puntos del semieje
real positivo o sea los puntos cuyo argumento es de la forma ¢ = 27k, con k € Z. Los
numeros reales negativos son los complejos de argumento de la forma 7 + 27k con k € Z.

. N . . m .
Los numeros imaginarios z = bi son los complejos de argumento 3 +2mksib >0,y

(79 +2rksib < 0,conk € Z.

Mientras que el argumento en radianes de un nimero complejo lo podemos dar entre 0 y
27, el mismo argumento en grados lo podemos dar entre 0° y 360°.

Veamos la relacion que hay entre la medida en grados de un dngulo formado por
dos rayos con vértice en el origen y la longitud de arco que éstos determinan sobre la
circunferencia unitaria con centro en el origen.
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-

La longitud de la circunferencia de radio 1 es 27, por lo tanto la longitud de un arco

. . . 2m .
sobre ésta, correspondiente a un angulo de un grado, es ——. Luego, si el argumento de un

complejo medido en grados es ¢ y la longitud del arco correspondiente es s, la relacion entre

py sserd
. 360
obien =5 —

T
s—gp~% 2T

Ejemplo 3 Si el argumento de un complejo z es de 60°, su argumento en radianes es
2n _ w
6

5
Si el argumento de z es de % radianes, entonces su argumento en grados es de 225°.

En lo sucesivo expresaremos el argumento de un nimero complejo en grados o radianes
indistintamente.

Ejercicios 1.2.2

1. Demuestre la proposicion 10.

2. (Cual es la posicion relativa de los puntos z = a + bi y w = b + aq.

3. (Qué representa geométricamente cada una de las proposiciones siguientes?
a. |z| =1
b. |z| < 1.
c. |z|>1

4. Demuestre la proposicion 11.

5. Demuestre los incisos 1. y 2. de la proposicion 12.

6. Pruebe que si z y w son niimeros complejos, entonces |z — w| > ||z] — |w]| .
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7. Si z y w son nimeros complejos tales que zw # 1,y |z| = 1 o |w| = 1, pruebe que
zZ—Ww ‘
=1.

1—zw
8. Describe geométricamente los siguientes conjuntos:
a. {z€C|Im(z—3)=0}.

b. {zeC|Im(z) <1}.
c. {zeC|Im(iz)=1}.
d {zeCl||lz—-1]>1}.
e. {ze€C||2?|=4}.

9. En cada uno de los siguientes incisos, determina el lugar geométrico de los puntos z que

cumplen:
a. |z—1/=3
b. |[z—1]>3
c. |[z—1l<3
z—3 _ 9
z+3
e. |z—4i|+ |z +4i] =10

]

|z — 1| = |z +1].

1.2.2  Representacion polar.

A partir de la interpretacion de un nimero complejo como un punto en el plano, podemos
representar a estos numeros en una forma distinta, Sea z = a + bi un numero complejo cuyo
modulo es distinto de cero y su argumento es ¢, como se muestra en la figura.

A
b _____________
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De la figura anterior tenemos que a = |z| cos @, b = |z| seng; con esto, el nimero z
queda expresado como z = |z| cos ¢ + (|z| seng) i, o bien

z = |z| (cos ¢ + iseny) (1.4)

Definicién. Llamaremos a la expresion (1.4), la representacion polar trigonométrica
del complejo z.

Asi, en la representacion z = r (cos ¢ + isenyp) se entendera que r es el modulo y
© el argumento de z. Ademas, puede pasarse de una representacion a otra, esto es, si un
complejo se expresa como en (1.4), se puede escribir la forma a + bi haciendo a = |z| cos ¢
y b = |z| seny y reciprocamente, conociendo a a y b se determinan |z| y ¢ como sigue:

, a b L.
|z| = Va? + b y @ es el 4ngulo cuyo coseno es y cuyo seno es —, una forma rapida

|2l

£
de calcular ¢ es encontrar el angulo cuya tangente es —, cuando a # 0 y luego determinar ¢
a

analizando en qué cuadrante esta el punto z.

Por ejemplo, si z = —5 + 57, tenemos a = —5y b = 5, luego
3
2] = /(=5)>+52 = V50 = 5v2y tan(p) = —1, de aqui que ¢ = g + % = Zﬂ
7
0y =21 — % — T Como ~ esté en el segundo cuadrante resulta que ¢ = Zﬂ, luego
z_5ﬂ<cosgj+isen %{) .

En muchas ocasiones en conveniente escribir a cos (a) + isen (@) = €', con esta
notacién podemos escribir a cualquier nimero complejo z de la forma z = re*? donde
r = |z| y arg (z) = 6.. La expresion
€' = cos () + i sen (@) (1.5)

se le conoce como formula de Euler.

Proposicion 13 Sean z y w dos numeros complejos expresados en forma polar
z = |z| (cosp +isen ), w = |w|(cos8 + isen 0) , donde Arg(z) = py Arg (w) = 6.
Entonces zw = |z| - |w| (cos (¢ + 0) + i sen (¢ + 0)), es decir, el médulo del producto de
dos numeros complejos es el producto de los modulos y el argumento es la suma de los argu-
mentos, o sea |z - w| = |z| |w|y Arg (z - w) = Arg (z) + Arg (w).

Demostracion:
El producto de los dos niimeros z y w es

z-w = |z| |w| ((cospcost — sen psend) + i (sen @ cosl + cos ¢ senh)) (1.6)

y a partir de las siguientes identidades trigonométricas para la suma de angulos

cos(p+60) = cospcosl — sen ¢ sen b
sen(p—+0) = sen pcosb + cosp sen p,
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obtenemos que el producto de z y wes zw = |z| - |w| (cos (¢ + 0) + i sen (¢ +0)). Por
la proposicién (10), sabemos que |z - w| = |z| |w| de aqui que ésta es la representacion polar
del complejo z - wy Arg(z - w) = Arg(z) + Arg(w). B

Vemos que la multiplicacion de nimeros complejos esté relacionada con las rotaciones
del plano. Esto es, si consideramos al segmento que une el origen con el punto z, la longitud
de éste serd |z| y si w es un punto tal que |w| = 1, entonces al multiplicar z por w el
vector z gira un angulo igual a § = Arg (w). Si|w| # 1, la longitud del vector ha de ser
multiplicada por |w| una vez efectuada la rotacion. Por ejemplo, al multiplicar por

wy =1 se hace un giro de 90° en el sentido opuesto a las manecillas del reloj,

we = —1 se hace un giro de 90° en el sentido de las manecillas del reloj,

ws =144 se hace un giro de 45° en el sentido opuesto a las manecillas del reloj, y el
modulo del vector se multiplica por v/2,

wgq =1—1 sehace un giro de 45° en el sentido de las manecillas del reloj, y el médulo
del vector se multiplica por v/2.

Corolario 14 Si z = |z| (cos (¢) + i sen (p)), w = |w| (cos (8) +i sen (), w # 0,
entonces — = | = (cos (¢ —0) + i sen (v —0)), es decir, al dividir dos complejos los

modulos se dividen y los argumentos se restan.

Demostracion: .
Supongamos que — = v = |v| (cosv + i sen 1) . Entonces debemos tener que
w

z = w - v. Por la proposicion (13) w - v tiene como mddulo |w| - |v| y como argumento
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6 + 9. Luego |w||v| = |z| y 0 + ¢ = ¢ + (360°k) con k € Z, o sea |v| = ‘%‘ y
1 = p—04(360°) k, con k € Z. Por lo tanto Z = ‘i‘ (cos(p—0)+isen(p—06)). N
w o lw
De aqui se concluye el siguiente

Corolario 15 Si z = |z| (cosp + i sen ) y z # 0, entonces

2 = |27 (cos (—p) + i sen ().

Ejercicios 1.2.3

1. Encuentre el argumento de los siguientes nlimeros:

a. o.
b. —i.
c. —1—q.
d. 14 3.
e 1+_z%/§
£ (vV3—i)".
2. Represente en forma polar los siguientes nimeros complejos.
a. —4.
b. —6i.
c. l — ﬁz
2 2
d V3—i.
e. 1+cosa-+isena.
f. ¢
g —2—1

3. Demuestre el corolario 15.

4. Aplica la forma polar para demostrar que (1 - Z\/g) (\/§ + z) =24142V/3.

24
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5. Sean z; = —? + i?, 29 = —? — z? Encuentra el producto z; z5 utilizando el
método grafico.
]

1.3 RAICES N-ESIMAS DE NUMEROS COMPLEJOS

Sean z = cosf + i sen 0y w = cosp + i sen . Un caso particular del producto de los
complejos, z y w, es cuando ambos son iguales; en este caso, la expresion

zw = |z| - |w| (cos (6 + ) + i sen (6 + p))

se puede escribir como
22 = |z|? (cos (20) + i sen (26)) .

1.3.1 Formula de De Moivre

El resultado anterior puede ser generalizado por induccion como sigue:

Proposicion 16 Si z = |z|(cos0 + isen @), entonces 2" = |z|" (cosnb + i sen nf),
para toda n € N.

Demostracion:

Si m=1, z=|z|(cos(0)+isen(h)),y porlo tanto
2t = |z|" (cos (10) + i sen (16)).
Se supone valida la expresion cuando n = k, con k > 1, es decir,

2 = |2|" (cos (kO) + i sen (k6))

Veamos para z"+1

L (|z|k (cos (k8) + i sen (k@))) (|2] (cos (8) + i sen (6)))

= |2|" 2| (cos (k6 + 0) + i sen (kO + 0)) = |z[**" (cos ((k + 1) 0) + i sen ((k +1)6)).
Luego, por el Principio de Induccion 2" = |z|" (cos (nf) + i sen (nf)) , para todo

n € N.
Al sustituir z por |z| (cos () + i sen (¢)) , obtenemos

[|2] (cos (8) + i sen (0))]" = |z|" (cos (n) + i sen (nd)) (1.7)

que es llamada la formula de De Moivre en honor a Abraham De Moivre. W
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En particular, si |z| = 1 obtenemos

(cos (0) +i sen (0))" = (cos (nh) + i sen (nh)), (1.8)

para toda n € N, que podemos generalizar como sigue:

Proposicion 17  Teorema de De Moivre. Para todo n € Z.

(cos (0) +i sen (0))" = (cos (nh) + i sen (nh)),

Demostracion:
Nos falta probar la proposicion para los negativos y cero. A continuacion demostremos
que
(cos (0) + i sen (0))" = (cos (—nb) + i sen (—nb)),
para todan € N.
Si z = (cos () + ¢ sen (6)) es un complejo de modulo 1, entonces por el corolario 15
tenemos

(cos (0) + i sen (A)) " = cos (—0) + i sen (—6)
luego 2™ = (271)" = [cos (—0) + i sen (—0)]" = cos (—nfb) + i sen (—nb).
Hemos demostrado el Teorema de De Moivre para exponentes negativos. Falta ver que
es valido para n = 0. Como (cos (0) +i sen (0))° =1y

1=cos(0)+isen(0) =cos(0-6)+1isen(0-60),
se tiene este caso.
Por lo tanto, el teorema de De Moivre es valido para todo exponente entero. H

Una aplicacion util del teorema de De Moivre es cuando se usa como artificio para
obtener férmulas trigonométricas de multiplos de angulos.

Ejemplo 4 Encontrar sen 56 y cos 50.
Haciendo n = 5 en (1.8) resulta (cos 0 + i sen 0)° = cos 50 + i sen 50.
Por otra parte, por el Teorema del Binomio obtenemos,

(cos (0) +i sen (0))° = cos® O+ 5cos® 0 (i sen ) + 10 cos® 0 (i sen 0)° +
+10cos? 6 (i sen ) + 5 cos’ 6 (i sen 0)* + (i sen 6)®
y recordando que para n € NU{0} : %71 = 1, g4nfl = 4 4nt2 — 7
i*nt3 = —i,  obtenemos:

cos® +5i cos? Osen 6 — 10 cos® Osen? 0 — 10i cos? Osen30 + 5 cos Osend + isen’ =

= (0055 —10cos® fsen? 0 + 5 cos Osen*6 + sen59)+(5 cos? Osen 6 — 10 cos? Osen0 + sen59)

= cos bl + isen 50.

26
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Como dos complejos son iguales si y s6lo si sus partes reales son iguales y sus partes
imaginarias también lo son, obtenemos:

sen 50 = b5costlsen 0 — 10cos® Osen0 + sen®o

cos bl cos® —10 cos® fsen? 6 + 5 cos Osen?d + sen®6

1.3.2 Raices n-ésimas de un nimero complejo

Recordemos que en los reales una raiz n-ésima de a, donde n € N, es un numero real b tal
que la n-ésima potencia de b es igual a a. Por ejemplo, 3 es una raiz cuarta de 81 puesto que
3% es igual a 81. De manera similar, en los complejos, una raiz n-ésima de z es un complejo
w tal que la n-ésima potencia de w es igual a z, lo cual se expresa como

Vz=w<=w" =z

Definicion 9  Si z y w son numeros complejos y n € N, diremos que w es una raiz n-ésima
de z siw™ = z.

Si z es un complejo distinto de cero, {/|z| denota la raiz n-ésima real positiva de |z| y

{/z denota una raiz n-ésima de z.
n

Como vz = —Z—, ﬁ es una raiz n-ésima de i, entonces
n Z| |z| n |Z| |Z|

n
n

V=Vl

Z —_—
|2

) ()

es decir, cada raiz n-ésima de z es de la forma {/|z| < n | |> . Entonces el problema de
z

; L: P , . 4
encontrar las raices n-ésimas de z se reduce a encontrar las raices n-ésimas de ﬂ’ que €S un
z

complejo de modulo uno.

Proposicion 18 Dado z = cosf + i sen 0, existen exactamente n numeros complejos
distintos que son raices n-ésimas de z. Estas raices estan dadas por la formula

<0+27rk) , (9+27rk:>
cos| — | t+trsen| —— |,
n n

conk=0,1,....n— 1.

Demostracion:
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.z 1 . .
Usaremos la notacion {/z = zw, y entonces si 2z = cosf +1i sen 6 'y

. 1
w =cosyY +1 sen 1 sontalesque z» = w, tenemos que

3=

(cos @ +isen®)™ = cos ¢ +1i senp; (1.9)
luego,
(cos ¥ + i sent))” = cos O + i sen ),
y usando el Teorema de De Moivre se tiene
cos nY + i senniy = cos 0 + i sen 6.
Por la definicion de igualdad de complejos se tiene
cos = cosny,

sen = sen ni.

Por lo tanto

nY = 604 2wk, paraalgunak € Z, lo cual implica que
0+ 2rk
v = i, para alguna k € Z.
n

De esta manera al sustituir en 1.9 obtenemos
1 0+ 27k 0+ 27k
(cos@ + i sen 6)™ = cos (iw—) +1 sen (M) (1.10)
n n

Ahora veremos que si damos a k los valores 0, 1,2, ...,n — 1 obtenemos n raices
n-¢ésimas diferentes, del complejo z y que éstas son todas, es decir, que para cualquier otro
valor de k obtenemos una de estas raices.

Tomemos dos valores distintos para k entre 0 y n — 1, k1 y ko, y supongamos que
k1 < ko,demodo que 0 < k1 < ko < m, luego 0 < 27k < 27ke < 27m y
0 <0+2rky <0+ 2wks < 0+ 27n, deaquique% < Hii”kl < @ < %+27r;
es decir, 9+i”k1
difieren.’

Por otra parte, si k es un entero, por el algoritmo de la division, existen s y r enteros tales
que

y 0+2+k2 difieren en menos de 27, luego entonces, su seno y su coseno

k=sn+r, donde0<r<n
y entonces

2 2 2 2
cos (0 +n Wk)—i—i sen (0 +n 7Tk) = cos (9 + 7r7(15n * T)>+i sen (6 - 2m (s + T))

n

3 Recuerde que dos angulos 0 < «a, B < 27 tales que cos @ = cos 3y sen a = sen [3, necesariamente son

iguales.
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0+ 2nr . 0+ 2nr 0+ 2nr . 0+ 2mr
= cos + 27ws |+1i sen + 27ws | = cos +1 sen .
n n n n

De aqui que basta tomar para k valores entre 0 y n — 1.
Como las n raices tienen modulo 1 éstas estan situadas sobre la circunferencia de radio

1. Ademas, sus argumentos difieren por multiplos de %’r, entonces, geométricamente, estas

raices son los vértices de un poligono regular de n lados inscrito en la circunferencia de
radio 1.

Ejemplo 5 i Encontrar las raices cubicas de 1.

1 =cos0+1sen0

= cos <O+27Tk> + 1 sen (O+327rk:> Y k=0,1,2

W=

(cos0+ i sen 0)

3
entonces, llamando rq, 1,72 a las raices:
0+0 040
rg = COS (—g) + 1 sen <%—> =cos0+12sen0=1.
0+ 27 . 0+ 27 2r . 2 .
rL = COS 3 + 1 sen 3 =CcosS— +18en — = ——= +1

T2

1
3 3 2

0+ 47w . 0+ 4rm 4 47 1
COS( 3 )+zsen< 3 )zcosg+zsen3=—2

T 7r
ii. Encontrar las 5 raices quintas de z = 8 (cos 1 + 1 sen Z) .

z ’ ’ ror , .
Hagamos w = < y llamemos r,r{,ry, 73,74 a las raices quintas de w. Entonces

ro = cos ’% 2T (0) +1 sen 7% +27(0) = cos — + 14 sen—

0 5 5 20 20’

, T4+2n(1 T+2m(1 9

T = cos(4 5W())+isen<4 SW()>:c0520+isen2ga

/ T +2m (2 T4+27(2 1 1

Ty = COS it ™(2) +1 sen it ™) =Ccos —— +1 nﬁ,
5 5 20 20

/ T+27(3 T4+27(3 2 25

Ty = cos<4 577())—&-2'3671(4 571-())260820 +1i 7172;-7

, T+2m(4 T+2m(4 3 33

Ty = 005(4 5W())+isen<4 5W()>:00820+i nT(;T’
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y entonces las raices de z son:

V8 (cos - + i sen -
rg = \/é(cob 20+zsen20),
s 9r . 97
o= V8 (cos 20 +1 senQO) ,
s 170, 177
ry = \/§<00520 +lsen20>,
25T . 25T
r3 = V8 <cos 20 + sen%> ,
ry = V8 cosgg—w—&-isen?)—?I
v 20 2 )

Usando la interpretacion geométrica de los complejos observamos que las raices cubicas
de 1 se representan como tres puntos sobre la circunferencia unitaria cuyos argumentos son
27
0, —

47 i t
—, respectivamente.
3 Y 3P

"l

¥

ro=l

Los puntos 7y, 71 ¥ 72 son los vértices de un triangulo equilatero.
De manera analoga, las raices quintas de 8 (COS T+ sen%) se representan como

. . 5 7w 9m 177 257 33w
puntos sobre la circunferencia de radio v/8 con argumentos 300500 29 50 Y 80

respectivamente.

Los puntos 7, 71, 72, 73 ¥ 74 son los vértices de un pentagono regular.
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Ejercicios 1.3.1

1.

Utilice el Teorema de De Moivre para probar que
a. cos(20) = cos?0 — sen?0.

b. sen (20) = 2sen (0) cos ().
Utilice el Teorema de De Moivre para obtener expresiones para cos 40 y sen 66 en
términos de cos 0y sen 6.

Calcule las raices sextas de 1 y —1. Exprese las soluciones en la forma a + bi y
represéntelas graficamente.

Obtenga todas las soluciones de las siguientes ecuaciones:
a. 22 =3—4i.

b z*—1=2i.
c. 22=1+41.
d. z*=i.

Sean € N. Defina

2
&= cosz(~> + 7 sen Qz
a. Pruebequez=1,2=¢,2=¢7..,2 = €™~ son tbdas las soluciones distintas de
la ecuacion 2" = 1.

b. Prueba que si z = y es una solucion de 2" = w, entonces todas las otras soluciones
sondela forma p - &7, donde j = 1,2,...,n — 1.

Sea £ definida como en el problema 5. Pruebe que para k£ € N,

1444 4Dk — 0 sinnodivideak, vy
14+ &P+ ¢4 4D — p sindivideak.

Pruebe lo siguiente:
a. arg(z) = —arg(z), (mod 2m).

b. arg (i> = arg (z) — arg (w), (mod 2m).

w
Pruebe que el maximo valor del modulo de z? + 1 sobre el circulo unitario
{zeC||z]<1}es2.

Encuentre las cuatro raices de la ecuacion z# + 4 = 0. Utilice este resultado para
factorizar 2* + 4 como (22 + 2z + 2)(2% — 22 + 2).

10. Simplifique las siguientes expresiones:

a. (1+4)10
1+i
b.
(1—1)?
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© [(1—45?)4(5—&-32’)]2
N ‘(6+7z’)(4—2i) ‘_ 1
4+2i 7+ 6i
I
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Capitulo 2
POLINOMIOS

Interesados en el problema de resolver ecuaciones algebraicas, hemos visto como podemos
encontrar en C todas las soluciones de las ecuaciones de la forma " = z,conz € C,n € N;
las soluciones de las ecuaciones lineales, ax + b = 0, con a,b € C, a # 0; las ecuaciones
cuadraticas, ax? 4+ bz 4+ ¢ = 0, con a, b, c € C, a # 0; todas éstas, casos particulares de la
ecuacion general de n-ésimo grado:

ap+ a1+ ...+ a,x" =0

donde las a; € C, n € Ny x es la incognita.

El problema de resolverlas, consiste en encontrar valores de « que al sustituirlos en la

expresion
apg + a1z + ... + a,x"” 2.1
la hagan cero.

Aqui, ampliaremos el estudio de ecuaciones donde los coeficientes ag, a1, ..., a,, sean
nimeros enteros, racionales, reales, complejos o elementos de algiin conjunto que tenga
estructura de anillo donde tiene sentido plantearse este tipo de expresiones (2.1). Eso es,
estudiaremos el algebra de polinomios (expresiones como la dada en (2.1) en la cual se
base la teoria de ecuaciones. Veremos que la forma en que sumamos y multiplicamos estas
expresiones, en los cursos elementales de algebra, le dan una estructura de dominio entero,
en el cual se puede desarrollar una teoria de divisibilidad similar a la de los enteros.

2.1 EL ANILLO DE POLINOMIOS

De los conjuntos de nimeros que usualmente trabajamos, Z, Q, R y C, observamos que
todos ellos tienen dos operaciones (suma y producto) cuyas propiedades les dan una
estructura en comun, que es la de ser dominio entero y es con estas operaciones que podemos
plantearnos ecuaciones del tipo ag + a1z + ... + a,z™ = 0 donde las a;, parai = 0,..,n
son elementos de Z, Q, R o C dependiendo donde se considere la ecuacion.
Asi, empezaremos por considerar D un dominio entero y expresiones de la forma:
ag+a1x + ... + apx™, donde ag,ay,...,a, €D 'y n>0 (2.2)
de las que diremos que dos de ellas son iguales si los coeficientes correspondientes son los
mismos, esto es,
ap+arx+...+a,x” =bg+bix+..+bx" =
n=m y ag=bp,a1 =b1,....,0, = by.

Estas expresiones las llamaremos de acuerdo a la siguiente
Definicion 10 Un polinomio en x con coeficientes en D, es una expresion de la forma (2.2).
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Capitulo 2 POLINOMIOS

Las expresiones a;x?, para 0 < i < n se llaman términos del polinomio. Los elementos
ag,ai, ..., a, € D se llaman coeficientes de z°, z!, ..., ™, respectivamente, donde z° = 1y
2" =g -z" 1 =2 1.z, paratodan € N.

Notacién. Denotamos por D [z] al conjunto de polinomios en x con coeficientes en D, es
decir,

Diz]={ap+a1z+..+anz"| a; €D, parai=0,..,n y n>0}.

Ademas, se acostumbra denotar por a (), b (), etc., a los elementos de D [z], esto es,
a(x) € D |[z] significa que a (z) = ag + a1z + ... + a,z™ para algunas a; € D con
1=0,...,nyn>0.

Nota. Sialguna a; = 0, se acostumbra omitir el término a;z’. Convenimos en escribir z°
en lugar de 12°,y —a;x" a cambio de (—a;)x! o de +(—a;)x'.*

Ejemplo 6 i —2x+322€Z]x].
i. 2+ 3z eR[z].
iii. 3z — 6ix3 + (4 —2i) 25 € Ca].
v. 340z +62%+ (—3) 2 + 02" = 3 + 622 — 22° € Qlz].

Observacion 3 De la nota anterior y la igualdad de polinomios se deduce que dos poli-
nomios siempre se pueden anotar con el mismo niumero de términos, ya que si a (x) =
ap + a1z + ... + apx™ y b(x) = by + bix + ... + by, x™ son polinomios con m < n,
podemos escribir b(z) = by + b1x + ... + bpx™ + 0™ 4+ .+ 0™,

Por otra parte, se puede observar facilmente que D C D [z], de aqui que nos
preguntamos si es posible definir en D [z] una suma y un producto de tal manera que
restringidos a D correspondan a las operaciones de suma y producto que hay en D y si es
posible que D[z] tenga también estructura de dominio entero.

Veamos primero un ejemplo, consideremos D = Z y supongamos que en D][x] tenemos
una suma y un producto que lo hacen dominio entero.

Asi, si sumamos y multiplicamos los polinomios (3 + z + 2%) y (—1 + 3z) se debe
tener:

B+z+2*)+(-1+3z) = 3+z+2°+(-1)+3
= 3+ (-1)+x+3x+a2?

= 2+ (1+3)z+ 22
= 244z +2°

4 Este hecho se justifica por la proposicion (1).
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Seccion 2.1 EL ANILLO DE POLINOMIOS

por las propiedades asociativa y conmutativa de la suma, y distributiva del producto respecto
a la suma; y el producto,

(B4+z+2*)(-1+3z) = B+z+2*)(-1)+B+z+2°)(3x)
= 3—2—2>+92+32% 4323
= —3—2+9z— 2+ 32% + 323
= -3+ (-14+9z+(-1+3)z” +32*
= —3+8x+ 2% + 323

por las propiedades distributiva, asociativa y conmutativa.

Como se puede observar en este ejemplo, el coeficiente del término z* (para
k=0,1,2,...) en la suma, es la suma de los coeficientes de z* de cada uno de los sumandos,
mientras que el coeficiente de 2 (para k = 0,1,2,...) en el producto es la suma de los
productos de los coeficientes de x* (del primer factor) y 2/ (del segundo factor) donde
i+j=kyaquezis) =zt

Con esto, resulta natural definir, en general, la suma y el producto de elementos de D|[z]
como sigue:

Definicion 11 Adiciéon de polinomios. Si a(x) = a9 + a1z + ... + azz" y
b(x) = by + bix + ... + bya™, son polinomios en x con coeficientes en D, entonces la suma
de a(z) y b(x) es el polinomio: a(x) + b(x) = (ag +bo) + (a1 + b1)z + ... + (an, + bp)z™

Definicion 12 Multiplicaciéon de polinomios. Si a(x) = ao + a1z + ... + apz™ y
b(x) = by + biz + ... + bz, son polinomios en x con coeficientes en D, entonces el
producto de a(x) y b(x) es el polinomio: a(zx) - b(x) = agby + (agby + a1bg)z + (agbs +
arby + a2b0)w2 + ...+ (ambn)m"+m.

El coeficiente de =¥ en el producto a(z) - b(z) es:

apbr, + a1bg_1 + ... + ap—1b1 + arby = Z aibj.
it+j=k

Asi observamos que la suma y el producto de polinomios es nuevamente un polinomio de
donde tenemos la siguiente:

Proposicion 19  D|x] es un dominio entero.

Demostracion:
De las definiciones de suma y producto en D[z] y las propiedades asociativa y
conmutativa de la suma y el producto en D, asi como la propiedad distributiva en D se sigue
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Capitulo 2 POLINOMIOS

la validez de las mismas en D[x]. Aqui probaremos solamente la propiedad distributiva y las
demas quedan como ejercicio para el lector.

Sean a(z) = ap + a1 + ... + apz™, b(z) = by + b1z + ... +bpa” y
c(x) = co+ 1z + ... + cpz™, polinomios en D|x]. Supongamos que b(x) y ¢(x) tienen el
mismo numero de términos (obs. 3) para facilitar la notaciéon y con esto se tiene:

a(z) - (b(x) +c(z)) =do +diz + ... + dpppnx™ ™,
donde dp= Y ai(bj+c;),parak =0..m+n.
itij=k
Por otra parte,
a(z) - b(x) =eg+e1x + ... + ™",
donde ey = > abj,parak=0,1,2,..m+n y
i+j=k

a(z)-c(z) =ey+elx+ ... +e, ,am™",

donde e = > ajcj,parak =0,1,2,...,m + n; de aqui que
itj=k

a(z) - b(z) +a(z) - c(z) = (eg + €f) + (e1 + €)@ + oo + (€man + €pyy) 2™,

donde el coeficiente k — ésimo es

Z aibj + Z ;Cj
itj=k itj=k
> (aib; + aic;)
itj=k
Z ai(bj + Cj) = dk
itj=k
y por lo tanto a(z) - (b(x) + ¢(x)) = a(x) - b(z) + a(z) - c(z).
También se tiene que, como 0, 1 € D, entonces 0,1 € D[z] y para cualquier polinomio
a(z) € D[z], alz)+0=ua(z) y a(z)-1=a(x).
Ademas, si a(xz) = ag + a1z + ... + ap2™ € Di[z], entonces —a(z) =
(—ag) + (—a1)x + ... + (—an)z™ € D[x] y a(z) + (—a(x)) = 0.
Por lo tanto, D[z] es un anillo conmutativo con 1.
Por otra parte, si a(z) y b(z) € D]x] son distintos de cero, entonces al menos
el ultimo de los coeficientes de cada uno de los polinomios es distinto de cero, es
decir, a9+ a1z +...+apx™ 'y bo+bix+..+b,z" cona, #0yb, #0.
Como en a(x) - b(z), el coeficiente de z™ 1™ es a,, by, que es diferente de cero por

ser D un dominio entero, se tiene que a(x) - b(x) # 0. Por lo tanto, la proposicion queda
probada. H

e + €,

Como veremos a lo largo del estudio de los polinomios, un concepto fundamental es sin
duda el del grado, que definimos a continuacion.
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Seccion 2.1 EL ANILLO DE POLINOMIOS

Definicion 13 Sea a(z) = ag + a1z + ... + anx™ un polinomio, distinto de cero, en D|x].
El grado de a(x) es el mdximo entero i > 0 tal que a; # 0. Si n es el grado del polinomio
a(z), escribiremos gr(a(z)) = n.

Ejemplo7 i Sif(z) =x — 322 + 525 entonces, gr(f(z)) = 6.
ii. Sig(x)=3,entonces gr(g(x))=0.

Definicion 14 Si a(z) = ag + a1z + ... + a,2™ es un polinomio de grado n en D]z],
entonces llamaremos a a.,, el coeficiente principal de a(x), y si a,, = 1,entonces diremos
que a(x) es un polinomio ménico. También nos referiremos al término ag como el término
independiente y cuando gr(a(zx)) = 0, diremos que el polinomio es una constante.

Con respecto al grado de la suma y el producto de dos polinomios tenemos la siguiente

Proposicion 20 Sean a(x) y b(x) polinomios distintos de cero en D]z],

1. Sia(z)+ b(z) # 0, entonces gr(a(z) + b(z)) < max{gr(a(z)), gr(b(z))}.
2. Sia(x) 4+ b(z) # 0, entonces gr(a(x) - b(z)) = gr(a(z)) + gr(b(x)).

Demostracion:

Sean a(x) = ag + a1 + ... + amz™ y b(x) = bg + b1z + ... + byz™ donde a,,, 0y
by, # 0, es decir, gr(a(z)) = my gr(b(z)) = n.

1. Si  m > n, entonces
a(x) +b(z) = (ap + bo) + (a1 + b1)z + ... + (an, + by)a™ + ... + apz™
porlo e gr(als) +(s) = m = mx{yn(n(), o7 ().
Anélogamente, si n > m, entonces gr(a(z) + b(z)) = n = max{gr(a(z)), gr(b(z))}.
Sim = n, entonces a(z) + b(x) = (ap + bo) + (a1 + b1)x + ... + (an + by)z™ y como
a(x) +b(x) #0, a; +b; # 0paraalgunai < n. Sik =max{i >0|a; +b; #0},
entonces k < ny gr(a(z) + b(x)) = k < n=max{gr(a(z)), gr(b(z))}.
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2. En el caso del producto, segiin vimos con anterioridad, el coeficiente de "™ es a,, b,
que es distinto de cero y el coeficiente de z*, para k > n + m es cero. M

Para algunos dominios enteros, es posible interpretar el anillo de polinomios
como un conjunto de funciones polinomiales. Si D es un dominio entero, y a(z) =
ap+aiz+...+a,x™ € D[z], considerando al polinomio a(z) podemos pensar en la funcion
a : D — D cuya regla de correspondencia es a(«) = ap + a1 + ... + a,Q", para
cada o € D. Esto es, si Pp es el conjunto de funciones polinomiales de D en D, es
decir, Pp = {a: D — D|a(a) = ap+ aja+ ... + apa™, cona; € D}, se puede
ver facilmente que la funcion que la asignacion dada anteriormente define una funcion
suprayectiva de D[z] en Pp.

Por otra parte, utilizando las operaciones en D y sus propiedades, también se pueden
definir en Pp dos operaciones que hacen que este conjunto de funciones sea un dominio
entero y que ademas a través de la correspondencia definida entre D[z] y Pp, dichas
operaciones correspondan a las de suma y producto en D[z] y asi, como veremos mas
adelante, a cada polinomio a(x) € D[z] correspondera una y sélo una funcién a € Pp en el
caso en que D sea infinito.

Definicion 15 Suma y producto en Pp.

Sean a,b € Pp. La suma de a y b es la funcion a +b : D — D tal que
(@ +b)(a) = ala) + b(o) para cada o« € D y el producto de a y b es la funcion
a-b:D — D tal que (a - b)(c) = a(a) - b(a) para cada o € D.

Proposicion 21  Pp es un dominio entero (con las operaciones definidas en 15).

Demostraciéon:
Queda como ejercicio para el lector. W
Ahora consideremos el anillo de polinomios con coeficientes reales R[z]. Si lo pensamos

como las funciones polinomiales de R en R, podemos dar una interpretaciéon geométrica de
los elementos de este anillo que sera de gran utilidad en el estudio de sus raices.

Si a(x) es una constante, es decir, si a(x) = ag con ag € R, entonces su grafica es una
recta paralela al eje de las abscisas, por ejemplo, la grafica del polinomio a(z) = 5 es
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Seccion 2.1 EL ANILLO DE POLINOMIOS

a(x)

a(x) =5

Si a(z) es un polinomio de primer grado, es decir si a(x) = ag + a1 con ag,a; € R,
a1 # 0 entonces su grafica es una recta de pendiente a1 que intersecta al eje de las ordenadas

en ag y al del las abscisas en ~ 90 por ejemplo, si a(z) = 3 + z, su grafica es
ai

afx)

a(x)=3+=x

Si a(z) es un polinomio de 2° grado, o sea, a(x) = ag + a1 + a2x?, con ag, ar,az € R,
as # 0, su grafica es una parabola con eje focal paralelo al eje de ordenadas. Por ejemplo, si
a(z) =1+ 2% y b(x) = —2z + 22 sus graficas son
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¥ ¥
N o
by
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°E
a(r) =1+ b(z) = -2z + 22

Sic(z) =—-2+z— 22> + 23 = (z — 2) (1 + 2?), su gréfica es

F

¥

c(z) = (z—2)(1+2?)

Nota: En vista de que todo campo es un dominio entero, es claro que si K es un campo,
siempre se puede formar el anillo de polinomios con coeficientes en K.

Como veremos en el siguiente tema, es necesario considerar los coeficientes de los
polinomios en un campo para que cumplan propiedades analogas a las que tienen los enteros.
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Seccion 2.2 ALGORITMO DE LA DIVISION

Es por esto que, de aqui en adelante, consideraremos el anillo K [x] con K un campo a
menos de que se haga la aclaracion de lo contrario.

Ejercicios 2.1

1. Sume los siguientes parejas de polinomios.
a. f(z) =T+ (=3)2® + 23, g(x) =6z + (-3)z2

b. f(z)=1+72*—2", g(z)= 2%+ 525
c. fla)=1+2%2, g(z)=1+2%.
d. f(z)=32>+7z—1, g(z)=2a— 32>+ 1.
2. Multiplique las parejas de polinomios de la pregunta (1).

3. Pruebe que en D[z], con D un dominio entero, se tiene la igualdad:

(ao + a1z + azz® + ... + anxz™)(ca?) = aper? + aread™ + agex?™ + . 4 apca? T

»~

Pruebe que si K es un campo, entonces K es un dominio entero.

4

Pruebe la proposicion 21.

6. a. Si D es un dominio ordenado, pruebe que D[] es un dominio ordenado si se define
p(z) > 0si el primer coeficiente distinto de cero, ax, de p(z) es positivo en D.

b. Pruebe que D[z] es un dominio ordenado si se define p(x) > 0 si el ultimo coeficiente
distinto de cero, a.,, s positivo en D.

7. Sea D = Z en el gjercicio 6.b, pruebe que 1 es el minimo polinomio positivo en Z|[x] y
que Z[z] no cumple el Principio del Buen Orden.

2.2 ALGORITMO DE LA DIVISION

2.2.1 Algoritmo de la Division

En este tema veremos otra propiedad comun entre el anillo de los enteros y el anillo de
polinomios sobre algun campo. En el anillo de los enteros, dados a, b € Z,si b # 0, siempre
existen enteros Unicos ¢, r de tal forma que

a=bg+r con 0<r<|h.

Dado que en el anillo de polinomios no se ha establecido un orden y tampoco tenemos la
nocion de valor absoluto, si queremos que haya un algoritmo como el de la division para los
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Capitulo 2 POLINOMIOS

enteros, nuestra primera pregunta seria, ;cual puede ser el concepto correspondiente al de
valor absoluto?

Recordemos que el valor absoluto es una funcion de Z en NU{0} que cumple, entre otras
cosas, las siguientes propiedades:

1. |a+0b| <|a| + |b| para todos a, b € Z.
2. |a-b| = |a||b| para todos a,b € Z.
3. Paracadaa,beZ — {0}, |a| < |abl.

La funcién grado de un polinomio, gr : K[z] — {0} — N U {0}, que asocia a cada
polinomio distinto de cero su grado va a ser la funcioén que va a jugar el papel que jugaba el
valor absoluto en los numeros enteros, en particular se puede ver que también satisface la
tercera propiedad mencionada, esto es, para cada par de polinomios a(z), b(z) € K[z]—{0},

gr(a(z)) < gr(a(z) - b(x)),

puesto que gr(a(z) - b(z)) = gr(a(x)) + gr(b(z)).
Con base en esta funcion demostraremos la validez del Algoritmo de la Division para
polinomios.

Teorema 22 Algoritmo de la Divisién. Si a(x),b(x) son polinomios sobre K|[z], K un
campo y b(z) # 0, existen polinomios q(x),r(x) € K[z] tales que a(x) = b(z)q(x) + r(z)
conr(z) =00 gr(a(z)) < gr(b(x)) y esta pareja es la unica con tales propiedades.

Demostracion:
Primero demostraremos la existencia de tales polinomios.
Si a(z) = 0, entonces a(x) = b(z) - 0 4+ 0 y queda probado.
Supongamos que a(x) # 0, la demostracion se hara por induccidn sobre el grado de
a(z).
1. Sigr(a(z)) =0ygr(b(z)) =0, entonces a(x), b(x) € K, es decir, a(z) = ayb(z) =b
donde a,b € K. Comob# 0,a=5- 24 0, de aqui que g(x) = % y r(z) = 0, cumplen

b
lo deseado.

2. Sigr(a(z)) =0y gr(b(z)) # 0, entonces a(x) = b(x)-0+a(z) y gr(a(z)) < gr(b(x)).
3. Supongamos que el teorema es vélido para todo polinomio b(z), si el grado de a(x) es
menor o igualan — 1.
Sia(z) = ap + a1z + ... + apz™ con a, # 0, es decir, gr(a(z)) = n entonces, si
gr(b(z)) > gr(a(z)), a(z) = b(x) - 0 + a(z) y gr(a(z)) < gr(b(z)).
Supongamos ahora que gr(a(z)) > gr(b(z)). Sib(x) = by + biz! + ... + bypz™y
gr(b(z)) = m, entonces b,,, # 0. Como K es campo, existe el inverso multiplicativo de
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b, y de aqui que:

An n-m an - bO n—m an - b1 n—m+1 an - bm n
—x b(z) = T —=x + ...+
bm ( ) bm bm bm
Qn * bo n—m Qn * b1 n—m-+1 n
bm b, "

es decir, obtenemos un polinomio de grado igual al de a(z) y con el mismo coeficiente
principal, con lo cual a(z) — Z—x" "p(x) es un polinomio de grado alomasn — 1y

por hipotesis de induccion, existen ¢; (x) , 71 (z) € K [z] tales que

al@) = ") = b@)ar (@) + @)y gr(ni(@) < gr(b(e)) o ri(z) = 0.

m

con lo cual a(z) = b(x) <q1(m) + an"m> + r1(z), de donde, si g(z) =

@ (z) + z—nx”_m y r(x) = r1(x), obtenemos:

a(z) = b(x)q(z) + r(z) conr(z) = 00 gr(r(z)) < gr(b(zx)).
Asi, por el Principio de Induccion Modificado, el teorema es valido para toda pareja de

polinomios a(z), b(x) con b(z) # 0.

Finalmente probaremos la unicidad..
Supongamos que a(x) = b(x)qi(x) + ri(x) con ri(z) = 00 gr(ri(z)) < gr(b(x))y
a(x) = b(x)ga(x) + ro(x) conra(z) = 0 0 gr(ra(x)) < gr(b(z)), entonces

b(z) (q1(z) = @2(2)) = ra(x) — 1 () 2.3)

Si 1 (z) — ro(z) = 0, entonces ¢1 (x) = ¢ga2(x), ya que b(x) # 0y K[z] es un dominio
entero.

Siri(z) # 00 ro(x) # 0,y ri(x) — ro(z) # 0, entonces se tiene que
gr(ri(z) — ra(x)) < gr(b(x)). Por otra parte de 2.3 obtenemos que

gr(b(z)) + gr(q1(2) — g2(2)) = gr(ra(z) — r1(2)),
(r

esto es, gr(b(x)) < gr(re(xz) — r1(z)), que es una contradiccidn, por lo tanto
ro(x) = 11(2) y g2(x) = q1 () y la unicidad queda probada. W

Como veremos mas adelante, este algoritmo sera de gran utilidad para encontrar el
maximo comun divisor de dos polinomios.

Definicion 16 Los polinomios q(x) y r(x) que existen en el Algoritmo de la Division se
llaman, respectivamente, el cociente y el residuo de dividir o(x) entre b(z).
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Observacion 4 Es importante observar que para poder demostrar este teorema usamos
fuertemente el hecho de que K es un campo para poder multiplicar por el inverso del coefi-
ciente principal de b(x), lo cual nos lleva a preguntar, por ejemplo, si en Z vale el Algoritmo
de la Divisién. Veamos con un ejemplo que dados dos polinomios en Z[x] no siempre es
posible encontrar q(x) y r(x) con las propiedades requeridas.

Sean a(z)=22>+3z+2 y b(z)=3z+4.

Si existieran ¢(z) = go + (1 + ... + ¢z y7(x) = S0 + $12 + ... + S,T™ tales
que a(z) = b(x)q(z) + r(z) conr(z) = 00 gr(r(z)) < gr(b(x)), como gr(a(z)) = 2,
entonces 2 = gr(b(x)q(x)) = gr(b(x)) + gr(q()) = 1 + gr(q(x)).

Por lo tanto gr(q(z)) = 1, es decir, n = 1y m = 0 de aqui que q(z) = qo + g1z y
7”( ) =1y € 7.

Con esto se tiene que b(x)q(x) = 3qox + 3q 2 + 4qo + 4q1@ + 70 y por la igualdad de
polinomios, 3q; = 2 con ¢q; € Z lo cual es imposible.

En general se puede demostrar que, si D es un dominio que no es campo, entonces
en D[z] solo es valido el Algoritmo de la Division para aquellos polinomios b(z) tales
que su coeficiente principal es una unidad (un elemento del dominio que tiene inverso
multiplicativo).

Ejercicios 2.2.1

1. Para las siguientes parejas de polinomios a(z), b(x), encuentre el cociente y el residuo
de dividir a(x) por b(x).
a. a(r)=a2"—a3+5, bx)=a2>+7 sobre Q[z].

b. a(z) =22+1, b(z) =22 sobre Q[z].
c. a(z) =42 —1722 +x -3, b(z)=2x+5 sobre Rz].
d. a(x)=a23+222—2+1, blz)=x+2 sobre Z[z].

2. Pruebe que si D es un dominio entero y b(z) = by + bix + ... + b, z™ € D[z] con
by, # 0 satisface que para todo a(x) € D|x] existen ¢(x) y r(z) en D[z] tales que
a(z) = b(x)q(x) +r(z) yr(z) =00 gr(r(z) < gr(b(z)), entonces by, es unidad.

3. Demuestre que si D es un dominio entero y a(z), b(z) € D[z] son tales que b(z) # 0
y su coeficiente principal es una unidad, entonces existen ¢(z),r(x) € D[z] tales que

a(z) = b(z)q(z) + r(z) conr(z) =00 gr(r(z)) < gr(b(z)).
|

2.2.2  Division Sintética
Un caso particular del Algoritmo de la Division es cuando queremos dividir un polinomio
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a(x) por un polinomio ménico b(x) de grado uno, es decir, b(z) = x — ccon ¢ € K. Por el
Algoritmo de la Division existen dos polinomios ¢(z) y r(z) tales que:

a(x) = b(x)q(x) + r(z), conr(z) =00 gr(r(z)) < gr(b(z)) =1,

por lo que r(z) es una constante, es decir, r(z) =r € K.

En muchas ocasiones la division de polinomios es un proceso largo, sin embargo, para
dividir a un polinomio entre  — ¢, existe un procedimiento muy rapido llamado la division
sintética, el cual sdlo es valido para este tipo de divisores.

Sea a(z) un polinomio en K[z]. Si a(z) = ap + a1 + ... + apz™ y
a(z) = (z — ¢)q(x) + r, donde q(x) = qo + 17 + .. + @n_12™ !, entonces
como

(z — c)a(w) = al) ~r
tenemos que
zq(x) — cq(z) = a(z) = r
y con esto
2q(2) + 1 = ale) + cqla),
es decir,

Gz + 4+ . F guo1z"+r =ag+ a1z + ... + anz” + cqo + T + ... + cgp_12"

= (a0 +cqo) + (a1 + cqr) & + (a2 + cq2) &° + ... 4+ (-1 + CGn_1) """ + ana™

al comparar coeficientes resulta:

Gn—1 = Qpn, gn—2 = Gn—1 + CGn—1,-..,q1 = a1 +cq1, T = ag + cqo-
si esto lo escribimos en una tabla en la que se coloquen estos niimeros convenientemente,
vemos que el coeficiente de g; se obtiene al sumar, en cada columna, a;4; con el producto
de c por g;+1, y que la suma de ag con cqy es el residuo.

Ay Ap—1 Ap—2 e a1 ao &
+ Cbn_l Cbn,Q . Cbl Cb()
n—1 dn—2  Gn-3 --- Qo r

Ejemplo 8 Para dividir f(z) = x* — 723 + 522 — 100z — 31 entre x — 8 utilizamos la
division sintética.
1 -7 5 =100 —-31 [8
+ 8 8 104 32
1 1 13 4 1

y obtenemos que

ot — 723 + 522 — 100z — 31 = (z — 8)(2® + 2% + 13z +4) + 1.
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Una aplicacion de la division sintética la tenemos en el siguiente resultado, andlogo al
cambio de base en los numeros enteros.

Teorema23 Si ¢ € K y p(x) € Klz], existen bg,by,....,b, € K tales que
p(z) = bp(x — )™ + ... + bi(x — ¢) + by, es decir, p(x) es una combinacion lineal de
potencias del polinomio (x — c). También se dice que p(x) es un polinomio en (x — ¢).

Demostracion:

Por el Algoritmo de la Division, tenemos que p(z) = ¢1(z)(x — ¢) + r1 con
r1 € Ky gr(qi(z)) = gr(p(z)) — 1; si después dividimos a ¢; (x) entre (z — c), entonces
¢1(z) = (x — ¢)gz2(x) + ro con g € Ky gr(ge(z)) = gr(p(z)) — 2, si seguimos con
este procedimiento, es decir, si cada cociente que se obtiene se divide entre (= — ¢), como
el grado de las ¢;() es un entero mayor o igual que cero y menor que el grado de p(x) y
en cada paso el grado del polinomio que obtenemos es una unidad menor que el anterior,
sabemos que en un numero finito de pasos llegaremos a que gr(g;(z)) = 0 para alguna 4,
entonces,

g2(z) = (x — ¢)gz(x) + r3 conrz € Ky gr(qs(x)) = gr(p(z)) — 3

qn—1(z) = (& — €)gn(x) + 1 cOnry, € Ky gr(gn(x)) = 05sigr(p(x)) = n.

Si ahora en cada paso sustituimos los valores correspondientes, se obtiene que:

Gn-2(2) = (2—0)’qu(@) + (z=)ra + 70
a) = (—o)" gu(@)+(x—0)"2rp+ ...+
px) = (x—0)"gu(x)+ (x— )" try + . Fra(z—c) F .

si llamamos b,, = g, bp—1 = 7y, ..., b1 = T2, b9 = 1, obtenemos lo deseado. W

En vista de lo anterior, es de esperarse que el uso de la division sintética facilite el trabajo
para la obtencién de los b;, por ejemplo si p(z) = 22* + 323 — 22 + 2 — 2 lo queremos
escribir como bg + by (x — 2) + ... + b, (x — 2)™, usando la division sintética en cada caso

tenemos:
2 3 -1 1 -2 |[2
+ 4 14 26 54
2 7 13 27 52

= p(z) = (223 + T2% + 132 + 27)(x — 2) + 52.
Nuevamente se usa division sintética para dividir el cociente entre (x — 2)

2 7 13 21 |2
+ 4 22 70
2 11 35 97
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= 223 + 72? 4+ 13z + 27 = (222 + 112 + 35)(x — 2) + 97.
Se vuelve a usar division sintética

2 11 35 &
+ 4 30
2 15 65

= 222 + 11z + 35 = (22 + 15)(z — 2) + 65.
Se vuelve a dividir
2 15 |2

+ 4
2 19
= 2z + 15 = 2(z — 2) + 19.
Con lo cual se tiene que

p(z) = 2(z — 2)* + 19(z — 2)® + 65(z — 2)* + 97(z — 2) + 52

Estas divisiones se pueden realizar en un solo diagrama, separando en cada paso el
residuo, con lo que se facilita la localizacion de los coeficientes de la combinacion lineal que
se busca.

A continuacion vemos nuevamente el ejemplo anterior:

2 3 -1 1, =2 2
+ 4 14 26 54
2 7 13 27| 52
+ 4 22 70
2 11 35| 97
+ 4 30
2 15| 65
+ 4
2119

Asi, los coeficientes de (x — c)?, para 0 < i < 4, de mayor a menor son 2, 19, 65, 97y 52.

Ejercicios 2.2.2

1. Use la division sintética para calcular el cociente y el residuo de las siguientes divisiones.
a. 22 —3x2+2x—1 entre x—2.

b. z*— 142% + 222 + 492 — 36 entre z + 2.
c. z*4+102° 42222 —7x+5 entre x+ 4.
d. z* 410242222 — 7z +5 entre z — 4.

2. Exprese el polinomio 2* — 32 + 422 — 52 +2 en la forma
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a. Ya;(z—1).
b. Sbi(z+1).
3. Exprese el polinomio 227 — 32° + 22% — 23 + 7z — 2 enla forma
a Y ai(x—1)".
b. Sbi(z+1).

2.3 DIVISIBILIDAD

2.3.1 Maximo comun divisor en K|[x]

El concepto de divisibilidad en los numeros enteros se puede aplicar en cualquier dominio
entero, por ejemplo, en el anillo de polinomios K [z] con coeficientes en un campo K.

Definicion 17 Sean a(x),b(x) € K[x] con b(x) # 0. Decimos que b(x) divide a a(x) si
existe un polinomio c(x) € K|[x] tal que a(x) = b(x)-c(z), y lo denotaremos por b(x) | a(x).
Otras formas de decir que b(z) divide a a(x) son:

e b(x) es un factor de a(z).
e a(x) es un multiplo de b(z).

Es claro que, b(z) divide a a(z) en Kz] siy s6lo si el residuo al dividir a(z) por b(z) es
el polinomio cero.

Ademas de las propiedades basicas de divisibilidad que se tienen en cualquier dominio
entero, en el anillo de los polinomios K [x] se pueden agregar algunas otras relacionadas con
el grado.

Proposicion 24  Sean a(z),b(z) € K|z], con b(x) # 0.

1. Sib(zx) | a(x), entonces d - b(x) | a(x) y b(z) | f(x) - a(x), para todod € K,d # 0y
para todo f(z) € K|z].

2. d|a(zx), paratodo d € K — {0}.

3. Sib(z) | a(z) y a(z) # 0, entonces gr(b(z)) < gr(a(x)).

4. Si a(x) #0, bx) | alzx) y alz) | blx), entonces existe d € K — {0} tal que
a(z) =d-b(z).

En este caso se dice que los polinomios a(x) y b(x) son asociados.
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5. Sic(x) | a(x)y ce(x) | b(x), entonces c(x) | f(x)a(x) + b(x)g(x) para cualesquiera
f(x),9(x) € Klz]. Es decir, si ¢(x) divide a dos polinomios a(x),b(x), entonces divide
a cualquier combinacion lineal de a(x) y b(x).

Demostracion:
Probaremos las afirmaciones (1), (3) y (4) y el resto se dejaran como ejercicio para el

lector.

1. Tenemos, por definicion, que existe ¢(z) € K[x] tal que a(z) = b(z) - ¢(z).

Como d # 0 es un elemento de K se tiene que a(z) = (d - b(z)) - (d~! - c(z)).
Por otra parte, al multiplicar la igualdad original por f(z) resulta a(z) - f(x) =
(b(x) - c(x)) - f(x).
Por tanto d - b(z) | a(x) y b(z) | f(z) - a(x).

3. Por definicion, a(xz) = b(z) - ¢(x) para algin c¢(z) € K|z], con ¢ (z) # 0, pues
a () # 0, entonces
gr (a(x)) = gr (b(z) - ¢(x)) = gr (b(x)) + gr (c(z)) . Como gr (c(x)) > 0, se deduce
que gr (a (z)) = gr (b(z)) .

4. Por hipotesis existen polinomios f(z) y g(x) en K [z] tales que

a(z) = b(x) - f(z) y b(x) = a(z)-g(z).

Sustituyendo tenemos a(x) = (a(x) - g(z)) - f(x) = a(z) - (g(z) - f(2)).

Como K [z] es un dominio entero y a(x) # 0, se tiene que 1 = g(z) - f(z). Por el inciso
anterior gr(f(z)) < gr(1l) = 0, es decir, f(x) = d € K. Por lo tanto, a(x) = d - b(x)
conde K. B

Ejemplo9 EnQ[z] si a(z) = sa*+ 223+ 322 + 22+ 1 » b(z) = 12% + 22+ 3,
entonces b(x) | a(z) ya que a(z) = b(z)(z? + 1).

Definicion 18 En un anillo conmutativo con 1, A, un elemento a es unidad si tiene inverso
multiplicativo, es decir, si existe b € A tal que a - b = 1.

Ejemplo 10 Las unidades en 7 son 1y (—1).

Observacion 5 Si D es un dominio entero, las unidades en D [x] son las mismas que en D.
Supongamos que f(x) € D[z] es una unidad, entonces f(x) # 0y, por la definicién, se
sabe que existe g(x) € D[z] tal que f(x) - g(x) = 1. De aqui se deduce que gr(f(z)) +
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gr(g(x)) = 0y que por lo tanto f(x)y g(x) € D; es decir, si un polinomio es una unidad,
entonces es una constante distinta de cero. Claramente el reciproco también se cumple, esto
es, cualquier unidad en D es unidad en D [x]. Asi, si K es un campo, las unidades en K [x]
son todos los elementos de K distintos de cero.

En estos términos, las afirmaciones 1, 2 y 4 de la proposicion anterior se pueden escribir:
Sib(z) | a(zx), entonces b(x) por cualquier unidad divide a a(x).

2. Sid es unidad, entonces d | a(z).
Sib(z) | a(z) y a(x) | b(x), entonces existe una unidad d € K[z] tal que a(z) = d-b(z).

La definicion de maximo comun divisor de dos niameros enteros hace uso del orden en
los enteros. Tal definicion no tiene sentido en dominios enteros como K [z] que, en general,
no son ordenados. Sin embargo, las condiciones que caracterizan al maximo comun divisor
en los enteros y que no usan el orden de éstos, sino la definicion de divisor, tienen sentido en
cualquier dominio entero.

Definicion 19 Sean a(x) y b (z) dos polinomios en K [x] tales que alguno es distinto de 0.
Un polinomio d(x) € K|[z] es un maximo comun divisor de a(x) y b(x) si

1. d(z)|a(z) y d(z)]|blz).
2. Sic(z) € K[x] es tal que c(z) | a(x) y c(x) | b(x), entonces c(x) | d(z).

Se sigue de la proposicion (24, (1)) que si d(z) es un maximo comin divisor de a(x)
y b(x) también lo es ¢ - d(x), donde ¢ # 0 es un elemento de K. Asi, el maximo comiin
divisor de dos polinomios no es tinico. Por otra parte, no es claro que dos polinomios tengan
necesariamente un maximo comun divisor. Mas adelante veremos que si, y no solamente
que existe, sino que podemos hablar de unicidad en el caso que sea ménico. Para esto, las
siguiente observacion y el lema que le sigue nos seran de gran utilidad.

Observacion 6 Recordemos que, un polinomio se llama monico si su coeficiente principal
es 1. Sig(z) = bpa™ + by12" 1 + ...+ biw + by € K[x] es un polinomio de grado n,
es decir b, # 0, entonces el polinomio f(z) = b, - g(x) es ménico y asociado a g(x).
Ademds, este polinomio g(x) es tinico con esta propiedad, es decir, cada polinomio distinto
de cero tiene un unico polinomio monico asociado.

Definicion 20 E! polinomio f(x) de la observacion anterior se llama polinomio ménico
asociado a g () .
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Lema 25 Si a(z),b(x),q(z) y r(z) son polinomios en Klx] tales que b(x) # 0y
a(z) = b(x)q(x) + r(x), entonces d(x) es un mdximo comun divisor de a(x) y b(z) si y
s6lo si d(x) es un mdximo comuin divisor de b(x) y r(x).

Demostracion:

Supongamos que s(x) es un divisor comun de a(z) y b(x), es decir, s(z) | a(x
s(z) | b(z). Como r(x) = a(x) — b(x) - q(z), por la proposicion (24, (5)) s(x) | r(z
Anélogamente todo divisor comtn de b(z) y r(z) es divisor comun de a(x) y b(z).

Por lo tanto, el conjunto de divisores comunes de a(x) y b(x) es igual al conjunto de
divisores comunes de b(x) y r(x) de donde se obtiene el resultado deseado. MW

y

< —

Teorema 26 Sean a(z), b(z) polinomios en K|x]. Si alguno de ellos es distinto de cero,
entonces existe un unico polinomio monico d(z) € K|z que es un mdximo comin divisor de
a(x) y b(x). Mds aun, d(x) = g(x)a(z) + h(z)b(z) para algunos polinomios g(x) y h(x)
en K[z].

Demostracion:

Existencia. Supongamos que a(z) = 0. Entonces b(z) # 0y el polinomio monico
asociado a b(z) es un maximo comun divisor de a(z) y b(z). Analogamente, si
b(x) = 0, entonces el polinomio ménico asociado a a(z) es un maximo comun divisor de
a(z) y b(z). En ambos casos, este maximo comun divisor ménico puede expresarse en la
forma g(z) - a(x) + h(z) - b(z), de hecho, con g(z) y h(x) polinomios constantes.

Ahora supongamos que a(x) # 0y b(z) # 0. Probaremos la existencia de d(x) por
induccion sobre min{gr(a(x)), gr(b(z))}.

Si min{gr(a(x)), gr(b(z))} = 0, entonces a(x) o b(x) es un polinomio constante
distinto de cero, por lo que sus Unicos divisores comunes son las constantes diferentes
de cero, y entonces 1 es un maximo comin divisor ménico de a(x) y b (z) . Més ain, si
a(z) =a € K —{0},entonces 1 =a~!-a+0-b(x),ysib(z) =be K — {0}, entonces
1=0-a(z)+ b~ 1h.

Supongamos ahora que si s(z) y ¢(x) son polinomios tales que
min{gr(s(z)),gr(t(z))} < nyn > 1, entonces s(z) y ¢(x) tienen un maximo
comun divisor ménico d(z), que puede expresarse en la forma d(z) = e(x)s(z) + f(z)t(z),
para algunos e(z), f(x) en K|x].

Sean = gr(b(x)) < gr(a(zx)). (La prueba es similar si n = gr(a(z)) < gr(b(z)).

=00

Por el Algoritmo de la Division, a(x) = b(z)g(x) + r(x) con r(x)
gr(r(@)) < gr(b(a).

Sir(x) = 0, entonces b(x)|a (x) y se sigue directamente de la definicion que el maxi-
mo comun divisor de a(z) y b(z) es el polinomio mdnico asociado a b(x). Este polinomio
se puede expresar como g(x)a(z) + h(z)b(x), tomando g(x) = 0y h(z) el inverso del
coeficiente principal de b (z).
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Consideremos ahora el caso en que () # 0. Entonces min{gr(r(z)), gr(b(x))} <
min{gr(a(z)), gr(b(z))} = n.

Asi, por hipotesis de induccion, r(x) y b(x) tienen un maximo comun divisor ménico
d(z), que puede escribirse en la forma d(x) = e(x)r(z) + f(x)b(z), cone(z) y f(x) en
K|[z]. Por el lema anterior, d(x) es un maximo comun divisor de a(x) y b(z), més aun,
d(z) = g(z)a(x) + h(z)b(z) tomando g(z) = e(x) y h(z) = f(z) — e(x)q(x).

Unicidad.. Sean d(x) y d; (z) maximos comunes divisores monicos de a(z) y b(z),
entonces como d(z)|a(z) y d(x)|b(x) se tiene que d(z)|d;(x) y andlogamente d; (x)|d(x),
es decir, d(x) = cdy(z) para algin ¢ € K. Por ser d(z) y dy () ménicos, ¢ = 1y por lo
tanto d(z) = dy(x). W

Este resultado permite hablar de el maximo comun divisor monico de dos polinomios
a(z) y b(z) € K[z] tales que alguno es distinto de cero. Denotamos a este inico maximo
comun divisor moénico por la expresion

(a(x); b(x)).

Observacion 7  El mdximo comiin divisor de dos polinomios a(z) y b(x) es una combi-
nacion lineal de a(x) y b(z)de grado minimo, es decir, si d(z) = (a(z);b(x)) y
c(x) = m(z)a(z) + n(z)b(z), entonces gr(d(x)) < gr(c(z)).

La prueba que hemos visto proporciona un método practico para hallar el maximo comun
divisor de dos polinomios a(z) y b(x) :
e Sib(x) =0, entonces (a(z); b(z)) es el polinomio monico asociado a a(x).
e Sia(x) = 0, entonces (a(z);b(z)) es el polinomio monico asociado a b(x).

e Sia(z) #0yb(x) # 0,y gr(b(z)) < gr(a(x)), entonces (a(z); b(z)) = (b(x),r(z)),
donde r(z) es el residuo que se obtiene al dividir a a(x) por b(z). En consecuencia,
aplicando repetidamente el Algoritmo de la Division, podemos encontrar el méximo
comun divisor de a(z) y b(x).

Como se puede observar, en general, si en un dominio entero es valido el Algoritmo de
la Division, se puede asegurar la existencia de un maximo comun divisor de dos elementos
cualesquiera.

Ejemplo 11  Sean a(z) = 2°+ 3zt + 523 +42? +4w+1y b(z) = 2% +22* + 323+ 222 +22.
Entonces, por el uso repetido del Algoritmo de la Division se tiene:

52



Seccion 2.3 DIVISIBILIDAD

2+ 32 4508 42 fda+1 = 1(2® + 22" + 323 + 227 4 22) + (2 + 223 + 227 4 22 + 1)
2° + 20t +32° + 202 + 22 = w(z* +22° + 227+ 20+ 1) + (2 + )
st 203 222 42241 = (z+2) (2P )+ (24 1)
B rr = 2@ +1)+0
luego,

(2° + 32t + 52° + 422 + 4o + 1;2° + 22 + 32 4 222 + 22)
= (2% + 22" + 323 + 222 + 22520 4 203 + 22% + 20 + 1)
(z* +22° + 227 4 22 + 1;2° + 2)
(¥ + ;22 +1) = (2 +1,0) =2® + 1.
El método empleado en el ejemplo anterior para obtener el maximo comun divisor de
dos polinomios se conoce como Algoritmo de Euclides porque es similar al proceso para

obtener el méaximo comun divisor de dos enteros..
En términos generales, el proceso consiste en considerar las ecuaciones sucesivas:

a@) = q(z)b(x)+ri(z)
b(z) = ga(z)ri(z) + ra(z)
ri(z) = g(@)r2(x) +r3(z)
Tn2(T) = ( )rn—1( )+7"n( )
Tn—1(z) = qn+1($)rn( )+

donde r1(x),r2(x), ..., () no son cero, gr(b(z)) > gr(ri(z)) > ... > gr(rp(z)). De
esta manera se sigue, del teorema anterior, que el polinomio ménico asociado a r,,(z) es el
maximo comun divisor ménico de a(z) y b(x), de hecho,

(a(@); b(2)) = (b(2);1(2)) = ... = (ra—1(2); 70 (2) = (rn(2),0)

y (rn(2), 0) es el polinomio ménico asociado con 7, ().

Definicion 21  Dos polinomios a(x) y b(x) son primos relativos si su mdximo comiin divisor
monico es 1.

Teorema 27 Sean a(x),b(x) y c(x) polinomios en K|x], tales que a(x) y b(x) son primos
relativos y a(x)|b(z) - c(z), entonces a(x)|c(x).

La demostracion se deja como ejercicio para el lector.
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2.3.2 Teorema de factorizacion tinica para polinomios

De acuerdo al Teorema Fundamental de la Aritmética, cada nimero natural puede escribirse,
de manera Gnica, como producto de nimeros primos. Nuestra propdsito es demostrar la
validez de un teorema similar en K [x], donde K es un campo.

En primer lugar debemos definir en K [x] un concepto analogo al de niimero primo en Z.

Definicion 22 Sea p(z) un polinomio en K|z| de grado positivo. Decimos que p(x) es
irreducible en K x| si siempre que p(z) = f(x) - g(x) con f(x),g(x) € K|[z] se tiene que
f(x) es unidad o g(x) es unidad, es decir, si los tinicos divisores de p(x) son las constantes
v los asociados a p(x).

Si p(x) € K[z] es de grado positivo y no es irreducible en K|[z|, diremos que es re-
ducible.

Observacion 8 Un polinomio a(x) € K [x] de grado positivo es reducible si y s6lo si existe
b(z) € K[z] tal que b(z)|a(z) y 0 < gr(b(z)) < gr(a(z)).

Dado que la definicioén anterior se aplica solo a polinomios de grado positivo, los
polinomios constantes no son reducibles ni irreducibles. Estos polinomios juegan el mismo
papel en K [z] que los enteros 1 y —1 en Z.

Es importante hacer notar que la irreducibilidad de un polinomio es relativa a un campo
particular K. Esto es, un polinomio que es irreducible en K[z] puede ser reducible en F[x]
para algin campo F' que contenga a K.

Ejemplo 12  El polinomio x> — 3 es irreducible en Q [z]. Supongamos que no, entonces
22 — 3 se puede escribir como el producto de dos polinomios de primer grado en Q [z], es
decir,
2? — 3 = (ax +b) (cx + d) = (ac)z® + (ad + bc) x + bd
donde a,b, cy d son numeros racionales.
Esto implica que ac = 1,ad+bc = 0,y bd = —3. Asi que, c = 27 d= —%ysustituyendo

en ad + bc = 0, obtenemos

0= 3a b_—3a2—|—b2
b a ab ’
es decir,
—3a2+b2=0

2
y entonces () = 3. Sin embargo, \/3 no es un niimero racional, por lo que se concluye
a

que, x* — 3 es irreducible en Q [x]. Por otro lado,
2 -3 = (x—\/§> (m+\/§),
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esto es, v* — 3 es reducible en R [z] .

Ejemplo 13  Cualquier polinomio de grado 1, ax + b, a # 0, con coeficientes en un campo
K, es irreducible en K [x]. De hecho ax+b = f(x)g(z) con0 < gr(f(z)) < 1 es imposible.

Nos proponemos demostrar que cada polinomio de grado positivo en K [x] puede
expresarse como producto de polinomios monicos irreducibles en K [x] y un elemento de K.

Mas atin, que esta factorizacion es unica excepto posiblemente por el orden de los
factores. Para esto veremos antes dos lemas, que se prueban en forma similar a los
resultados correspondientes para nimeros primos en los niimeros enteros. Omitiremos su
demostracion.

Lema 28 Sip(x) es irreducible en K[z] y f(x) € K|x], entonces p(z)|f(x) o p(x) y f(x)
son primos relativos.

Lema 29 Sip(z) es irreducible en K [x], y p(x) divide al producto a;(x)-as(x)-....an () de
polinomios en K [x), entonces p(x) divide al menos a uno de los factores, es decir, p(x)|a;(x)
para algunai =1, ..n.

Teorema 30 Teorema de Factorizacion Unica en Klz]. Cada polinomio
a(xz) € Klz] de grado positivo se puede escribir como producto de un elemento distinto
de cero de K y polinomios monicos irreducibles en K|x]. Excepto en el orden de los fac-
tores, la expresion de a(x) en esta forma es unica.

Demostracién:

Ambas partes del teorema se prueban por induccion sobre el grado de a(x).

Existencia. Supongamos que gr(a(z)) = 1, es decir, a(z) = bx 4 ¢, donde b,c € Ky
b # 0, entonces a(z) =b- (z — b~'c) y como z + b~ ¢ es un polinomio ménico irreducible
en K[z] y b # 0 en K, queda probado. Supongamos que a(z) es un polinomio de grado
n > 1y que cada polinomio de grado m, con 1 < m < n, puede expresarse en la forma
ep1(2)p2(z)...pr(x), con ¢ # 0 en K y los p;(z) polinomio ménicos irreducibles en K |[x].
Si a(z) es irreducible y b(x) es su polinomio moénico asociado, entonces b(x) es irreducible
y a(x) = ¢ b(z) con ¢ # 0 en K, por lo que se tiene la expresion deseada.
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Si a(z) no es irreducible, entonces a(x) = b(x) - ¢(x), donde b(z) y ¢(x) son polinomios
de K|[x] que satisfacen 1 < gr (b(z)) < gr (a(x)) y 1 < gr (c(z)) < gr(a(z)). Por
hipotesis de induccion

b(z) = e1p1(z)p2(z)...pr(x)
y

c(z) = c21(%)q2()...qs(2)
donde ¢; y ¢, son elementos distintos de cero en K, y los p;(x) y ¢;(x) son polinomios
monicos irreducibles. Asi se tiene que,

a(z) = b(z) - c(z) = (c1 - ¢2) - p1(x)p2(x)...pr(2)q1 (2)ga2(2)...q5 ().

Unicidad. Para probar la unicidad de la descomposicion, supongamos que gr(a(z)) = 1
y que a(x) = a1(x + b1) = az(x + by) cona; # 0y as # 0 entonces a1 = ag y
a1b1 = agby y multiplicando la ultima ecuacién por al_1 =ay 2, obtenemos b; = bo, Por lo
tanto, cualesquiera dos factorizaciones de a(z) son idénticas. Ahora, supongamos que a(x)
tiene grado n > 1, y que se tiene unicidad en la descomposicion de los polinomios de grado
menor que n. Sean

a(x) = c1p1(x) - p2(2) - o - pr() = c2q1(2) - g2(2) - ... - gs(7)

factorizaciones de a(x) como producto de un elemento de K y polinomios ménicos
irreducibles. Como los p;(x) y ¢; () son polinomios moénicos, el coeficiente del término de
mayor grado de a(x) es ¢1 y ¢a, esto es, ¢; = ¢o. De aqui se tiene que:

p1(z) - p2(x) - pr(®) = @1 (%) - q2() - .. - ¢s(@)

lo cual implica que p1 (z)|g1(x) - g2(z) - ... - gs(z). Como p;(x) es irreducible se sigue del
lema (29) que p1(x) divide a g;(x) para alguna j = 1, ..., s; como g;(z) es irreducible

y p1(z) no es constante, se tiene que p;(z) = cg;j(z); pero ademas, p1(x) y ¢;(x) son
polinomios moénicos, de donde ¢ = 1y pi(z) = g;(x). Si r = 1, entonces a(x) es
irreducible, asi que s = j = 1. En este caso, las factorizaciones a(z) = c1p1(z) = cap2(x)
son idénticas. De otra manera, p; (x) puede cancelarse de la expresion anterior para obtener

p2(w) - pe(T) = @i (@) - q2() o -1 (@) - gja(T) - gs(T)

como n = gr(pi(z)) + gr(pz2(x)..p-(x)) v gr(pi(z)) > 1, se tiene que
gr(p2(z)...pr(2)) < n.

Por hipétesis de induccion, los polinomios ps(z), ..., p,-(z) son exactamente los
polinomios ¢1 (), g2(), ..., qj—1(x),gj+1(x), ..., ¢s(x) en algin orden. Por lo tanto, las
dos factorizaciones de a(x) son la misma, excepto por el orden de los factores. W

Ejercicios 2.3.2

1. Pruebe (2) y (5) de la proposicion (24)

2. Pruebe la afirmacion de la observacion (6).
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. Halle el maximo comun divisor ménico de cada uno de los siguientes pares de
polinomios y expréselo en la forma

g(x) - a(z) + h(z) - b(x)
a at—23+322-22+2 y 23+22+22+2 en Qz].
b 2’ —a2t—62° —222+5x+3 y 2°—-3z—-2 en Qlz].
c. 20 -2 422t —323+2?—22+2 y 2°—2*—22+1 en Qz].
d 22-2 y 22— (V2+V3)z++v6 en RJz].
e. 2 —4iz+3 y 23—i en Cla].
f da* —423+52% —4dox+1 y 8% —622+52—2 en Qlz].

. Pruebe que a(z) y b(x) son primos relativos si y solo si existen polinomios f(x) y g(x)
en K[z] tales que

F(@)a(e) + gla)b(a) = 1.

5. Demuestre el teorema (27).

6. Seana(z)y b(x)enZ[z]. Pruebe que a(z) y b(x) son asociados si y solo si b(z) = a(z)

ob(z) = —a(x).
. Sean a(x),b(x) y ¢(z) polinomios en K[x], con a(x) # 0,b(x) # 0y a(x) monico.

Pruebe que,

(a(z) - b(z); a(z) - c(z)) = a(x) - (b(z); c(z)) -
. Un minimo comun miultiplo de dos polinomios distintos de cero a(x) y b(z) en K|[z] es
un polinomio m(z) en K [z] que satisface:

i) a(@)|m(z)y b(z)|m(z).
ii)  Sil(z) es cualquier otro polinomio en K [z], tal que a(z)|l(z) y b(z)|l(x),
entonces m(x)|l(z).
Pruebe que si a(x) y b(x) son polinomios distintos de cero en K[z], entonces el cociente
de dividir a a(x) - b(z) entre (a(x); b(z)) es un minimo comtin multiplo de a(x) y b(z).
. Halle un minimo comun multiplo para los siguientes pares de polinomios.
a. 2t —23+322 -22+2 y 2+ 2% +22+2.

b. 2?2 —2z+1 y 22+ 1.

10. Pruebe la observacion (8).
11. Pruebe el lema (28).
12. Pruebe el lema (29).

13. Pruebe que si p(z) es irreducible en K[x] y ¢ # 0 en K, entonces ¢ - p(x) es irreducible

en K|[z].

14. Determine cuales de los siguientes polinomios son irreducibles en Q[z]. Aquellos que

no lo sean expréselos como producto de irreducibles en Q[z].
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a. 3 -2

b. 23 4 222 + 22 + 1.
c. zt4+1.

d z*—2%2-1.

e. 2zr+4.

15. ;Cuales de los polinomios del problema 14 son irreducibles en R[z]. Aquellos que no lo
sean expréselos como producto de irreducibles en R[z].

2.4 RAICES DE POLINOMIOS

En este tema, nos ocuparemos nuevamente del estudio de las ecuaciones. Veremos cuando
un numero es solucion de una ecuacion, asi como algunos criterios que nos permiten
asegurar si la ecuacion tiene o no solucion, y algunas técnicas o algoritmos para resolverlas

2.4.1 Funciones Polinomiales

En la seccion (2.1), identificamos el anillo de polinomios K'[z] con el anillo de funciones
polinomiales Pk a través de una funciéon que, como se dijo, preserva las operaciones.
Ademas, se mencion6 que dicha funcion es siempre suprayectiva y en esta parte probaremos
que, cuando los coeficientes se encuentran en un campo infinito, también es inyectiva y de
aqui que, en este caso, la correspondencia entre polinomios y funciones polinomiales resulta
biyectiva.

Vale la pena aclarar que el tratamiento de lo anterior se hace sobre polinomios con
coeficientes en un campo, sin embargo, se da la biyeccién atin cuando los coeficientes estén
en un dominio entero siempre y cuando éste sea infinito.

Una de la motivaciones para el estudio de nlimeros complejos, fue la de construir un
campo que contuviera a los reales y en el cual existieran soluciones a ecuaciones del tipo
22 +a = 0 con a > 0. En el estudio de raices de polinomios la idea de construir un campo
mayor que el dado es muy usada. Aqui haremos uso de la existencia de estos campos
(pero no se demostrard), es decir, cuando consideremos un campo hablaremos también de
extensiones de este campo, esto es, campos mayores que contienen al campo dado como
subcampo’. Por ejemplo, si consideramos los campos Q C R C C, R es una extension de Q
y C una extension de R y de Q.

Definicion 23  Sean K un campo, L una extensionde K, o€ L y

5 K esun subcampo de L si con las operaciones de L, K es un campo.
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a(zr) = ag + a1z + ... + apa™ € Klz|. EIl valor de o(z) en o es la expresion
ale) = ag + a1 + ... + apa™, y se dice que a(a) se obtiene de sustituir x por
aen a(z).

Notese que el valor de a(x) en « es un elemento de L y de aqui que, por las propiedades
de campo de las operaciones en L, se tiene la siguiente

Proposicion 31 Sean K un campo y L una extension de K. Supongamos que o(x),b(zx) y
f(x)estinen K[z]y a € L.

L. ) = a(x) + b(x), entonces f(a) = a(a) + b(a).
2. Si f(x) = a(x) - b(x), entonces f(a) = a(a) - b(a).
3. Si f(x) = ap € K, entonces f(a) = ap.

4 )=a

(b(x)), es decir, si f(x) es el polinomio que se obtiene al sustituir x por b(x)
en a(x), entonces, f(a) = a(b(a)).

Demostracion:
Solamente probaremos (1) y las demas quedan como ejercicio para el lector.

1. Sia(x) =ap+ a1z + ... + apz™ y b(x) = by + byz + ... + byz™, entonces
f(z) =a(z)+b(z) = (ap + bo) + (a1 + b1)z + ...(an + by)2",
de aqui que
fl@) = (ao+bo)+ (a1 +b1)a+...(an + by)a™
agp+by +ara+bia+... +a,a” + bya
(a0 + a1+ ...+ ana™) + (b + bia + ... + ba™)
= a(a)+b(a).
4. Esta propiedad se obtiene de (1), (2) y (3), por induccién sobre gr(a(z)). W

Observacion 9 Es importante observar que la validez de (2) en la proposicion anterior
depende fuertemente de la conmutatividad del producto en L, es decir, si L fuera un anillo
con 1 donde todos sus elementos distintos de cero tuvieran inverso mutliplicativo, pero no
fuera conmutativo,® el resultado no seria cierto en general.

Definicion 24 Sea K un campo y L una extension de K. Sea a(x) € K[z]. Un elemento
a € L tal que a(a) = 0, se llama raiz de a(x).

®  Un anillo con estas caracteristicas se llama anillo con division.
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Ejemplo 14 Sia(z) = 23 + 22 — 22 — 2 € Q [z], entonces

1. —1esraizde a(x).
2. /2 es raiz de a(x).

3. —V2esraizde a(x).

Es claro que el problema de resolver una ecuacién de la forma
anx™ 4+ ap_12" ' 4+ ... a9 = 0 es el mismo que el de encontrar todas las
raices del polinomio a(r) = a,2™ + a,_ 12"~ + ... + ag. Del ejemplo anterior,
deducimos que —1, \/5, —+/2 son soluciones de la ecuacion 23 + z2 — 22 — 2 = 0.

Teorema 32 Teorema del Residuo. Sean K un campo y L una extension de K. Si o € L,
entonces el residuo al dividir a a(x) entre (x — ), es a(a),es decir, existe un vunico polinomio
q(z) € Lix] tal que

a(z) = (z — a)q(z) + a(@).

Demostraciéon:
Por el Algoritmo de la Division, existen g(x), r(z) € L[z] Gnicos, tales que
a(z) = (z — a)q(z) +r(z)

conr(z) =00 gr(r(z)) < griz —a) = 1.
En cualquiera de los dos casos mencionados resulta que r(z) = € L.
Por otra parte, por la proposicion (31),

a(a) = (o —a)g(a) +r(a) =7 (a).
y asi queda demostrado el teorema. W

El siguiente teorema nos dice cuando un elemento de un campo es raiz de un polinomio,
y resulta como corolario del teorema anterior.

Teorema 33 Teorema del Factor. Sean K un campo y L una extension de K. Sea
a(z) € K[z]. Un elemento o € L es raiz de a(x) si y sélo si (x — «) divide a a(x).

60



Seccion 2.4 RAICES DE POLINOMIOS

Demostracion:
Ejercicio para el lector. W

Este teorema es util cuando quiere escribirse a un polinomio como producto de
irreducibles, por ejemplo, como —1 es raiz de a(z) = 23 + 22 — 2z — 2, (z + 1) debe dividir
a a(x). Al hacer la division obtenemos, a(x) = (22 — 2)(x + 1); como (22 — 2) y (x + 1)
son irreducibles en Q [z] , ésta es la factorizacion de a(x) en Q [] .

Sin embargo, v/2es una raiz de 22 — 2, por lo que = — /2 debe dividira > — 2 en R [x]
yasi, a(z) = (x — v2)(z + v/2)(x + 1) es la factorizacion de a(z) en R [z] .

Hemos visto en el Teorema del Factor que si a(z) € K[z], a(z) # 0y a € L esraiz de
a(x), entonces (z — a)|a(x), es decir, a(z) = (x — a)b(z) con b(z) € L[z]; andlogamente si
aesraiz de b(z), b(z) = (x — a)c(z), con ¢(x) € L[x] y de aqui que a(z) = (z — a)?c(z),
esto es, (x — a)? |a(z); si « es raiz de c¢(z) hacemos el mismo razonamiento y resulta que
(x — a)?|a(z). Asi, en un nimero finito de pasos (a lo més en gr (a(z)) pasos) podemos
encontrar un niimero m < gr(a(z)) tal que (x — a@)™|a(z) y (z — a)™™! { a(x). Este
nimero lo nombraremos segln la siguiente

Definicion 25 Sea a(z) € K [z], a(z) # 0. Una raiz « € L de a(x) se dice que es de
maultiplicidad m > 1, si (x — a)™|a(z) en Llz]y (x — @)™ ! Y a(x) en L[z]. Sim = 1, se
dice que « es una raiz simple.

Ejemplo 15 El polinomio a(x) = x° — 4a* + 2> 4+ 102® — 42 — 8 se puede escribir como
a(z) = (x — 2)%(z + 1)? y como 2 no es raiz de (x + 1)* y (—1) no es raiz de (x — 2)3, se
tiene que 2 es raiz de multiplicidad 3 de a(x) y (—1) es raiz de multiplicidad 2.

Ahora veremos que el niimero de raices de un polinomio distinto de cero, es siempre
finito.

Teorema 34  Un polinomio a(x) de grado n > 1, con coeficientes en un campo K tiene a
lo mas n raices en cualquier extension de K.

Demostracién:

Antes de iniciar la demostracion del teorema contiene aclarar que una raiz de
multiplicidad m se contara como si fueran m raices.

Haremos la demostracion por induccion sobre gr(a(x)).

Sin = 1, entonces a(x) = a1z + ag, con ag,a1 € Ky a; # 0, de aqui que
a(x) = a1 (z + aj tap) y por lo tanto la tnica raiz de a(z) es o = —a; "ao.

Sea a(x) € K|[x] tal que gr(a(z)) = n > 1y supongamos que todo polinomio b(z), de
grado menor que n, con coeficientes en cualquier campo K’, tiene a lo mas gr(b(x)) raices
en cualquier extension de K.
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Sea L una extension de K. Si a(z) no tiene raices en L, entonces a(z) tiene cero raices
en L y por lo tanto, a lo mas n. Supongamos que a € L es raiz de multiplicidad m > 1
de a(x), entonces, por el teorema (33) y la definicion (25), existe b(z) € L[z] tal que
a(z) = (z — a)™b(z) y b(a) # 0, de aqui que gr (b(x)) = n — m < n (proposicion 20).
Por hipdtesis de induccion, b(x) tiene a lo mas n — m raices en cualquier extension de L, en
particular, tiene a lo mas n — m raices en L.

Por otra parte, si 5 € L es una raiz de a(x) distinta de «, se tiene que
0 =a(B) = (8 — a)™b(B), lo cual implica que b(53) = 0, es decir, § es una raiz de b(z),
entonces a(z) tiene a lo mas n — m raices en L, distintas de «, y por lo tanto, tiene a lo mas
n raices distintasen L. W

Teorema 35 Sea K un campo y sea a(x) € K[z] un polinomio distinto de cero. Si
a1, ..., ;- son todas las raices distintas de a(x) en K, entonces

a(z) = (z —a1)™ (z—az)™...(x — a)""b(x),

donde m; es la multiplicidad de «;, parai = 1,...,r y b(x) € K|[z| es un polinomio distinto
de cero que no tiene raices en K.

Demostracion:
Como (z — o)™
tiene que

a(x) (teorema 33) y ((z — ;)™ ; (z — oj)™) = 1,7 si oy # «j se

a(z) = (z —a1)™ (z — az)™...(x — a)""b(x),
donde b(x) # 0 ya que a(z) # 0.
Por otra parte, si § € K es raiz de b(x), entonces  es raiz de a(z), de aqui que 8 = «;
paraalgunai = 1,...,r, de donde (z — «;)|b(x) y por lo tanto (z — a;)™ 1 |b(x), lo cual no
es posible ya que «; es raiz de multiplicidad m; de a(z). Asi, b(z) no tiene raicesen K. W

Corolario 36 Sean K un campo y a(x) € K|x] un polinomio de grado n, conmn > 1. Si
aq, ..., o € K son n raices distintas de a(x), entonces:

a(z) =clx —ay)(z — a2)...(x — @), conceK.

La demostracion queda como ejercicio para el lector. W

Una consecuencia mas del teorema (34) es la inyectividad de la funcion definida entre
K|[z] y Px cuando K es infinito ya que, si a(x) y b(z) € K[z] son tales que a(a) = b(w),
para todo o € K, entonces a(a) — b(«) = 0, para todo @ € K y de aqui que si
c(xz) = a(z) — b(x) € KJz], entonces c¢(a) = 0 para todo o € K esto solo puede ser

7 (a;b) es el maximo comun divisordeay b
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posible si ¢(x) = 0 ya que K es infinito y en caso contrario se tendria un polinomio distinto
de cero en el que todo elemento de K es raiz, lo cual es una contradiccion

Corolario 37 Si K es un campo infinito, entonces existe una correspondencia biyectiva, que
preserva las operaciones, entre K[z y Pk.

Asi, por el corolario anterior, el anillo R [z] se puede pensar como el anillo de funciones
polinomiales de R en R (Pg) y asi, dar una interpretacion geométrica del mismo.

Ejercicios 2.4.1

1. Sin hacer la division, encuentre el residuo al dividir:
a. 23+2x—4 entre z— 1.
b. 225+ 142" +24 entre z+1.
c. 5+ 122+ 1322+ 2 +27 entre z -+ 3.

2. Factorice completamente los siguientes polinomios en C [z] .

a. r?+ixz+2.

b. 28— 1.

c. zt+a2?+1.

d. z* — 223 — 5% — 2z 4 24.
e. x3-2.

f 2% — 522 — 9z + 13.

3. Seaa(xz) = x™ — 1. Encuentre a(a/) cuando « es:

a. —1.

b. 1.

c. v+ 1.
d z"—1.

4. Encuentre todos los polinomios moénicos f(z) € C|[z] de grado cinco, tales que:
a. i esraiz de multiplicidad 4 de f(x).

b. 0,1,2y 3 son raices simples de f(z).
c. 1edsonraices de multiplicidad 2 de f(x).

d. iy —i son raices simples de f(z),y —1 es raiz de multiplicidad dos.
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5. Pruebe que la suma de multiplicidades de las raices de un polinomio a(x) € K|x] es
menor o igual que el grado de a(x).

6. Pruebe que si a(x) y b(z) son polinomios de grado menor que n en K[z] y si
a(a;) = b(ay) parai = 1,2, ...,n, donde oy, as, ..., o, son n elementos distintos de K,
entonces a(z) = b(z) en K|z].

7. Sea f(z) = apa"™ + ... + auxz + ap € Clx]. Definimos su conjugado complejo:
f(x) = aga™ + ... + @iz + ag, donde @; es el conjugado complejo de «;. Demostrar

que si f(z),g(z) € Klz], entonces (f + g)(z) = f(x) + g(z), Fy(x) = f(z)g(z)y
Bf(x) = B(f(x)), para toda 3 € C.

8. Pruebe que si f(x) € R[z]y a € Cesraiz de f(x) entonces @ es raiz de f(x).

€
9. Pruebe que si f(z) € Rlz] y a € C es raiz de multiplicidad m de f(x) entonces &
también lo es.

10. Pruebe que si f(z) = az? + bz + ¢ € K|x], entonces es cierta una y s6lo una de las tres
afirmaciones siguientes:
a. f(x) tiene dos raices distintas en K.

b. f(z) tiene una raiz de multiplicidad dos en K.

c. f(z) esirreducible en K|x].

2.4.2 Interpretacion Geométrica de las Raices de un Polinomio en
R [z]

En vista del Gltimo corolario del subtema anterior, nombraremos indistintamente polinomios
con coeficientes reales,a los elementos de R [\] y a las funciones polinomiales de R en R
con coeficientes en R.

Sea a(z) € R[z]. Como vimos anteriormente, un elemento « € R es raiz de a(z) si
a(a)) = 0, es decir, si el valor de la funcion correspondiente a : R — R en « es cero. Esto
significa, geométricamente, que el punto de coordenadas (v, 0) pertenece a la grafica de la
funcidn. Asi, observamos que cada namero real que es raiz del polinomio a(z) nos da una
interseccion de su grafica con el eje de las abscisas, de aqui que la grafica de a(x) tendra
tantas intersecciones con dicho eje como raices distintas en R. También se deduce que si
a(x) no tiene raices en R, su grafica no intersecta al eje de las abscisas.

Con base en esto, analizaremos los ejemplos dados en la seccion 2.1:

1. a(z) = 5 es un polinomios constante distinto de cero por lo que no tiene raices y por lo
tanto su grafica no intersecta al eje de las abscisas (fig. pag. 39).
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2. a(z) = 3+ z, su Gnica raiz es —3, por lo que su grafica intersecta en (—3,0) al eje de
las abscisas (fig. pag. 39).

3. a(w) = 1+ 22, sus raices son +4 € C — R, por lo que su grifica no intersecta al eje de
las abscisas (fig. pag. 40).

4. b(x) = —2x + 2, sus raices son 0 y 2, por lo que su grafica intersecta al eje de las
abscisas en (0,0) y (2,0) (fig. pag. 40).

5. c(z) = —2+x— 222 + 2% = (z — 2) (1 + 2?), sus raices son & y 2, por lo que su
grafica intersecta solamente en (2, 0) al eje de las abscisas (fig. pag. 40).

Observacion 10 También nos proporciona informacion sobre la grdfica la multiplicidad
de una raiz, ya que, mientras mas grande es la multiplicidad, la curva es "mas suave” en el
punto donde se encuentra la raiz. Veamos el significado de esto con algunos ejemplos:

Ejemplo 16 Si a(z) = z — 1, su grdfica es
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Ejemplo 17 Sib(z) = (z — 1), su grdfica es

Ejemplo 18 Si c(z) = (z — 1)3, su grdfica es:
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Ejercicios 2.4.2

1. De los incisos b, c, d, e, f del ejercicio 2, subtema 2.4.1, pag. 63, diga en cada caso
cuantas veces intersecta la grafica al eje de las abscisas y en qué puntos.

2. (Qué significado geométrico tiene la afirmacion que se hace en el ejercicio 2, pag. 83.

3. En el gjercicio 10, subseccion 2.4.1, pag. 64, si K = R, ;qué significado geométrico
tiene la afirmacion que ahi se hizo?

2.4.3 Relaciones entre coeficientes y raices

Aqui se trata de encontrar alguna relacion entre los coeficientes de un polinomio monico y
las raices del mismo. Empezaremos analizando los casos de polinomios de grados 2 y 3 que
nos daran una idea mas clara de las relaciones en el caso general

Sea K un campo y L una extension de K. Supongamos que
a(r) = 2> + a1z + ap € K[z] y que ai,as € L son raices de a(x),

entonces 2%+ a1z +ap = (v — a1)(x — az)
=22+ a1z +ap =22+ (—a1 + (—a2))z + (—a1)(—az)

= a1 =—-a1+(—az) y ao=(—a1)(—a3), estopodemos escribirlo como:
a= Y (-an) ¥ a= Y (-an)(-an).
1<r <2 1<r1 <rz<2

Consideremos ahora a(x) = z° + a2 + a1z + ap € K[z] y supongamos que
a1, az, a3 € L son raices de a(x), entonces

P far® taxtay = (x—a1)(z—a)(z—a3)
= 2% + apx® +ayz + ap (2% + [(—ea) + (—a2)] 2+ (—ou) (—a2)] (z — a3)
= 2’ +[(~a1) + (—a2) + (—a3)]2® + [(~an)(~a2) +
+(—a)(—as) + (—az) (—as)lz + (—ou)(—az)(—as)

— ay = (—oq)+ (—a2) + (—a3),
ar = (—o1)(—az) + (—a1)(—as) + (—a2)(—as)
ap = (—a1)(—az)(—as),

lo cual podemos escribir como:

ag= > (-an), a= > (-on)(-an) ¥

1<r; <3 1<r;1<r2<3
ap = Z (7047”1)(70‘7“2)(70”3)'
1<r;<ra<rsz<3
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Si observamos lo anterior, el coeficiente de a; es la suma de productos de longitud
n — ¢ de los inversos aditivos de las raices o, donde n = gr(a(z)), es decir, es la
suma de productos con n — i factores (—c«;); pero ademas, dichos factores tomados
entre todas las raices, en orden creciente respecto al indice que tienen. Por ejemplo, en
el polinomio a(z) de grado tres, el coeficiente a1 es la suma de productos de longitud
3 — 1 = 2 que aparecen con subindices tomados, en orden creciente, entre 1 y 3, esto es,
a1 = (—a1)(—az) + (—a1)(—as).

Ahora estamos listos para probar el resultado para un polinomio de grado n, conn > 1.

Teorema 38 Sean K un campo y L una extensién de K. Sea a(z) = 2™ +an_ 12" 1 +...+
ax + a9 € Klz|. Si a1,a0,...,a, € L son las raices de a(x), es decir
a(z) = (zr —a1)(x — a2)...(x — o), entonces:

a; = Z (_aTl)(_aT2)"‘(_aTn—i)

1<ri<re<...<rp—;i<n

n—ia :
(-1) E Oy Qpy ety parai=0,1,...n — 1.
1<ri<re<...<rp—;<n

Demostracion:

Haremos la demostracion por induccion sobre n.

Sin = 1, entonces a(x) = = + ag y si oy es raiz de a(x), entonces @; = —ay, esto es,
agp = —a, y queda probado.

Supongamos cierto el teorema para polinomios monicos de grado n — 1.
Seaa(x) = 2"+ ap_12" 4+ ... +a1r+ap € K[z] ysean ay, a, ..., a,, € L tales que:

az)=(z—m) (@ —az)...(x —ap_1) (T — ay)

Por hipétesis de induccion, si b (z) = (v — a1) (x — @3) ... (x — @,,—1), entonces
b(x)=2""' +b, 22" 2+ ..+ bix + by donde

bi = Z (_a’rl)(_a’rQ)"'(_arnflfi)'

1<r1<re<...<rp_1—;<n—1
Asi tenemos
a() = (2" '+ b0z P+ bz +bo) (z— ap)

= 2" 4 by o+ b2 4 box — anz™ T = by — ... — bianx — boar,
= 2"+ (bpo — @)z + (b1 — by_20)z" 2 4 ...+ (bo — bran)x + (—bocr,)
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igualando coeficientes se tiene:
(Ij = bj,1 — bjOln

= > (—am) oo (—an, )+

1<rm<..<rp—j<n-—1
+ Z (_aﬁ) Tt (_arn—l—j)(—an)
1<r<.<rp_1-j<n—1

= > (=) oo (—am, )+

1<r<..<rp_j<n-—1
+ Z (_aTl) QA OCO (_a"‘n—lf‘j)(_arnfj)

1<m<..<rp-1-;<n—1,

Y Tnl—j=n

= Z (—ar) ) (—ry) oo (). A

1<ri<re<...<rp—;<n

Corolario 39 Sia(r) = ap,2™ +ay, 12" L+ ... + a1 +ag € K[z]y a1, 9, ..., € L
son las raices de a(x), es decir,

a(x) = ap(z — a1)(x —ag)...(x — ay),

entonces
a; P .
a—:(—l) E Qpy * Qpy ey parai=0,1,...,n—1.
n 1<ri<re<...<rn—;<n

Estas relaciones son utiles para resolver problemas como los siguientes:

Ejemplo 19 Resolver la ecuacion:
32 —162% + 232 — 6 =0

si el producto de dos raices es 1.
Sean a, b, c, las raices, entonces
a+b+c=§, 24)
ab+ ac+be = ?, 2.5)
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abc = 2, (2.6)
Supongamos que ab = 1, entonces de (2.6) resulta que ¢ = 2; de aqui que, sustituyendo ¢
en (2.4) se tiene que a + b = 4. Asi, a y b deben ser raices de la ecuacion t? — 12t +1 =0,

que tiene como raices 3 y % Por lo tanto, a = 3,b = £, ¢ = 2 son las raices de la ecuacion

3
original.

Ejemplo 20 Encontrar la suma de los cuadrados de las raices de la ecuacion:

22 — 8% + 622 —3=0

Si las raices son a1, s, g, vy, entonces por el corolario (39),

8
g oy, = a1+a2+a3+a4:§:4.
1<r <4
6
E Qp, Qp, = Q102+ 0103 + @10y + Qo3 + o0y + a3y = 5 =3.
1<r;<r2<4

Por otra parte,

2 2 2 2 2 2
4 :(a1+a2+a3+a4) :041+042+043+044+2 g Qg Oy
1<r1<ra<4

que implica
o2 + a3+ a3+ aj =42 — 6 = 10.

Ejercicios 2.4.3

Resuelva las siguientes ecuaciones cubicas cuyas raices son a, b, c.

22 +222+324+2=0 si a=b+ec.

203 — 22 - 182 +9=0 si a+b=0.

323 +222 — 192 +6=0 si a+b=—-1.

2¢3 — 22 — b —2=0 si ab=—1.

2 — 72?2 — 420 4+ 216 =0 si c? = ab.

23+ 922 + 62 —56 =0 si b= —2a.

923 — 3622 + 442 — 16 = 0 si las raices forman una progresion aritmética
a—LB,a,a+ f.

8. 3x3 —26x2 4 52x — 24 = 0 si las raices forman una progresion geométrica a8, v, af3.

NS kR =

9. 22% — 622 + 3z + k = 0. Determine k y resuelva la ecuacién si a = 2b + 2c.

10. ;Qué relacion existe entre p y ¢ si la ecuacion 23 + px + ¢ = 0 tiene una raiz multiple?
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11. Pruebe que (2 — p?)3r = (pq — 4r)? si las raices de 2 + px? + gz + r = 0 satisfacen
la condicion ¢ = —ab.
Resuelva las siguientes ecuaciones de cuarto grado cuyas raices son a, b, ¢, d.

12.2* =223+ 222 —2—2=0 si a+b=1.
13.22% — 323 — 922 + 152 =5 =0 si a = —b.
14. 2% — 722 + 1822 — 222 + 12 =10 si ab = 6.
152+ 2% —222+3z—-1=0 si ab— 1.
16.22* + 1323 + 2522+ 1562 +9=0 si a=b vy c—l—d:—%.
17.92% + 923 + 222 — 142 +4=0 si a = 2b.
18.42* — 423 — 212% + 112 + 10 = 0 si las raices estdn en progresion aritmética.
Sugerencia: Represente las raices por a — 38, — B, + B, + 30.
19. Determine & y resuelva la ecuacion 2z — 1523 + kx? — 32 + 8 = 0 si sus raices estan
en progresion geométrica.
Sugerencia: Represente las raices por af 2 a7t af, aB’.
20. Encuentre la suma de los cuadrados de las raices de las ecuaciones:
a. 22 — 623 +522 —Tx+1=0.
b. 325 - 323 + 222+ —1=0.

21. Para las mismas ecuaciones de (20), encuentre la suma de los inversos multiplicativos de
las raices y también la suma de los cuadrados de estos inversos.

2.4.4 La Derivada

En el estudio de las ecuaciones juega un papel importante el concepto de derivada en

la descomposicion de polinomios como producto de irreducibles. La definicion que
enunciamos aqui corresponde a la que se estudia en calculo, analizaremos como se
comportan las derivadas respecto a las operaciones y veremos algunos resultados que nos
serviran en la busqueda de raices y factores irreducibles.

Definicion 26 Sean K un campoya € K.

1. Sin €N, la suma n veces a + a + ... + a se denota por na.
—_————

2. Sin =0, sedefinena =0 € K.

Definicion 27 Sean K un campoy a(x) = apz"™ + ap_12" 1 +...+ a1z + a9 € K[z]. La
derivada de a(x) es
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1. cero si a(x) es una constante.
2. nax" 4+ (n—1a,_12" % + ... + 2a07 + a1, sigr(a(z)) > 1.

En ambos casos, denotaremos a la derivada de a(x) por o/ ().

Ejemplo 21 Si a(z) = 2° + /3z* + 223 — 10z + 4 € R|[z], entonces su derivada es
a'(z) = 5x* + 4323 + 622 — 10.

Si @/ (x) es la derivada de a(x), entonces la derivada de a/(z) se llama la segunda
derivada de a(x) y se denota por a’’(z); la tercera derivada de a(x) es la derivada de
a”(x), que se denota por a’(x) 0 a® (z) y asi, si se sigue derivando sucesivamente, la
derivada que se obtiene en el k — ésimo paso se llama la k-ésima derivada de a(z) y se
denota por a®) (), n > 3.

Teorema 40 Sea K un campo y sean b(z) y c(z) € Klx].

1. Sia(z) = b(z) + c(z), entonces o' (z) = ' (x) + /().

2. Sia(z) =0b(z) - c(x), entonces a' (z) = b(x) - () + b/ (z) - c(z).

3. Sia(z) = (b(x))", donde n > 1, entonces a'(z) = n(b(x))" 1 - ¥ (z).
Demostracion:

1. Queda como ejercicio para el lector.

2. El caso en que uno de los factores sea cero es inmediato de que a(xz) = b(z) - c(z) =0y
de la definicion de derivada de una constante.
Sia(z) # 0y b(x) # 0, consideramos primero el caso en que b(x) es un monomio,
es decir, b(x) = by, z™ con m > 0, y haremos la demostracion por induccién sobre el
gr(c(x)).
Si gr(e(x)) = 0, entonces c(x) = ¢o € K y de aqui que a(z) = b(x)c(x) = bcoz™, lo
cual implica que @’ (z) = mb,,cox™ 1 = b'(z) - c(z) = b(x) - /() + V' (x) - c(x) ya
que ¢ (z) = 0.
Supongamos cierto el teorema para el producto de b(z) con cualquier polinomio de
grado menor que n (n > 0) y sea

cx)=cpz" + ... +caxt+c y e #0,
entonces a(z) = b(x) - c(z) = b(z) - (cha™) + b(zx) - d(z), donde
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d(z) = cp_12™ ' + ... + c1@ + ¢o y de aqui que

a/(x) = [bmc’rbxn+my + [b(x) ’ d(l‘)]/, por (1)

(m 4+ n)bpcaz™ ™t 4 b/ (x) - d(x) + b(z) - d'(z), por hip. de induccion

— mbmc xn-‘rm 1+nbmcn m—+n— 1+bl($) d(x)+ ( ) (x)
= mbpcpz"z™ !+ nbycpa™a T + 0 (2) - d(z) + b(z) - d ()
= b(z) (cpz™ +d(z)) + b(z) - (ncyz™ 14 d’(x))
= V(x) c(x)+b(z)- ().

Por ultimo, probaremos que si b(x) = b,z™ + ... + by + by y

c(x) = cpa™ + ... + c12 + ¢p, entonces la derivada de su producto se obtiene
seglin el teorema. Para esto, utilizaremos nuevamente induccion, esta vez sobre gr(b(z)).

Seanc, #0yn > 0.
Si gr(b(z)) = 0, se reduce al caso anterior.

Supongamos que m > 0y que es cierto el teorema para el producto de ¢(z) y cualquier

polinomio de grado menor que m.

()

Sea b(xz) € K|z] tal que gr(b(z)) = m, entonces a(z

Colw) =

) = b
e(z) - c(z) + f(z) - c(z) donde e(x) = bpx™ y f(2) = by_12™ ' + ... + bz + by.

Asi tenemos:

d(@) = [e(x)- c@)] +[f(z)-c(@)]', por(l)
= () c(x) +e(x) d(z)+ [f(z) c(z)] (caso anterior)
= (@) -c(x) +e(x) () + f'(z) c(z)+ f(z)-(z) (hip. de induccion)
= (e'(@) + f'(2)) - c(x) + (e(x) + f(z)) - ¢/ ()
= V() c(z) +b(z) c(x) por(l)

y asi, queda probado (2).

3. Queda como ejercicio para el lector, con la sugerencia de utilizar induccion y el inciso

2. |

Ejemplo 22 Sea a(z) = (z — «)™. Entonces

d@) = n(z—a)
a//(l‘) = nn-1)(z- Ol)ni2

mD(z) = n(n—1)(n-2) 2-(z—a)
™) () n!
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El siguiente resultado sera de gran utilidad para encontrar la multiplicidad de las raices

de un polinomio.

Teorema 41 Sean K un campo, L un extension de K y f(z) € Klx] tal que gr(f(x)) > 1.
Entonces f(x) tiene raices miiltiples en L si y sélo si existe o € L tal que « es raiz de f(x)

yde f'(z).
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Demostracion:

Si f(x) tiene raices multiples en L, entonces existen @ € L y un nimero natural
m > ltales que (x — «)™| f(x), es decir, f(x) = (x — a)™g(x) para algin g(z) € L[z], y
entonces

fll@) = (z—a)"g (@) +m(z—a)" g(z)
= (z—a)ll@—a)" ¢ () +m(z — a)" ?g(z)]
de donde (z — )| f'(x) y asi, por el Teorema del Factor « es raizde f(z) y f'(x).

Reciprocamente, si « € L esraizde f(z)y f'(z), entonces f(z) = (z — a)h(x) y
f'(z) = (x — a)k(zx) para algunos polinomios h(z) y k(z) € L[z]. De aqui tenemos que

f'(@) = (z — )l (z) + h(z) = (z — a)k(z)
= h(z) = (z — a)(k(z) - h'(2))
= (z— a)lh(x)
= (z—a)?| f(2),

de aqui que « es una raiz multiple. W

Corolario 42 Sean K un campo, L una extension de K y f(x) € Klx] tal que

gr(f(z)) > 1.

a € L es una raiz de multiplicidad m de f(x) si y sélo si « es raiz de f(x), f'(z), ...,
fm=D(z) y a no es raiz de f") (x).

La demostracion queda como ejercicio para el lector. H

Ejemplo 23  Diga cudl es la multiplicidad de las raices 4,—1 y % del polinomio

fa@) =225 — 212° + 602* + 152° — 1802> — 48z + 64.

En primer lugar se ve que f (4) =0, f (—1) =0y f (3) = 0.
La derivada del polinomio f (x) es

f'(x) = 1225 — 1052 + 24023 + 452 — 3602 — 48

)
y se tiene que f/(4) = 0, f(—1) =0y f/(3) # 0, por lo que 3 es una raiz simple.

Si consideramos f”'(x) = 602* — 4202° + 72022 + 902 — 360, se ve que f(4) =0y
f”(=1) # 0, por lo que —1 es raiz doble de f(x).

Con f"'(x) = 24023 — 126022 + 1440z + 90 se ve que f"(4) # 0, por lo que 4 es una
raiz de multiplicidad 3.
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Ahora veremos la utilidad de la derivada en la descomposicion de un polinomio como
producto de irreducibles. El siguiente lema sera de gran utilidad.

Lema 43 Sean K un campo y a(x) = cpi(z)™ - ... - pr(x)™, k > 1, con ¢ € K,
p1(x),...,pr(z) € K[x] polinomios de grado positivo y n1,na, ...,ny € N. E tonces

k

0= Y om o @)

j=1

Demostraciéon:
Haremos la demostracion por induccion sobre k. Sik = 1, a(z) = ¢p; (z)™ y entonces

a'(z) = niep (x) 1py(z) = nlz((i)) -py(x) (Teorema 40 (3)).

Supongamos cierto el teorema cuando k =7 — 1 > 1.
Sea a(z) = cp1(x)™pa(x)™2 - ... - p.(x)" . Si llamamos b(zx) al producto
ep1 (2)"1ps (€)™ - .. - py1(x)" 1, entonces a() = b(@)p, (@) y

a(z) = )™+ b(z)nepy ()" p.(2) Teorema 40 (2)

’

]( z) | pr(@)™ + b(z)n,py (@)™ 'p.(z) (hip. de induccién)

(n, 1
_ o al@) oo
- Z )+ Tpr(x)pr( )
Z
=1

y asi queda probado ellema. W

Con esta descripcion de la derivada, nos sera facil decir cudl es el maximo comun divisor
de un polinomio y su derivada a través de la descomposicion en producto de irreducibles.

Esto sélo se puede hacer en campos como los que hemos estado trabajando (Q, R, C)
que, ademas de ser infinitos tienen la propiedad de que si n € Ny a es un elemento del
campo, entonces na = 0 implica ¢ = 0. Los campos que cumplen esta propiedad se llaman
campos de caracteristica cero.

Teorema 44 Sea K un campo de caracteristica cero y

a(x) = epr(x)" - ... pr(x)™ € K[x] conk >1,
donde
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e ccK.
e pi(x),...,pr(x) son polinomios monicos irreducibles distintos.

e ni>1ny>1, .., np > 1,

entonces
(a(z);d/ () = pr(2)™ " opr(z)™ "

Demostraciéon:
Sead(z) = py(x)™ - ... pp(x)™ 1. Claramente d(x) divide a a(z). Por otra parte,

d(x) divide a a((:c)), paraj = 1,2,..., k, de aqui que d(z) divide a
pi\r

k
d(x)=) n; alz) z). Lema 43
@ =y cn@  (Cemdd
Asi, d(x) es un divisor comun de a(x) y o/ (z).

Ahora veremos que cualquier divisor comtn de a(x) y a/(x) divide a d(z).

Sea f(z) € K[a] tal que f(z)|a(®), f(2)]a’(z) y gr(f(z)) > 0. Como f(z)|a(), por
el Teorema de Factorizacion Unica, f(z) = epy (z)™ pa(2)™2...px(z)™* donde e € K y
my < ny,...,mi < ng. Ahora, basta ver que m; # n;, para toda¢ = 1, ..., k para que f(z)
divida a a’(x), ya que en ese caso m; < n; — 1, paratodai =1,..., k.

Supongamos que m; = ny, entonces como f(x)|a’(z), se tiene que p;(x)™|a’(x),

a(z) a(x)

k ’
esto es, p1 ()™ | > nj——=p.(x) ; ademds, p;(x)™ |——= para j = 2,3,..., k;
= i) pi(x)

k
de aqui que si b(z) = an %ﬂc))p;(x)a entonces py ()" |a’(z) — b(), es decir,
T pj\x
j=2

a\xr ’ . . /
( ))p1 ) lo cual implica que n1py (z)™ ~1...pp(2)™py (7) = p1(z)™q(z),

p1(z)™ |ny

pi(z

para algin ¢(z) € K|z] de donde n1ps(z)™...p ()™ py (z) = p1(x)q(x), es decir,
a(z)

pi(x)™

(p(2): py(2)™) = 1, para j = 2, ... k, de donde <p1<x>;

P1($)|nlpl1 (). ,

Por otra parte, si el grado de p; (x) es 71, el coeficiente principal de nyp; () esel 1 de K
sumado n; - 1 veces y de aqui que 1y p,1 (z) # 0 (ya que K es de caracteristica cero), lo cual
nos lleva a una contradiccion ya que segiin la proposicion 24, pag. 48, si p1(z)|n1p; (),
entonces gr(py(z)) < gr(p)(z)) que es falso; por lo tanto 1 # n;. Andlogamente se
prueba que mg # ng, ..., my # ng y se deduce que f(x)|a’ (z). N

p1(x) |y py(z) . Pero como (p1(z); pj(z)) = 1, para j = 2, ..., k, entonces

a(z)
pj(z)™

> = 1, y por lo tanto
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Corolario 45 Si K es un campo de caracteristica cero y p(x) € K|z] es irreducible, en-
tonces (p(x),p'(z)) = 1.

Ejemplo 24  Se desea factorizar en producto de irreducibles en Q [z], el polinomio

a(z) = 27 + 42% — 162° — 162° + 22* + 132° + 3022 + 28z + 8.

La derivada de a(z) es

d (z) = 92° + 3227 — 962° — 802" + 823 + 3922 + 60z + 28.
Denotemos por d(z) = (a(z); a’(z)). Con el Algoritmo de Euclides encontramos que
d(z) = 2* +32% — 2% — 8z — 4
y entonces
d(z) =42+ 92> 20— 8 y (d(z);d'(z))=2+2
que es irreducible en Q [z]. Por el Teorema (44), sabemos que (z + 2)?| d(z) y haciendo la
division tenemos
d(z) = (z 4+ 2)%*(2®> —z — 1)
Como (22 — x — 1) es irreducible en Q [z], nuevamente por el Teorema (44),
(z + 2)%(2% — = — 1)? divide a a(x) y al hacer la divisién obtenemos

a(@) = (x +2)*(? — & — 1)2(a® + 1),

que es la descomposicion de a(x)como producto de irreducibles en Q [z] .

Ejercicios 2.4.4

1. Encuentre las derivadas de los siguientes polinomios
a. 52° + s+ 22—z +6,en Q[z].

b. 2*+222+ 1,enR[z].

c. x° —ixd 4+ (2+3i) 2?4+ 3z +4,enClz].
d 2" —1,enQJz].

e. (m2+1)3,enR[x].

f. (z+a),cona € K (campo), en K [z].

2. Encuentre las derivadas sucesivas a” (z),a® (z),a® (), ..., de los polinomios dados en
el ejercicio 1. En cada caso, encuentre el minimo numero natural m tal que ("™ (z) = 0
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Pruebe el inciso (1) del teorema 40.
Pruebe el inciso (3) del teorema 40.
Pruebe el corolario 42.

Use el método del ejemplo 24 para factorizar completamente los siguientes polinomios
en el anillo K [x] indicado.
a. a4+ 4zt + 723 + 822 + 32+ 2, en Q|z].

b. 25+ 62° + 112* 4+ 122% + 1922 + 62 + 9, en Q [z] .
c. ¥ +ix?+z+i,enCz].
d 2%+ (2v2+V3)2? + (24 2V6) 2 + 2v3, en R[z].
e. 2+ +z+1,enQJz].

Use el corolario 45 para probar que los siguientes polinomios no son irreducibles en

Qla].
a. 4223 + 322 + 22+ 1.

b. 423 + 1622 + 21z + 9.
c. 28+ at—a22-1.

Un polinomio a(x) € K|[z] se dice que tiene un factor miltiple si existe un polinomio
b(z) € K[z], de grado positivo, tal que b(x)?|a(x). Pruebe que si K es un campo de
caracteristica cero, entonces un polinomio a(x) € K|z] tiene un factor multiple si y sélo
si a(x) y a/(x) no son primos relativos.

Use el resultado del problema anterior para probar que los siguientes polinomios no tiene
factores multiples en Q [z] .
a *+23+2t++ 1.

b. x3 42z — 1.
c. " —1.

d. z® 4322 4+ 2z — 4.

2.5 POLINOMIOS IRREDUCIBLES

En este tltimo tema, veremos que los tnicos polinomios irreducibles en C son los de primer
grado y que en R, ademas de los de primer grado hay polinomios de segundo grado que son
irreducibles (si sus coeficientes cumplen cierta condicion). Esto es posible probarlo gracias

a uno de los resultados mas importantes en la teoria de ecuaciones, el Teorema Fundamental
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del Algebra, del cual daremos tinicamente el enunciado ya que su demostracion requiere de
algunos resultados que no han sido desarrollados aqui.
También daremos algunos criterios de irreducibilidad en Q [z] .

2.5.1 Polinomios irreducibles en C [z] y en R [z]

Teorema 46 Fundamental del Algebra. Si f(x) € C [z] es un polinomio distinto de cero
tal que gr(f(x)) > 1, entonces f(x) tiene al menos una raiz en C.

Teorema 47 Los polinomios irreducibles en C [x] son los polinomios de primer grado.

Demostracion:

Sea p(z) € C|z] un polinomio irreducible, entonces p(x) # 0y gr(p(z)) > 0
(definicién 22), de aqui que, por el Teorema Fundamental del Algebra existe o € C tal
que p(«) = 0. Por el teorema del factor, (x — «) divide a p(x) y de aqui que, como p(x)
es irreducible, (z — o) = a - p(x), para algan a € C distinto de cero. Esto implica que
p(z) = a~1(x — a) y por lo tanto gr(p(x)) = gr (v — a) = 1.

Por otra parte, todo polinomio de grado 1 es irreducible, por lo que queda probado el
teorema. M

Corolario 48  Todo polinomio a(x) € C [x] de grado n, conn > 0, se puede escribir como:

alz)=clz —ar)(x—az) ... - (x —ayp)

donde ¢ € C distinto de cero y a1, au, ..., ap, € C son las raices de a(x) (es posible que se
repitan las «;). Esta factorizacion es unica salvo por el orden de los factores.

Demostracion:

Sea a(z) € Clx] tal que gr(a(xz)) = n > 1, entonces por el teorema de factorizacion
tnica 30, a(z) = d - p1(z) - ... - pr,cond € C, d # 0y p; (x) € C[z] irreducible, para
1=1,..,m

T
Por el teorema anterior, gr(p;(z)) = 1, para toda ¢; ademas, Y gr (p;(z)) = n

=1
(proposicion 20), por lo que r» = n.

Por otra parte, si p;(z) = a;x + b; con a;,b; € Cy a; # 0, entonces
pi(z) = a; (x+a;'b;) = a; (v — (—a; 'b;)) dedondesic =d a1 -as- .. a,y
o = —a;lbi parai = 1,2, ..., n, se tiene que
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a(z)=clzx —ar)(x—ag) ... (z—a,). N

Observacion 11 Como Z C Q C R C C, entonces todo polinomio con coeficientes en Z., Q
v R tiene todas sus raices en C.

Esta observacion nos lleva a la caracterizacion de los polinomios irreducibles en R [z] .

Teorema 49  Los polinomios irreducibles en R [x] son los de primer grado y los polinomios
de la forma ax® + bx + c tales que a # 0y b*> — 4ac < 0.

Demostracion:

Sea p(z) € R [z] irreducible, de aqui que p(z) # 0y gr(p(x)) > 0. Por el teorema 46,
existe € C tal que p(a) = 0. Si @ € R, entonces (z — «) divide a p(z) en R [z], de aqui
que p(z) es de primer grado.

Supongamos que « ¢ R, entonces « # &y & es raiz de p(z) (ejercicio 8, pag. 64).

Sea f(r) = (zr —a)(z—a) = 22 — (e + @)z + aa. Como a + & = 2Re(a) y
aa = |al?, se tiene que f(z) € R[z]. Por el Algoritmo de la Division,

p(x) = f(@)a(z) + r(z) donde g(z), r(z) € Rlz] y r(z) = 00 gr(r()) < gr(f(z)) = 2

pero esta ultima relacion no se puede dar ya que si 7(z) # 0, como

r(a) = p(a) = fla)gla) =0-0-q(a) =0
r(@) = p(a)—fl@)g(@)=0-0-qg(@)=0
se tendria un polinomio, r(x), de grado menor que 2 con al menos 2 raices o y @, lo cual
seria una contradiccion al teorema 34, de aqui que r(x) = 0, es decir, f(z) divide a p(x).
Como p(z) es irreducible se tiene que p(x) = af(z) con a un nimero real distinto de cero;
asi, p(z) = ax?® + bz +c, donde a, b, c € Rson tales que a # 0,b = —a (a + @) y ¢ = aada.
Ahora,

b2 —dac = a® (a + 2aa + & ) —4a’aa
= d? (a2—2aa+a )
= a2
= a?(2iIm ()’
= —4a’(Im(a))* <0
pues a # 0y Im(a) # 0 (ya que a ¢ R).
Por lo tanto todo polinomio irreducible es de primer grado o de la forma ax? + bx + c,
con b? — 4ac < 0. Reciprocamente, todos estos polinomios son irreducibles en R [z]
(ejercicio 1, pag. 83). N

a—a)?
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Corolario 50 Todo polinomio f(x) € R [x] diferente de cero se puede escribir en la forma:

f@=c(z—a1) (z—a2) ... - (x—a,) gi1(x) - ga(x) - ... - gs(x)

conr,s > 03 donde ¢ es un niimero real distinto de cero, a1, aea, ..., 0 soOn todas las raices
de f(x) en R (es posible que se repitan), g1(x), g2(z), ..., gs(x) son polinomios irreducibles
de segundo grado en R [x] .

La demostracion de este corolario queda como ejercicio para el lector. W

El conocimiento de una raiz de un polinomio, muchas veces facilita el poder encontrar las
demas o permite encontrar cierto tipo de polinomios con alguna condicion dada. También,
el conocimiento de todas sus raices permite determinar cual es el polinomio. A continuacion
veremos algunos ejemplos que ilustran estos hechos.

Ejemplo 25 1. Si 2+ i es una raiz de * — 423 + 22% — 15, entonces 2 — i también es
raiz, y de aqui que (x — (2 — 1)) (x — (2 + 1)) = 2% — 4 + 5 debe dividir a * — 423 +
222 + 122 — 15. Al hacer la division resulta:

a* — 42® + 222 + 122 — 15 = (2% — 4z + 5) (2% — 3)

de donde \/3 y —+/3 son las otras dos raices, de aqui que

2t — 42 1202 4122 — 15= (z — (2+9)) (& — (2 — 1)) (x—\/ﬁ) (x+\/§)

2. Se quiere determinar el polinomio monico que tiene a 1 como raiz de multiplicidad 3 y en
el que 5 e i son raices simples. Dicho polinomio debe ser el producto:

(z—1)% (@ —5) (x — i) = 2° — (8 +14) x* + (18 + 8i) 2° — (16 4 18i) 2° + (5 + 16i) 2 —5i

que es un polinomio en C [z].

3. Se quiere encontrar todos los polinomios de tercer grado en R [x] con coeficiente princi-
pal 2, término independiente 1 y (—i) como raiz.
Dichos polinomios deben ser de la forma 22> + bx? + cx + 1. Ademds como —i es raiz,
su conjugado también lo es, esto es, i es raiz; de aqui que

20 + b2’ +cx+1=2 (2> +1) (z — o),
donde « es la otra raiz. Asi, al hacer las operaciones resulta
223 4+ ba? + cx 4+ 1 = 223 — 202? + 2z — 2a,

por lo que:

§ r =00 s = 0 significa que no aparecen términos lineales o cuadraticos, respectivamente.
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]. = —20[ o = —1
c = 2 = . = 22
b = —2a b = 1

Por lo expuesto anteriormente, se concluye que el tinico polinomio que cumple con las

condiciones planteadas es 222 + z2 + 2z + 1.

Ejercicios 2.5.1

1.

Pruebe que si f(z) = az? + bz + ¢ € R[z] es un polinomio tal que b*> — 4ac < 0,
entonces f(x) es irreducible.

Pruebe que todo polinomio f(z) € R [z] tal que gr(f(z)) = 3 tiene una raiz real.

. Pruebe que todo polinomio f(x) € R [z] de grado impar tiene una raiz real.

Encuentre todas las raices de los siguientes polinomios, haciendo uso del dato que se da.
a. z® + 622 — 24z + 160, tiene una raiz que es 2 — 2v/3i.

b. 2% + (1 —2i) 22 — (1 + 2i) 2 — 1 que tiene una raiz de multiplicidad dos (o raiz
doble).

c. x® —3x* + 423 — 42 + 4 que tiene 1 + 7 como raiz doble.

Encuentre el polinomio moénico a(z) en C [z], usando los datos que se dan.
a. a(x) tiene como raices simples 1,2,4,1 + 4i y 1 — 44 y no tiene mas raices.

b. a(x) tiene a ¢ como raiz de multiplicidad tres y gr (a (z)) = 3.
c. a(x)

d. a(z) =23 +bx + cconb,c € Ry?2+ies unaraiz de a(z).

€R[z], gr(a(x)) =4ytieneaiy 1 — i entre sus raices.

Sea f(z) un polinomio ménico en R [z] tal que f(z) no tiene raices en R. Pruebe que
f(a) > 0, para todo a € R.

Sea f(z) = az®® + bx™ + c un polinomio en C [z], donde a # 0y n > 1. Describa un
método para encontrar las raices de f(x).

Encuentre las raices de 25 — 2iz3 + (—1 — 7).

Pruebe que si o € C es una raiz de multiplicidad m de f(x) € R [z], entonces & es raiz
de multiplicidad m de f(z).

2.5.2 Polinomios en Q [z]

A partir del Teorema Fundamental del Algebra pudimos decir exactamente cuales son los
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polinomios irreducibles en R [z] y C[~]. Sin embargo, el problema de determinar los
polinomios irreducibles en Q [x] es mucho mas dificil. Como veremos mas adelante existen
ciertos criterios para decidir si un polinomio con coeficientes racionales es irreducible o no.
Aqui caracterizaremos los polinomios irreducibles de segundo grado en Q [z] y veremos la
forma de determinar los factores de primer grado en la descomposicion de un polinomio
como producto de irreducibles en Q [x] con lo cual, en muchos casos nos proporcionara la
factorizacion buscada.

Teorema 51 Sea f(x) = az® + bz + ¢ € Q|x] con a # 0. Entonces f(x) es irreducible
en Q [z] si y sélo si b* — 4ac no es el cuadrado de un niimero racional.

Demostracion:

f(z) es irreducible en Q [x] < p(z) 1 f(x), para todo polinomio p(z) € Q[z] tal que
gr(p(z)) =14 (x — )1 f(x), para toda o € Q < f(x) no tiene raices en Q (teorema del
factor) < —bEvbi—dac V2ba2_4‘m ¢Qe Vb2 —4dacg Q. N

Ahora veremos una forma de encontrar las raices de polinomios en Q [z] y asi, sus
divisores monicos de primer grado. Para esto, es conveniente hacer la siguiente

Observacion 12 Si f(z) = & + Lo 4 .. 4 222" es un polinomio distinto de cero en
Qlz], esto es, pi,q: € Zy q; # 0,parai = 0,....,n,y q # 0 es un multiplo comiin de los
denominadores qo,q1, ..., qn (por ejemplo el producto qoqi...q,), entonces g(x) = q - f(x)
es un polinomio con coeficientes enteros con las mismas raices que f (x) , es decir, @ € Q es
raiz de f(x) siy sélo si « es raiz de g(x). Asi, reduciremos nuestro problema a buscar raices
racionales de polinomios con coeficientes enteros.

Teorema 52 Sea a(x) = ap+a1x+...+apz™ € Z [x] un polinomio tal que ag # 0, a, # 0
yn > 1. S8i py qson numeros enteros primos relativos y g es raiz de a(x), entonces p|ag y

qlan -

Demostracion:
Sea L raiz de a(z) tal que (p; q) = 1.

n—1 n

a (p) :ao—i—alg + .. +an,1p— +a,— =0
q q q

n—1 n
y multiplicando por ¢ se tiene,

q"a (g) =aoq" + a1pq" " + .o+ ap_1p" g+ anp™ =0
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De aqui deducimos que:

aoq" =p- (_alqul — o —an_1p" g — anpnil)

y
anp” = q- (—aoq" " —arpg"? — ... —an,ap" ")
dedonde, plaog"” y qlanp" .
Por otra parte, (p; ) = 1 = (p;q") = 1y (¢;p") = 1y por lo tanto, plag y ¢ |a, . W

Ejemplo 26 i. Usaremos el teorema 52 para probar que 0 es la unica raiz racional del
polinomio a(x) = x7 — 32° + 223 + 2. Claramente 0 es una raiz doble de a(x) puesto
que a(z) = 2? - (2% — 3a* + 22 + 1) y cualquier otra raiz racional de a(x) debe ser raiz
deb(r) = 2° — 30t + 22+ 1. Si g, con (p; q) = 1, es raiz de b(x), por el teorema 52, p|1 y
q|1 por lo que p y q pueden ser =1y % = +1. Sin embargo, b(1) =1-3+2+1=1+#0y
b(—1) = —-1-3—-2+1=—5 = 0; esto es, b(x) no tiene raices racionales y por lo tanto 0
es la unica raiz racional de a(x).

ii. Escribir como producto de irreducibles en Q[x] el polinomio
a(z) = a* + Yad + 322 — » — 2. Las raices de a(x) son las mismas que las de
b(z) = 6a(x) = 62t + 112% + 82% — 62 — 4. Si B e Q con (p;q) = 1, es raiz de

b(x) entonces p| — 4y q|6; de aqui que las unicas posibilidades para P son:

41,4944 40 1142 441
273737376

de las cuales encontramos que solo —5 ¥ 3 son raices y asi,

a(z) = (m+%) <x§> (2 4 2z 4 2)

es la factorizacion que se busca, puesto que x> + 2x + 2 es irreducible en Q [x] (Teorema
51).
iii. Expresar como producto de polinomios irreducibles en Q[x], el poli-
nomio
a(z) = 2° — 32 — 2% + 322 — 22 + 6.

Seguin el Teorema 52, las posibles raices racionales de a(x) son: +£1, £2, £3, £6 y
haciendo los calculos correspondientes resulta que 3 es el unico numero racional en el que
a(z) vale cero. Asi, a(z) = (x — 3) (z* — 2% — 2) donde (z* — 2* — 2) no tiene raices
racionales ya que las unicas posibilidades son +1 y £2 que no son raices de a(x) y por lo
tanto tampoco de este polinomio.

Sin embargo, x* — 22 — 2 podemos expresarlo como producto de dos polinomios de
segundo grado en Q [x] y para ello hacemos y = x* y encontramos las soluciones de la
ecuacién y?—y—2 = 0 (Ejercicio 7, pag. 7), esto es, 2y —1. Ast, y*—y—2= (y — 2) (y + 1)
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t—2?—-2=(22-2) (2 +1). Como z® — 2 y 2* + 1 son irreducibles en

Q[x], resulta que a(x) = (x — 3) (22 — 2) (22 + 1) es la factorizacion buscada.

Ejercicios 2.5.2

1.

Encuentre todas las raices racionales de los siguientes polinomios.
a. 22% — 72? + 10z — 6.
b. 3 — %x2+3$—2.
3_1,2_ 1
c. x 7T 7T + 16.
d. 2% — 48z + 64.
e. 2*—5xr—1.
f. 225 — 2% — 22% + 23 4+ 222 + 3z — 2.
Pruebe que si 7 es una raiz racional de un polinomio monico con coeficientes enteros,
entonces 7 €s un entero.

Pruebe que si un polinomio de grado 2 o 3 en Q [z] no tiene raices racionales, entonces
es irreducible en Q [z] .

Use el resultado del ejercicio anterior para probar que los siguientes polinomios son
irreducibles en Q [z] .

a. 24 x+ 1

b. 22+ %x = I,

c. z34 3722+ 211z — 1.
d. 2% — 25z — 5.

Factorice completamente en Q [x] los siguientes polinomios.
4
a. z% —1.

b. 2z — 23 + 222+ — 1.
c. #4241
d. z° 4 z* — 823 — 1622 + 152 + 30.

2.5.3 Ciriterio de irreducibilidad de Eisenstein

En esta seccion daremos un criterio con el que, bajo ciertas condiciones, podremos decir
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si un polinomio con coeficientes enteros es irreducible en Q [z] y con esto, si algunos
polinomios con coeficientes racionales son irreducibles en Q [z] .

Definicion 28 Sea a(z) = ag + a1z + ... + ana™ € Z[x], con a,, # 0. El mdximo comiin
divisor de ag, a1, ..., a, se llama el contenido de a(x). Si el contenido de a(x) es 1, entonces
se dice que a(x) es primitivo.

Observacion 13 Dado cualquier polinomio a(x) € Z[z]|, se puede escribir como
a(z) = d-b(z),cond € Zyb(x) € Z[~)], donde d es el contenido de a(z) y b(x) es
primitivo. Ademds, esta descomposicion de a(x) como un elemento de Z por un polinomio
primitivo es unica. El polinomio b(x) se llama el polinomio primitivo asociado a o(x).

Lema 53 Si a(z) y b(x) son polinomios primitivos, entonces a(x) - b(x) es un polinomio
primitivo.

Demostracion:

Sean a(z) =ag+ a1z + ... +a,z™ y b(x) =by + bz + ... + bypa™.

Supongamos que el lema es falso, entonces todos los coeficientes de a(x) - b(z) son
divisibles por un entero positivo distinto de 1 y de aqui que son divisibles por un niimero
primo p (Teorema Fundamental de la Aritmética). Como a(z) y b(x) son primitivos, p no
divide a algun coeficiente de a(z) y no divide a alguno de b(z). Sea a; el primer coeficiente
de a(z) tal que p { a; y b; el primero tal que p { b;.

Por otra parte, el coeficiente de 277 en a(x) - b(z) es

Citj = aibj + (ai,lbj_,_l + ...+ a,obj+i) + (ai+1bj,1 —+ ...+ a/iJrjbO) .

Por la forma en que elegimos a; y b; se tiene que p |a;—1 , ..., plao ¥ p|bj—1, ..., p|bo,
de aqui que p |ai_1bj+1 + ...+ aoij- yp |ai+1bj_1 + ...+ G,H_jbo ; ademas, seglin
supusimos, p|c; j, por lo que pla;b; y por ser p un nimero primo se debe tener que pla; 0
p|b;, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, a(z)b(x) es primitivo. W

Teorema 54 Lema de Gauss. Si un polinomio primitivo f(x) se puede factorizar como
producto de dos polinomios con coeficientes racionales, entonces se puede factorizar como
el producto de dos polinomios primitivos.
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Demostracion:
Supongamos que f(z) = a(z) - b(z), con a(z),b(z) € Q[z], entonces
flz) = % (c(x) - d(z)) donde ¢ € Z 'y c(z),d(x) € Z [x] son asociados a a(z) y b(z),

respectivamente (ejercicio 2, pag. 89) y si p es el contenido de ¢(z) - d(x), entonces
flz) = % (g(z) - h(z)), donde g(x) y h(zx) son primitivos y asociados a c¢(x) y d(z),
respectivamente (ejercicio 3, pag. 89).

Asi, g - f(x) = p(g(x) - h(z)) . El contenido de ¢ - f(z) es g ya que f(x) es primitivo
y el contenido de p (g(z) - h(z)) es p, por ser g(x) - h(x) primitivo (lema 53), de aqui que

p = qy porlo tanto f(z) = g(z) - h(z). W

Teorema 55 Criterio de Eisenstein Sea a(x) = ap+a1x+ ... + a,z™ € Z[z]. Sipesun
primo tal que p { ap, plan_1, plan_2, ..., plai,plao ¥y p* 1 ao, entonces a(x) es irreducible
sobre los racionales.

Demostracion:

Sin pérdida de generalidad se puede suponer que a(z) es primitivo, ya que por el
ejercicio 4, pag. 89 basta probar que el primitivo asociado a a(z) es irreducible y como
p 1 an, pno divide al contenido de a(x), de aqui que el primitivo asociado a a(z) también
satisface las hipotesis del teorema (con el mismo primo p).

Supongamos que el criterio no es valido, es decir, que a(z) = ap+a1z+...+a,2™ € Z[z]
es un polinomio primitivo que satisface las hipétesis del teorema y que es reducible en Q [z],
entonces, por el teorema 54, a(x) se puede escribir como el producto de dos polinomios
primitivos b(z) y ¢(x), esto es,

a(z) =b(x) - c(x) = (bp + b1z + ... + bpz") (co + 1 + ... + csz”)

donde b;,c; € Z, paratoda 0 <7 < r,0 < j < s,7 > 0,5 > 0y de aqui se tiene que
ao = byco, por lo que p|by 0 plco, pero no a ambos ya que p® { ag. Supongamos que p|by y
p1 co.

Por otra parte, b(z) primitivo implica que p no divide a algun coeficiente de b(z); sea
by, el primer coeficiente tal que p t by, entonces 0 < k < r < n 'y como play se tiene

p Z biCj ,estoes, p |bkCO + bg_1c1 + ... + bocy, -
itj=k
Ademas, por la forma en que escogimos by, se tiene que p|bg_1¢1 + ... + bocy, por lo
que deducimos que plbico de aqui que p|by, 0 p|co, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto
a(x) es irreducible. W

Ejemplo 27  Decir si el polinomio a(x) = 428+ 152 +212° — 623+ 92 — 12 es irreducible
en Qlz].
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Es facil ver que el ntimero primo 3 divide a todos los coeficientes de a(z) excepto al

coeficiente de 28 y como 9 no divide a —12, por el Criterio de Eisenstein podemos asegurar
que a(z) es irreducible.

Ejercicios 2.5.3

1.
2.

Pruebe la observacion 13.

a. Si f(z) € Q[z]estal que f(z) = 32 + o + ... + 2" y b es el minimo comun

multiplo de by, by, ..., by, entonces bf (z) € Z [z] .
b. Sea f(zr) = a(x) - b(x) € Q[z], demuestre que existen ¢ € Z y ¢(x),d(x) € Z|[z]
1
tales que f(z) = gc(x) -d(z).
Sean a(z) y b(z) polinomios en Z [z] . Pruebe que el contenido de a(x) - b(x) es igual al
contenido de a(z) por el contenido de b(z).

Sea f(x) € Z [z] y sea p(z) el primitivo asociado a f(z). Pruebe que f(x) es irreducible
siy solo si p(z) lo es.

Sea p un numero primo, pruebe que el polinomio x™ — p es irreducible sobre los
racionales.

Utilice el Criterio de Eisenstein, en caso de que se pueda, para decidir si los siguientes
polinomios son irreducibles en Q [z].
a. %+ 10z* — 2523 + 1522 — 10.

b. 2z* + 82% + 622 — 10z + 2.
c. 228 —122* + 62 — 18z — 9.
d. 627 + 142° — 2122 + 28z — 7.

Pruebe que el polinomio 1 + z + 22 + ... + 2?1, donde p es un namero primo, es
irreducible sobre los racionales.
Sugerencia. Considere el polinomio 1 + (z + 1) + (x + 1) + ... + (z + 1)P7 1y
utilice el Criterio de Eisenstein.
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SOLUCIONES DE EJERCICIOS

Capitulo 1

Ejercicios 1.1.1

i ; 11, 10,
a. 6+4 b. 5+ 144 c. 1=+ 170
1 3 5, 15 -
d. 28 + 962 c. 5 §Z f _4 o 72
3 1
2 1 1,1 1 3.
3 a. _5_52 b §+§Z C. _g_gl
’ 1 3 3 1.
d. 71*071*07, c. 754’52
n n
5. Sin=4m,entonces > i¥ =1, sin = 4m + 1, entonces > i¥ =1+ 1;
k=0 k=0
n n
sin = 4m + 2, entonces 3 i* = i; sin = 4m + 3, entonces Y i* = 0.
k=0 k=0
_ 1; 1 _ (7 1z _ (23, 15,
6. a z=1-3, w=3 boz=(HF-1), w=(-8+139).

11. Sugerencia.

Ejercicios 1.1.2

Analiza cuando ¢ > 0y cuando a < 0.

a. +(4+3i) b. i(v2;ﬁ+v2;ﬁi> e (T - )
L.
b (W*jﬂ n \/2;2*@') + (@ + Qz)
2. Sugerencia. Usa la definicién: /z = z <= 22 = 2.
3.a z=(-1+v2)i y z=(-1-v2)i.
b.
— V2 3V2; — V2 _ 32,
C..’E—ﬁ—Fﬁ’L Y x_ﬁ_ﬁl
4. z1=—1 Yy z29=3+1.
5.8 (1+4)'=—4
b. (—i) ' =i

szwwm(;ﬁ 2+\/§—2—ﬁ)i-
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Ejercicios 1.2.1

1. Sugerencia: Analiza geométricamente como pueden ser z y w.

2. Sugerencia: Ve los vectores z y w como dos lados de un triangulo.

Ejercicios 1.2.2

Sugerencia: Usa la definicion de modulo de un complejo.
Sugerencia: Ve simetria respecto a una recta.

Sugerencia: Revisa el circulo unitario.

Sugerencia: Usa la definicion de conjugado.

Sugerencia: Usa las definiciones de modulo y conjugado.
Sugerencia: Escribe z =z —w+wyw =w — 2z + 2.

. - 2
Sugerencia: Recuerda que z - Z = |2]”.

® NNk W

a. Ejereal.

b. Semiplano que estd por debajo de la recta y = 1 (incluyéndola).
c. Rectax =1.

d. Puntos fuera de la circunferencia con centro en (1, 0) y radio 1.
e. Circulo con centro en el origen y radio 2.

9. a. Circunferencia con centro en (1, 0) y radio 3.

b. Exterior del circulo con centro en (1,0) y radio 3.

c. Interior del circulo con centro en (1,0) y radio 3.

d. Circunferencia con centro en (—5,0) y radio 4.

e. Elipse con ecuacion % + % =1

f. Larecta con ecuacion y = —zx.

Ejercicios 1.2.3

1. a 0 b & c. o

d. tg~'(3) =~ TL.57° e. ¢ £
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2. a 4(cosm+isenT) b. 6 (cos 2% +isen 3T
c. cos 5 +isen 3T d. 2(cos LT +isen i)
e. 2(1+cosa) (cos § +iseng) f. cos §+iseny
g V5(cos@+isend), 0=tg~'(3)+m~20657° h. cos 2 +isenZt

3. Sugerencia: usa la formula de De Moivre.

Ejercicios 1.3.1

1. Sugerencia: Considera el complejo cos 6 + i sen 6 y elévalo al cuadrado.
2. cos (40) = cos* (0) — 6cos? (0) sen? (0) + sen (0) .
sen (60) = 6 cos® (0) sen (8) — 20 cos® (0) sen® (0) + 6 cos (0) sen® (0) .

3. Raicessextasde 1: {z=1},{z =3+ 1iv38} {a=—3+3iv3}, {a=-1},
(1=~ 3V} o - b~ 40V}
Raices sextas de —1: {z = 3V3+3i} {z =i}, {z = -1v3+ i},
{(E:—% 3—%2'},{.%:—2'},{.%:% 3_%Z}

4. a z=+(2—1).
b_%:éggew(&ggw)+ﬁ%n@ﬁ%ﬁyn j=0,1,2,3.
c. zj= %(COS (w) +i-sen (@)) J=0,12

d z= (cos (@) +i-sen (%Jrf”)) j=0,1,2,3.

5. Sugerencia: a. Ve que cada una de ellas satisface la ecuacion.

b.. Ve que cada una de ellas satisface la ecuacion y que son distintas.

6. Sugerencia: Sin {k entonces £ # 1y sin|k , entonces ¥ = 1.

7. Sugerencia: Usa forma polar.

8. Sugerencia: ‘z2 + 1‘ < {z2| +1.

9. z1 =144, 2o =1—t,23=—-1+4d, 24 = —1— 1.

16 i :
10 a (1+4)' =256 b () =t +4
34 _ 7421 15540 (6+74)(4—21) 1|
C. ((1—45i)(5+31’)) = T 7026160 1 T026169" d ’ I+2i ‘774-61' =L
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Capitulo 2

Ejercicios 2.1

1. a. f(x)+g(x) =13z — 62% + 23,
b. f(z)+g(x) =143+ Tzt + 52° — 27.
c. [(x)+g(z)=2+22%
d f(z)+g(z)=2®+322+ 72+ 1
2. a. f(z)-g(z) =—32° + 152* — 3923 4 4222.
b. f(z)-g(z) =23+ 52° + 727 + 352% — 210 — 512
c. f(x)-g(x)=1+22%2 4 264,
d. f(z)-g(z)=32"+ Lot — 4% + 822 4 T2 — .

6. Sugerencia:
— Recuerda por qué si D es dominio entero, entonces D [x] también lo es.

— Determina la clase positiva.

Ejercicios 2.2.1

1. a. Cociente 2* — 72 — 1; residuo 49z + 12.
b. Cociente 1; residuo 1.
c. Cociente 2z% — 2z + 137; residuo — %97

d.Cociente 22 — 1; residuo 3.
2. Sugerencia: divide al polinomio 2™+ + 1 entre b (z) .
3. Sugerencia: Revisa la demostracion del teorema en general.

Ejercicios 2.2.2

1. a. Cociente 22 — z; residuo —1.

b. Cociente 23 — 1622 + 34z — 19; residuo 2.

c. Cociente 22 + 622 — 2z + 1; residuo 1.

d. Cociente x® + 1422 + 78x + 305; residuo 1225.

2. b (41 7@+ 1> +19(x+1)° =26 (x + 1) + 15.
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3.8 2(—1) " +14(z 1439z -1 +57(x - )" +47(z — 1)* + 21 (z — 1)* +
11(z—1)+5.

Ejercicios 2.3.2

l. 2 a(z)=d(da(z))

(5) Sugerencia: Usa la definicion.

1 2
3.a. mcd=2%+2, g(z):g, h(a:)——fx+§.
, 1 INag83)
b. med=z*+2zx+1, gz)=—-=, h(z)=-2"—-z—1
3 3 3
4 3 1 1
c. med.=z*—a2—2+1, g(x)=-, h(x):fgx—i—g.
d mecd.=2-v2, g(z)= L , hz)= a
(V2+V3) (V2+3)
1 1
e. mcd =zx+i, g(x):§i, h(ac):—gix.
1 17 7 1 2
f med=z-1 =——z— — =—2?+ —a+ —.
med=z—-3, g(z) 5%~ 5y h(z) 5 % +10x+25

5. Sugerencia: Recuerda que el maximo comiin divisor de dos polinomios es
combinacioén lineal de éstos.

6. Sugerencia: Revisa cuales son las unidades en Z [z] .

a(z)b(x) b(xz) a(zx)
@ ==3m ~ @) =" e
@) =a(@)p(@) = b)) = §Op() = 5O @) = 5 (o)
l(a:):b(a:)zggt(x):m(x)t(x).

9.a. mcm.=z° + 2z% + 2 + 2.

b. mem.= 2% — 23 — 22 4+ 22 + 1.

13. Sugerencia: Analiza qué pasaria si cp (x) fuera reducible.
14. a. irreducible.

b #®+222 42z +1=(z+1) (2? +2+1)

c. irreducible.

d. irreducible.
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e. irreducibe.
15.a. (z— V2) (22 4+ V22 + V4).
b 2 +22?2 +22+1=(z+1) (2 +z+1)
c. (®+V2e+1)(2%—-V2z+1).
d 2t —22-1=

= (o= 1y/@r2vB)) (s 12| (s~ 2y/2-2vB)) (v + 1/ 2 245)

e. lirreducible.

Ejercicios 2.4.1

1. a. Residuo= —1.
b. Residuo = 9.

c. Residuo = 870.

2. a. 22 +ix+2=(v—1)(z+2i)

b 28 —1=(z-1)(z+1) (2> +1) (z*+1)
=(@-1)(z+1)(z+4)(z—19) (z - (3vV2+ 3iv2)) (z - (3v2 - 1iV2))
o~ CHEHN) (e (32 24D

c. t*+z2+l=(a*-z+1)(z®+u+1)=

= (z=(G+31V3)) (=~ (1—%2'\/5))( = (=3 +30V3)) (@ (=5 - 3iV3))

d. 2t —22% — 522 —2r +24 = (z — 2) 3) (2 +3z+4) =
(@=2)(=3)(z— (-3 + Zf))( ( 3 - 3iVT).
e @¥=2=(z=V2) (v - (-3V2+31V3V2)) (v = (3V2 - 3iV372)).
f. 2 =522 -9z +13=(z— 1) (2? — 4z — 13) =
(= 1) (o — (24VTT)) (o (2- VIT))
3. a(z) =2 -1
a a(-1)=(-1)"-1
b. a(i) =cosinm —1+i-seninm.
calz+l)=(@+1)" -1
d a(@z"-1)=(z"-1)" -1
4 a fl@)=(e—i)'(z—a)=
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=25 — 2t (a + 44) + (dic — 6) 2% + 2% (6a + 4i) + 2 (—dia+ 1) — «

b. f(x)=z(xz—-1)(z—2)(z—-3)(z—a) =

=25 — a2t (a+6) + 23 (6a+ 11) — 2% (11a + 6) + 6ax

¢ fa)=(@-1)"(@—i)(z-a)=

= 2% — 2t (a+2i +2) + 2o+ 4i + 2ia) 23 — (dia — 2 + 20) 2% +

(=20 — 1+ 2ia) x + a.
d f@)=@—-i)(@+i)(@e+1)*(z—a)=

=25 -2t (a-2)-2220-2)-222a-2)—2(2a—1) — «
Sugerencia: Recuerda que el conjugado de una suma es la suma de los conjugados y

el conjugado de un producto es el producto de los conjugados.

Ejercicios 2.4.3

D N A o e B e

—_
=

12.

13.
14.
15.

16.

Solucién: {z = —1},{z = -1 + Liy/7}  {z = -1 — 2iV/T}.

Solucién: {z = 3}, {x = %} Az =-3}.

Solucion: {z =2}, {z = 3},{z =-3}.

Solucion: {x = 2}, {x = _%} Az =—1}.

Solucion: {x =4} ,{z = —6},{z =9}.

Solucion: {x = -4}, {z =2}, {z = -T7}.

Solucién: {z =2}, {z =3}, {z=2}.

Solucién: {z = 6}, {z =2}, {z = %} i

Solucién: {z =2},{2 —3v3} {3 +1VB8}yk=2.

P* ¢

L4 =0

27 4

Solucién: {z =1 + 2iV7} {z =3 - Liv7} , {z =3+ 3V5}, {2

Solucién: {z =1}, {z =1}, {z =5}, {z = —V5}.
Solucion: {z =2}, {z =3}, {z=1+i},{z=1—-1}.

Solucion: {x:—1+\/§},{x:—1—\/§},{x:%—&—%i\/g},{x:%—%i\/g}.
Solucion: {z = -1 + 1iv7} {o=-1 - 1iV/7} {o= -3}, {z=-3}.

Ejercicios 2.4.4

1.

Las derivadas de los polinomios son
a. 25z 4+ 223 + 3o —1enQ|a].

b. 42® +2v2zenR[2].
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c. bat —3ix? 4 (6i +4)z++v3enCla].

d. nza" lenQlz].

e. 6(22+1) zenR]z].

f. 1,cona € K (campo), en K [z].

6. Factorizacion de polinomios usando el método de la derivada.

a. z° + 4zt + 723 + 822 + 3x 4+ 2 = 25 + 4a* + T2® + 822 + 3z + 2, es irreducible.

b. d(z) = (25 + 62 + 11z* + 1223 + 1922 + 62 + 9; 62° + 30z + 442> + 3622 + 38z + 6)
=23 +32°+2+3
(d(z);d (x)) = (2 + 322 + v+ 3;322 + 6z + 1) =1
Como —3esraizde d (z),d(z) =2® + 3z +2+3=(z+3) (2 + 1) =
28 4+ 62° + 112t + 1223 + 1922 + 6249 = (2 +3)* (22 +1)° en Qla].

c. (x3+im2+x+i;3x2+2iac+1) =z+1
w —r—i=ad il ta+i= (x4 (x—1)

(z +1)
d. (f(@);f (z) = (z* — 152% — 28z — 12;42® — 30z — 28) =z + 2

2% — 1522 —282— 2
— B2 2 gy 3 [ () = (24 2)° (2 — 42 - 3)

= f(@)=(@+2)"(z- 2+V7) (z = (2-V7)).

e. f(z)=a+(2v2+v3)a?+ (2+2V6)z+2V3
(f(2);f' (@) = (2+V2) = f(2) = (z+v2)" (& +V3).

f fl@y=z*+z3+z+1
(f(x);f’(w)):x+1:>f(x):(x+1)2(9:27x+1) yaque x> —x + 1es
irreducible en Q [z].

7. Usa que (a (z);a (m)) = 1 para probar que los siguientes polinomios no son
irreducibles en Q[x].
a. f(z)=a*+223+322 + 22 +1
(f(x); f' () =22 +2+1# 1= f(z)no es irreducible.
b. f(z) =423+ 1622 + 21z +9
(f(x); f'(z)) =342z #1 = f (2) no es irreducible.
c. fx)=ab4+a*—22-1

fl@) _ 1,y zet-ge?ol F@) gy oy 162°+16z.  a'-207-3 _
f'(z) 6 6x54+4x3—2x° 24—222-3 x4 —2x2-3° 34

o B8 T g (f(2) ' (2) = 2%+ L.
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:>f(x):(m2+1)2(x2—1):(xz—i—l)Z(x—l)(m—l—l).

8. b(m)z‘ a(z) <= b(z)|d () = b(z)|(a(z);ad ().

9. Multiplicidad de factores en a (x) usando (a (z);a’ (x)) .
a. (#*+ 2% +2? + 2+ 1;42° + 322 + 204+ 1) = 1 = a(z) no tiene factores
miltiples en Q [x].

(2% + 22 — 1;32% + 2) = 1 = a (2) no tiene factores multiples en Q [z].
(z" — 1;nz" ') = 1 = a(z) no tiene factores multiples en Q [z].

d. (2° 4 32? + 2z — 4;52" 4 62 + 2) = 1 = a (2) no tiene factores multiples en
Q[z].

Ejercicios 2.5.1
2. Sugerencia: Recuerda como son los irreducibles en R [z].
4.a. (2% + 627 — 24z + 160) = (z — (2 — 20v/3)) (2% + 2 (8 — i2V/3) — 20 — 20iV/3) =
= (z — (2—-2iV3)) (z — (2+2iV3)) (z + 10).
b 34+ (1-20)22—(1+2)z—1=@—-a)l (-5 =
+(1-2)a? = (1+2i)z—1=2°—22(B+20a) +z (208 + o?) — a?f =
6+2a=—(1—2z’)
208 +a?=—-(1+2i) p=a=iyB=-1.
a?p=1
c. B =3t 4423 —dz+4=(z—(140) (- (1-19)(x+1)
5.a. a(z) =25+ (5+1i)x* + (25 + 5i) 23 — (55 + 25i) 2% + (34 + 55i) x — 34i
b. a(z) = 2% — 3iz? — 3z + .
c. a(xr)=a*—-22%+322—-22x+2
d b=-11, c=20.
6. Sugerencia: Usa el Teorema Fundamental del Algebra y el ejercicio (8) de 2.4.1.

8. Las raices son: —1.0203 + 0.17343¢ —0.61631 — 1.0371z —0.456 + 0.49029:
0.15289 + 1.0878: 0.7486 — 1.0078  1.1911 + 0.29342:

Ejercicios 2.5.2

1. a. % b.

wN

d. No tiene raices racionales e. No tiene raices racionales f. 5
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Sa. 2t —1=@x—-1)(z+1) (2 +1)
b 20* -2+ 22 +2—-1=02z-1) (2 +z +1)
c. #t4+a2?+1=(22—2+1) (22 +z+1)
d. 2° +2* — 62° — 1622 + 152 + 30 = 2° + 2* — 623 — 1622 + 15z + 30.

Ejercicios 2.5.3

6. (a) y (d) son rreducibles por el Criterio de Einsenstein.
(b) y (¢) no se puede saber si son irreducibles con el Criterio de Einsenstein.

7. Sugerencia: Prueba que en el polinomio 1+ (z +1) 4 (z + 1)2 + ... + (z + 1)"*
el coeficiente de 2% es Zi;i (f) = (ifl), V0 <i<p-—1yvequese cumplen las
hipoétesis del Criterio de Eisenstein con el numero primo p.
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