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Prólogo

Este documento constituye un material de apoyo para el cursode Cálculo III para
las carreras de Economía y Dirección Financiera en el ITAM. Se trata de una
recopilación de mis notas de clase, con el fin de agilizar la discusión de los temas
en el aula. El material se presenta en estricto apego al ordendel temario vigente,
aunque claramente es discutido bajo un enfoque personal y enun lenguaje sencillo,
a veces coloquial.

Estas notas no pretenden sustituir la lectura de la bibliografía seleccionada para
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de documentos y libros escritos por mis colegas y amigos del Departamento de
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Jarabo García, estudiante de Economía, quien prestó su Servicio Social elaborando
una parte del material gráfico de este texto.

Se espera que el estudiante resuelva una gran variedad de ejercicios sobre
el tema, que no han sido incluidos en este documento debido a su extensión.
Al respecto, el estudiante puede utilizar el documento de trabajoCálculo III,
Cuaderno de Ejercicios, Lorena Zogaib, Departamento de Matemáticas, ITAM,
enero 7 de 2013. Mi agradecimiento a Angélica Martínez Leyva, estudiante de
Economía y Ciencia Política, quien prestó su Servicio Social transcribiendo a Latex
el cuaderno de ejercicios del curso. El material gráfico de ese cuaderno estuvo a
cargo de Rigel. Ellas dos realizaron una linda y útil aportación a la comunidad
ITAM.

Agradezco todas las sugerencias y correcciones que he recibido de mis colegas
y varias generaciones de estudiantes. De antemano ofrezco una disculpa al lector
por los errores y omisiones que encuentre en este texto. Siempre serán bienvenidas
las correcciones y comentarios que me hagan llegar.

Lorena Zogaib
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Capítulo 1
Integración

1.1 Integral indefinida. Integración por sustitución

1.1.1 Antiderivada. Integral indefinida

Dada una función diferenciableF (x), su derivadaf(x) = dF (x)/dx es una
función continua (no necesariamente diferenciable) que representa la razón
de cambio instantánea deF en cada punto interiorx de su dominio. Ésta se
define como la pendiente de la recta tangente a la curvay = F (x) en el punto
(x, F (x)), como se ilustra en las siguientes gráficas. La gráfica superior
muestra una función diferenciabley = F (x), cuya derivada es la función
continuay = f(x) = dF (x)/dxmostrada en la gráfica inferior.
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Capítulo 1 Integración

En muchas aplicaciones nos interesa resolver el problema inverso, a saber, dada
una función continuaf buscamos una función diferenciableF cuya derivada sea
f . En ese caso, decimos queF es unaantiderivadadef .

Definición. Se dice que la función diferenciableF es unaantiderivadao
primitiva de la función continuaf en un intervalo abiertoI si, para todox ∈ I,

dF (x)

dx
= f(x).

Por ejemplo, una antiderivada de la función continuaf(x) = 2x es la función
F (x) = x2, ya quedx2/dx = 2x. Nota que ésta no es la única antiderivada def ,
ya que también las funcionesF (x) = x2 + 1 o F (x) = x2 − 5 tienen por derivada
2x. De hecho, el conjunto de antiderivadas def(x) = 2x es infinito, ya que para
cualquier constanteC se satisfaced (x2 + C) /dx = 2x. Así, x2 + C representa el
conjunto de todas las antiderivadas de la funciónf(x) = 2x. A esta familia infinita
de antiderivadas se le conoce como laintegral indefinidadef .

Definición. La integral indefinida de la función continuaf(x) con respecto ax
se denota por

�
f(x)dx y representa el conjunto de todas las antiderivadas def . En

ese caso escribimos �
f(x) dx = F (x) + C,

en dondeC es una constante arbitraria yF es tal quedF (x)/dx = f(x). El
símbolo

�
se conoce comosigno de integral, la funciónf es elintegrandoy x es

la variable de integración.

Por ejemplo, comoF (x) = x2 es una antiderivada def(x) = 2x, por lo tanto la
integral indefinida def con respecto ax es

�
2x dx = x2 + C.

Pero también pudimos haber seleccionado aF (x) = x2 + 1 como antiderivada de
f , obteniendo

�
2x dx =

�
x2 + 1

�
+ C

= x2 + (C + 1)

= x2 + C
′
,
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1.1 Integral indefinida. Integración por sustitución

conC ′ = C + 1. En realidad, ambos resultados representan la misma familiade
funciones (C y C ′ son arbitrarias). El primer resultado es más simple.

A partir de la definición de integral indefinida, debe resultar claro que
�
dF (x)

dx
dx = F (x) + C y

d

dx

�
f(x) dx = f(x).

Ejemplos:

1.
�
r′(θ) dθ = r(θ) + C.

2.
d

dt

�
e
√

t dt =e
√

t.

Propiedades de la integral indefinida

Si f(x) y g(x) son funciones continuas yk ∈ R, entonces

1.
�
[kf(x)] dx = k

��
f(x) dx

�
.

2.
�
[f(x) + g(x)] dx =

�
f(x) dx+

�
g(x) dx.

Ejemplo:
�

[ 5f(x)−1

3
g(x) ] dx = 5

�
f(x) dx−1

3

�
g(x) dx.

Cuidado:
�
(fg)dx �=

��
fdx

� ��
gdx
�

y
�
(f/g) dx �=

��
fdx

�
/
��
gdx
�
.

Algunas fórmulas de integración directa

1.
�
dx = x+ C.

2.
�
xn dx =

xn+1

n+ 1
+ C , n �= −1.

3.
�
x−1 dx =

� dx
x
= ln |x|+C , x �= 0.

4.
�
senx dx = − cosx+ C.

5.
�
cosx dx = sen x+ C.

6.
�
sec2 x dx = tan x+ C.

7.
�
csc2 x dx = − cot x+ C.

8.
�
secx tanx dx = secx+ C.

9.
�
cscx cot x dx = − cscx+ C.

10.
�
ex dx = ex+C.

11.
�
ax dx =

1

ln a
ax+C, a > 0, a �= 1.
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Capítulo 1 Integración

Ejemplos:

1.
� 4x

√
x3

x5
dx = 4

�
x
−5/2

dx = 4

�
x−3/2

−3/2

�
+C = −8

3
x−3/2 + C.

2.
�
[
√
5 +

	√
t] dt =

�
[
√
5 + t1/4] dt =

√
5 t+

t5/4

5/4
+ C =

√
5 t+

4

5
t5/4 + C.

3.
�
3x dx =

1

ln 3
3x + C.

4.
� sen x
cos2 x

dx =
� � 1

cosx

�
sen x
cos x

�
dx =

�
secx tanx dx =secx+ C.

5.
�
(ln(2x)− ln x) dx =

�
ln
�
2x
x

�
dx =

�
ln 2 dx = ln 2

��
dx
�
= x ln 2 + C.

Es importante observar que la integral indefinida siempre debe contener la
constante de integraciónC. Esta constante indica que la integral indefinida
representa una infinidad de funciones, o familia de curvas solución, que poseen la
misma pendiente en cada punto de su dominio. Por ejemplo, la familia de curvas
y(x) cuya pendiente en cada puntox es

dy

dx
= 2x

está dada por

y(x) =

�
dy

dx
dx =

�
2x dx = x2 + C,

que representa una infinidad de parábolas desplazadas verticalmente, como se
muestra en la siguiente figura.

Sólo cuando se desea seleccionar la curva particular de la familia que pasa por un
punto dado(x0, y0) entonces la constanteC deja de ser arbitraria, para tomar un
valor específico. A esto se le conoce como unproblema de valores iniciales. Por
ejemplo, nos preguntamos cuál es la curvay(x) cuya pendiente en cada puntox es
dy/dx = 2x y que además pasa por el punto(1, 2). Es decir, buscamos una función
y(x) tal que

y′(x) = 2x, y(1) = 2.
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1.1 Integral indefinida. Integración por sustitución

Sabemos que la solución a la ecuacióny′(x) = 2x es la familia de curvas
y(x) = x2 + C. Como

y(1) = 12 + C = 2,
por lo tantoC = 1. Así, la curva que satisface las condiciones anteriores es

y(x) = x2 + 1.

Un problema de valores iniciales puede involucrar derivadas de orden superior.
En ese caso, cada integral indefinida tiene asociada una constante de integración
diferente. Para determinar el valor de todas esas constantes será necesario
especificar un número de condiciones iniciales igual al orden de la derivada mayor.
Así, por ejemplo, buscamos una funcióny(x) tal que

y′′(x) = 6x, y(0) = −2, y′(0) = 1.

Para ese fin, llevamos a cabo la primera integración, obteniendo

dy

dx
=

�
d2y

dx2
dx

=

�
6x dx

= 3x2 + C1,

Integrando nuevamente, se tiene

y(x) =

�
dy

dx
dx

=

�
(3x2 + C1) dx

= x3 + C1x+ C2.

Por último, para determinar los valores deC1 y C2 utilizamos las condiciones
iniciales dadas, es decir,

y(0) = −2 = (0)3 + C1 (0) + C2

y′(0) = 1 = 3 (0)2 + C1

obteniendoC1 = 1 y C2 = −2. De esta manera, la solución a la ecuación
y′′(x) = 6x con los valores iniciales dados es

y(x) = x3 + x− 2.
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Capítulo 1 Integración

1.1.2 Integración por sustitución

El método de integración por sustitución se utiliza cuando el integrando es la
derivada de una composición de funciones. La idea es introducir un cambio de
variable en la integral original, que presenta una forma relativamente compleja,
con el fin de convertirla en una integral directa o, al menos, más manejable. Por
ejemplo, compara las siguientes integrales

�
sen x dx vs

�
sen (x2) 2x dx.

La integral de la izquierda es una integral directa de la forma
�
f(x)dx, con

f(x) = sen x, dada por
�
sen x dx = − cosx+ C.

En contraste, la integral de la derecha es de la forma
�
f(g(x)) g′(x) dx, en donde

el integrando es la derivada de la composiciónf(g(x)), conf(g(x)) = sen g(x)
y g(x) = x2. En ese caso, resulta natural proponer la sustituciónu = x2. De este
modo, tenemos

u = x2 ⇒ du = d(x2) = 2x dx
y la integral original se reduce a

�
sen (x2) 2x dx =

�
sen u du = − cosu+ C = − cos(x2) + C.

Método de sustitución para integrales indefinidas.Seau = g(x), cong

diferenciable, y seanf y F tales quef(u) =
dF (u)

du
. Entonces

�
f(g(x)) g′(x) dx =

�
f(g(x)) dg(x) =

�
f(u) du = F (u) + C = F (g(x)) + C.

Ejemplo:

Determina
� √

2 + 5x dx.

Para ello, proponemosu = 2 + 5x. En ese caso,

u = 2 + 5x ⇒ du = d(2 + 5x) = 5 dx.
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1.1 Integral indefinida. Integración por sustitución

Observamos que en el integrando hace falta un factor5 para completar la
diferencialdu. Como se trata de un factor constante, podemos multiplicar ydividir
la integral por5, de donde

� √
2 + 5x dx =

�
1

5

�� √
2 + 5x (5 dx)

=
1

5

�
u1/2 du

=
1

5

�
u3/2

3/2

�
+ C

=
2

15
u3/2 + C

=
2

15
(2 + 5x)3/2 + C.

Observa que a partir del tercer renglón también pudimos haber escrito
1
5



u3/2

3/2
+ C

�
= 2

15
(2 + 5x)3/2 + 1

5
C, que es equivalente al resultado obtenido.

Este método no es útil cuando se tiene una integral de la forma
�
f(g(x)) dx

en donde falta el factorg′(x) en el integrando, salvo queg′(x) sea una constante,
como en el ejemplo anterior. Por ejemplo, considera la integral

�
sen (x2) dx

y vuelve a intentar el cambio de variableu = x2. Notarás que
�
sen (x2) dx =

�
sen u dx =

�
sen u

du

2x
=

�
senu

du

2
√
u
=etc,

que contiene variables mezcladas, por lo que no puede integrarse ni con respecto a
x ni con respecto au.

El método de sustitución puede complementarse con algún otro método, o con
el uso de identidades matemáticas y trucos varios. Por ejemplo, considera las
integrales

�
sen2x dx y

�
cos2 x dx. Sabemos que éstas no son directas, ya que las

funcionessen2x y cos2 x no poseen una antiderivada simple. Por esta razón, es útil
utilizar las siguientes identidades trigonométricas (¿sabes cómo deducirlas?)

sen2 x =
1− cos(2x)

2
, cos2 x =

1 + cos(2x)

2
.

Con la primera de éstas encontramos
�
sen2x dx de la siguiente manera

�
sen2 x dx=

�
1− cos(2x)

2
dx =

�
1

2
dx−

�
cos(2x)

2
dx.
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Capítulo 1 Integración

Introduciendo el cambio de variableu = 2x se tiene

u = 2x ⇒ du = d(2x) = 2 dx,

de modo que
�
sen2 x dx =

�
1

2
dx− 1

2

�
cos(2x)

2
(2 dx)

=
1

2

�
dx− 1

4

�
cosu du

=
1

2
x− 1

4
sen u+ C

=
x

2
− sen (2x)

4
+ C .

Invitamos al entusiasta lector a demostrar que
�

cos2 x dx =
x

2
+
sen (2x)

4
+ C .

Con estas dos nuevas fórmulas, ampliamos nuestra tabla anterior, ahora adaptada
al caso general de integrales por sustitución.

Algunas fórmulas de integración por sustitución

Seau = g(x), cong una función diferenciable. Entonces,

1.
�
du = u+ C.

2.
�
un du =

un+1

n+ 1
+ C , n �= −1.

3.
�
u−1 du =

� du
u
= ln |u|+C, u �= 0.

4.
�
sen u du = − cosu+ C.

5.
�
cosu du = sen u+ C.

6.
�
sec2 u du = tan u+ C.

7.
�
csc2 u du = − cot u+ C.

8.
�
secu tan u du = secu+ C.

9.
�
cscu cot u du = − cscu+ C.

10.
�
sen2u du =

u

2
− sen (2u)

4
+ C.

11.
�
cos2 u du =

u

2
+
sen (2u)

4
+ C.

12.
�
eu du = eu+C.

13.
�
au du =

1

ln a
au+C, a > 0, a �= 1.
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1.2 Sumas finitas. Sumas de Riemann. Integral definida

Ejemplos:

1.
�
e(2−3x)/4 dx.

Seau = 2−3x
4

, de modo quedu = −3
4
dx.

∴
�
e(2−3x)/4 dx =

�
−4
3

� �
e(2−3x)/4

�
−3
4
dx
�
= −4

3

�
eu du

= −4
3
eu + C = −4

3
e(2−3x)/4 + C.

2.
� ln (2x)

x
dx.

Seau = ln (2x), de modo quedu = dx
x
.

∴
� ln (2x)

x
dx =

�
ln (2x)

�
1
x
dx
�
=
�
u du = u2

2
+ C = ln2(2x)

2
+ C.

3.
�
3cos x senx dx.

Seau = cos x, de modo quedu = −senx dx.

∴
�
3cos x senx dx = −

�
3cos x (−sen x) dx = −

�
3u du = − 1

ln 3
3u + C

= − 1

ln 3
3cos x + C.

4.
�
e2x
√
1− e2x dx.

Seau = 1− e2x, de modo quedu = −2e2x dx.

∴
�
e2x
√
1− e2x dx =

�
−1

2

�� √
1− e2x (−2e2x) dx =− 1

2

� √
u du

= −1

2

�
u3/2

3/2

�
+ C = −1

3
(1− e2x)3/2 + C.

1.2 Sumas finitas. Sumas de Riemann. Integral definida

1.2.1 Sumas finitas

Definición. Seank0, n ∈ Z, conk0 ≤ n. Unasuma finitaes una expresión de la
forma

n�

k=k0

ak = ak0 + ak0+1 + ak0+2 + . . .+ an,

en dondek = k0, k0 + 1, . . . , n se denomina elíndicede la sumatoria,ak es el
k-ésimo término, k0 es elíndice inferiory n el índice superiorde la sumatoria.

13



Capítulo 1 Integración

Los siguientes ejemplos ilustran la notación:

1.
4

k=−1
k = −1 + 0 + 1 + 2 + 3 + 4 = 9.

2.
3

k=1

(−1)kk2 = (−1)112 + (−1)222 + (−1)332 =− 1 + 4− 9 = −6.

3.
n

k=0

3k = 1 + 3 + 32 + . . .+ 3n−1 + 3n.

4.
4

k=1

1 = 1 + 1 + 1 + 1 = 4.

5.
n

k=1

1 = 1 + 1 + . . .+ 1 = n.

6.
n

k=1

x2k∆xk = x21∆x1 + x
2
2∆x2 + . . . + x

2
n∆xn.

Nota que en la suma
n

k=k0

ak el resultado final no depende del índicek. Esto

significa quek es un índice mudo, por lo que puedes reemplazarlo por cualquier
otra letra, con excepción dek0 y n. Así, por ejemplo,

n�

k=n−2
ak =

n�

i=n−2
ai =an−2 + an−1 + an.

Asimismo, un mismo resultado puede expresarse de dos maneras aparentemente
distintas mediante un cambio de índices, como se muestra en el siguiente ejemplo
(l ≥ i):

l�

k=i

F (k) =
l−i�

j=0

F (j + i) =F (i) + F (i+ 1) + . . .+ F (l).

Propiedades de la sumatoria

Seank0, n ∈ Z, conk0 ≤ n, y seac ∈ R. Entonces

1.
n

k=k0

c = c(n− k0 + 1).

2.
n

k=k0

cak = c
n

k=k0

ak.

3.
n

k=k0

(ak + bk) =
n

k=k0

ak +
n

k=k0

bk.

14



1.2 Sumas finitas. Sumas de Riemann. Integral definida

Ejemplo:

5�

k=3

(2k + 4) = 2
5�

k=3

k +
5�

k=3

4 = 2(3 + 4 + 5) + (4 + 4 + 4) = 36.

Fórmulas de sumatorias especiales(k0 = 1)

Sean ∈ Z, conn ≥ 1. Entonces

1.
n

k=1

k =
n(n+ 1)

2
.

2.
n

k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

3.
n

k=1

k3 =

�
n(n+ 1)

2

�2
.

Ejemplo:

100�

k=1

(k + 2)(k − 5) =
100�

k=1

k2 − 3
100�

k=1

k−
100�

k=1

10

=
100(100 + 1)(2(100) + 1)

6
− 3(100)(100 + 1)

2
− 10(100)

= 322 200.

Además de las anteriores, existen otras sumatorias especiales, que revisten de
gran interés debido a sus aplicaciones prácticas. Una de ellas, posiblemente la más
importante y útil, es la suma geométrica, que presentamos a continuación.

Definición. Sean ∈ Z, conn ≥ 1. Unasuma geométricaes una expresión de la
forma

n�

k=1

rk−1 = 1 + r + r2 + . . . + rn−1,

conr ∈ R una constante.

Para encontrar el valor de la suma geométrica, primero nota que sir = 1,
entonces

n�

k=1

1k−1 = 1 + 1 + 1 + . . .+ 1 = n.
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Capítulo 1 Integración

Ahora procedemos a determinar
n�

k=1

rk−1 parar �= 1. Para ello es conveniente

denotar la suma comoSn =
n�

k=1

rk−1, es decir,

Sn = 1 + r + r2 + r3 + · · ·+ rn−2 + rn−1.
Luego utilizamos el truco de multiplicarSn por r

rSn = r + r2 + r3 + r4 + · · ·+ rn−1 + rn,

de modo que la substracciónSn − rSn se convierte simplemente en

Sn − rSn = 1− rn,

o bien, factorizandoSn en el lado izquierdo,

(1− r)Sn = 1− rn.

Por último, como hemos supuestor �= 1, en esta última ecuación podemos despejar
Sn, obteniendo

Sn =
1− rn

1− r .
Concluimos que

n�

k=1

rk−1 =
1− rn

1− r , r �= 1.

Ejemplos:

1.
20�

k=1

�
1

2

�k−1
= 1+

�
1

2

�
+

�
1

2

�2
+ · · ·+

�
1

2

�19
=

1−
�
1
2

�20

1−
�
1
2

� = 2
�
1− 1

220

�
.

2.
10�

k=1

�
−1

2

�k−1
= 1−

�
1

2

�
+

�
1

2

�2
−· · ·−

�
1

2

�9
=

1−
�
−1
2

�10

1−
�
−1
2

� = 2
3

�
1− 1

210

�
.

3.
97�

k=1

3k−1 = 1 + 3 + 32 + · · ·+ 396 =
1− 397

1− 3
= −1

2
[1− 397] .

4. El precio actual de un bono cuponado está dado porp =
N−1�

t=1

cβt +K, en donde

c es el valor del cupón,0 < β < 1 es una tasa de descuento,K es un valor
terminal (valor nominal) yN > 2. En este caso, el valor de la suma es

p = cβ
N−1�

t=1

βt−1 +K = cβ

�
1− βN−1

1− β

�
+K.
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1.2 Sumas finitas. Sumas de Riemann. Integral definida

Además de la suma geométrica, otro tipo de suma de interés es la familia
denominada como sumas telescópicas, definidas a continuación.

Definición. Seank0, n ∈ Z, conk0 ≤ n. Unasuma telescópicaes una expresión
de la forma

n�

k=k0

(ak+1 − ak).

Como una suma telescópica involucra la resta de elementos consecutivos, casi
todos los términos se irán cancelando en parejas, sobreviviendo sólo dos de ellos,
es decir,

n�

k=k0

(ak+1 − ak) = (ak0+1 − ak0) + (ak0+2 − ak0+1) + (ak0+3 − ak0+2)

+ . . .+ (an − an−1) + (an+1 − an)

= an+1 − ak0 .

Así, por ejemplo,
n�

k=1

�
(k + 1)2 − k2

�
=

�
22 − 12

�
+
�
32 − 22

�
+
�
42 − 32

�

+ . . .+
�
n2 − (n− 1)2

�
+
�
(n+ 1)2 − n2

�

= −12 + (n+ 1)2 .

1.2.2 Sumas de Riemann

Las sumas finitas pueden utilizarse para aproximar el áreaA bajo una curva
y = f(x) en un intervalo[a, b], conf una función no negativa, f ≥ 0, y acotada.
La idea es aproximar esa área por la sumaSP de las áreas de muchos rectángulos
delgados, como lo muestra la siguiente figura.
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Capítulo 1 Integración

La base de los rectángulos se obtiene construyendo una particiónP del intervalo
[a, b] en n subintervalos. Para ello, se seleccionan − 1 puntos interiores
x1, x2, . . . , xn−1 en [a, b] tales quea = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b.
La particiónP = {x0, x1, x2, . . . , xn−1, xn} define entonces una familia den
subintervalos[x0, x1] , [x1, x2] , . . . , [xn−1, xn], con longitud∆xk = xk − xk−1,
para cadak = 1, . . . , n.

Para determinar la altura delk-ésimo rectángulo se selecciona un punto arbitrario
ck ∈ [xk−1, xk] en el subintervalo correspondiente, de modo que su altura estará
dada por el valor de la función,f(ck), en ese punto. Así, el rectángulo tiene por
base el subintervalo[xk−1, xk] en el ejeX, y por alturaf(ck), de modo que su área
esf(ck)∆xk. Al sumar losn productosf(ck)∆xk obtenemos finalmente el área
totalSP del conjunto de rectángulos, es decir,

SP =
n

k=1

f(ck)∆xk.

Esto es lo que se conoce como unasuma de Riemannparaf en el intervalo[a, b] .

El valorSP de una suma de Riemann para aproximar el áreaA bajo una curva
y = f(x) depende del númeron de subintervalos considerados, así como de las
longitudes∆xk de los subintervalos. Asimismo, la selección de los númerosck en
cada subintervalok determinará si los rectángulos correspondientes quedaránpor

18



1.2 Sumas finitas. Sumas de Riemann. Integral definida

debajo, por encima, o cruzando la curva.

A medida que se refina la particiónP se incrementa el número de intervalos
y los rectángulos se adelgazan. Si la funciónf es lo suficientemente "decente",
entonces es de esperarse que la sumaSP aproxime con mayor exactitud el valor
del áreaA, sin importar si los rectángulos van por debajo o por encima de la curva.
En ese caso, es posible demostrar que en el límite cuando el tamaño de la partición
tiende a cero,||P || → 0, el valor de la suma infinita es independiente tanto de
la partición utilizada como de la selección de los puntosck. Su valor es único y
coincide precisamente con el áreaA, es decir,

A = ĺım
||P ||→0

SP = ĺım
n→∞

n�

k=1

f(ck)∆xk.

A este límite, cuando existe, se le conoce como integral definida def entrex = a

y x = b y se denota por
� b

a
f(x)dx. La notación en términos del signo de integral

se hará evidente en la sección 1.3, cuando estudiemos el Teorema Fundamental del
Cálculo.

Definición. La integral definidadef entrex = a y x = b es el límite

b�

a

f(x) dx = ĺım
||P ||→0

n�

k=1

f(ck)∆xk,

cuando este límite existe. En ese caso, se dice que la funciónf es integrableo
Riemann integrable.

Ejemplo:

Expresa el límite ĺım
||P ||→0

n

k=1

(2ck − 5)3∆xk como una integral definida, siP

denota una partición del intervalo[0, 2].
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Capítulo 1 Integración

En este caso,f(x) = (2x− 5)3, de modo que

ĺım
||P ||→0

n�

k=1

(2ck − 5)3∆xk =

2�

0

(2x− 5)3dx.

El límite ĺım
||P ||→0

n

k=1

f(ck)∆xk no siempre existe, es decir, no toda función es

Riemann integrable. El siguiente teorema establece una condición suficiente para
que ese límite exista.

Teorema.Toda función continua es Riemann integrable. Esto es, si unafunción
f es continua en un intervalo[a, b], entonces existe su integral definida sobre[a, b] .

La condición de que la funciónf sea continua en un intervalo cerrado te
garantiza quef siempre alcanza sus valores mínimo y máximo en ese intervalo.
De esta manera, la función alcanzará un valor máximo, maxk, y un valor mínimo,
mink, en cada subintervalok. La suma de los productosmı́nk△xk asociados con
los valores mínimos es el número

L = min1△x1 + min2△x2 + . . .+ minn△xn,

conocido como lasuma inferiordef en la particiónP, que representa el área de
los rectángulos que están por debajo de la gráficay = f(x).

Asimismo, la suma de los productos maxk△xk asociados con los valores máximos
de la función es el número

U = max1△x1 + max2△x2 + . . .+ maxn△xn,
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1.2 Sumas finitas. Sumas de Riemann. Integral definida

conocido como lasuma superiordef en la particiónP , que representa el área de
los rectángulos que están por encima de la gráficay = f(x).

De esta manera, los númerosL y U constituyen una cota para la suma de Riemann,
es decir,

L ≤
n�

k=1

f(ck)∆xk ≤ U.

La diferenciaU − L es por tanto un número no negativo, que representa el área de
los bloquecitos mostrados en la siguiente figura.

A medida que�P� → 0 los bloquecitos se vuelven más numerosos, estrechos y
chaparritos, de modo que la diferenciaU − L se hace cada vez más pequeña, es
decir,

ĺım
||P ||→0

(U − L) = 0,

o bien,
ĺım

||P ||→0
L = ĺım

||P ||→0
U.

En ese límite, se satisface entonces

ĺım
||P ||→0

L = ĺım
||P ||→0

n�

k=1

f(ck)∆xk = ĺım
||P ||→0

U,

de modo que cuando�P� → 0 el valor de la suma de Riemann
n

k=1

f(ck)∆xk

coincide tanto con el de la suma inferiorL como con el de la suma superior
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Capítulo 1 Integración

U , independientemente de la partición utilizada y de la selección de los valores
representativosck. La función es, por tanto, Riemann integrable.

Cuando una función es discontinua no se garantizan las condiciones del teorema
anterior, de modo que ésta puede o no ser integrable. Un lindoejemplo al respecto
está dado por la función discontinua

f(x) =

�
1, si x es racional,
0, si x es irracional,

en el intervalo[a, b] . En ese intervalo

U =
n�

k=1

maxk ∆xk =
n�

k=1

1 ·∆xk = b− a,

L =

n�

k=1

mı́n k ∆xk =
n�

k=1

0 ·∆xk = 0,

de modo que
ĺım

||P ||→0
U �= ĺım

||P ||→0
L.

Concluimos quef no es Riemann integrable.

Existen funciones discontinuas que sí son Riemann integrables, como son las
funcionescontinuas por tramos. En este caso, la integral definida sobre el intervalo
[a, b] puede escribirse como la suma de integrales sobre los subintervalos de[a, b]
en los que la función es continua. Así, por ejemplo, si

f(x) =






f1(x), a ≤ x < c
f2(x), c ≤ x ≤ d
f3(x), d < x ≤ b

conf2(c) �= ĺım
x→c

f1(x) y f2(d) �= ĺım
x→d
f3(x), entonces

� b

a

f(x)dx =

� c

a

f1(x)dx+

� d

c

f2(x)dx+

� b

d

f3(x)dx.

22



1.2 Sumas finitas. Sumas de Riemann. Integral definida

La integral definida
� b

a
f(x)dx representa un área sólocuandof ≥ 0.

Cuandof puede tomar valores negativos a lo largo del intervalo[a, b] la integral
definida pierde su significado geométrico de área, convirtiéndose en una suma
de contribuciones, que puede tomar un valor positivo, negativo o inclusive cero,
dependiendo del signo de los productosf(ck)∆xk.

b�

a

f(x) dx > 0
b�

a

f(x) dx < 0
b�

a

f(x) dx = 0

También observa que si el intervalo de integración[a, b] se recorre en sentido
inverso, es decir deb haciaa, conb > a, entonces∆xk ≤ 0 y el signo de la integral

se invierte. Así, por ejemplo, paraf ≥ 0 se tiene
a�

b

f(x) dx < 0.

a�

b

f(x) dx < 0

23



Capítulo 1 Integración

Los siguientes ejemplos ilustran cómo utilizar las sumas deRiemann para
determinar el área bajo una función no negativaf ≥ 0 en un intervalo dado[a, b].
Por simplicidad, en todos los casos supondremos que los subintervalos están
igualmente espaciados, es decir,

∆xk ≡ ∆x =
b− a
n
,

y tomaremos comock al punto final del correspondiente subintervalok, es decir,

ck = a+ k ∆x,

como se ilustra en la siguiente figura.

Ejemplos:

1. Encuentra la integral definida de la función constantef(x) = C en el intervalo
[a, b], conC > 0, b > a.

Aquí f(ck) = C, y nota que∆x no depende dek. De esta manera,

b�

a

C dx = ĺım
||P ||→0

n

k=1

C ∆x

= ĺım
n→∞

C (∆x)
n

k=1

1

= ĺım
n→∞

C (∆x)n

= ĺım
n→∞

C

�
b− a
n

�
n

= ĺım
n→∞

C (b− a) = C(b− a).

ComoC > 0, nota queC(b − a) representa el área del rectángulo entre
f(x) = C y el ejex, en el intervalo[a, b].
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1.2 Sumas finitas. Sumas de Riemann. Integral definida

2. Encuentra la integral definida def(x) = x en [a, b], conb > a > 0.

Aquí f(ck) = ck. De esta manera,

b�

a

x dx = ĺım
||P ||→0

n

k=1

ck ∆x

= ĺım
n→∞

n

k=1

(a+ k∆x) ∆x

= ĺım
n→∞

�
a (∆x)

n

k=1

1 + (∆x)2
n

k=1

k

�

= ĺım
n→∞

�
a (∆x)n+(∆x)2

n(n+ 1)

2

�

= ĺım
n→∞

�

a

�
b− a
n

�
n+

�
b− a
n

�2
n(n+ 1)

2

�

= ĺım
n→∞

�
a(b− a) + (b− a)2

2

(n+ 1)

n

�

= a(b− a) + (b− a)2
2

=
b2

2
− a

2

2
.

Aquí
b2

2
− a

2

2
representa el área del trapecio entref(x) = x y el ejex, en el

intervalo[a, b] dado.

3. Encuentra la integral definida de la funciónf(x) = x2 en el intervalo[a, b], con
b > a > 0.

Aquí, f(ck) = (ck)
2 . De esta manera,

b�

a

x2 dx = ĺım
||P ||→0

n

k=1

(ck)
2 ∆xk

= ĺım
n→∞

n

k=1

(a+ k∆x)2∆x

=
b3

3
− a

3

3
.

Aquí se han omitido todos los pasos intermedios, con la esperanza de que el
lector, ávido de conocimiento, los lleve a cabo.
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Capítulo 1 Integración

En el siguiente par de ejemplos hay que proceder al revés, es decir, te dan la
suma de Riemann y te piden reconocer de qué integral se trata.Para ello, recuerda
que

b�

a

f(x) dx = ĺım
∆x→0

n�

k=1

f(ck)∆x, ck = a+ k ·∆x, ∆x =
b− a
n
.

Ejemplos:

1. Expresaĺım
n→∞

n

k=1

sen

�
kπ

n

�
·

π
n

�
como una integral definida.

En este ejemplo, la respuesta es bastante directa. Seack =
kπ

n
. Se tiene

ck =
kπ

n
=⇒ f (ck) = sen (ck) .

Como

ck =
kπ

n
= 0 + k


π
n

�
= a+ k∆x,

por lo tanto

a = 0,

∆x =
π

n
=
b− a
n
,

b = π + a = π.

Así,

ĺım
n→∞

n�

k=1

sen

�
kπ

n

�
·

π
n

�
=

π�

0

sen x dx.

2. Expresaĺım
n→∞

n

k=1

�
2 +

4k

n

�
4

n

�
como una integral definida.

En este ejemplo hay dos respuestas, al menos, que son equivalentes entre sí. La

idea es identificarck en la expresiónĺım
n→∞

n�

k=1

�

2 +
4k

n� �� �
f(ck)

�
4

n

�

� �� �
∆x

.

a. Seack = 2 +
4k

n
. Se tiene

ck = 2 +
4k

n
=⇒ f (ck) = c

2
k.
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Como

ck = 2 +
4k

n
= 2 + k

�
4

n

�
= a+ k∆x,

por lo tanto

a = 2,

∆x =
4

n
=
b− a
n
,

b = 4 + a = 4 + 2 = 6.

Así,

ĺım
n→∞

n�

k=1

�

2 +
4k

n

�
4

n

�
=

6�

2

√
x dx.

b. Seack =
4k

n
. Se tiene

ck =
4k

n
=⇒ f (ck) = (2 + ck)

2 .

Como

ck =
4k

n
= 0 + k

�
4

n

�
= a+ k∆x,

por lo tanto

a = 0,

∆x =
4

n
=
b− a
n
,

b = 4 + a = 4 + 0 = 4.

Así,

ĺım
n→∞

n�

k=1

�

2 +
4k

n

�
4

n

�
=

4�

0

√
2 + x dx.

1.2.3 Integral definida

De las sumas de Riemann de la sección anterior aprendimos que
� b

a

C dx = C(b− a),
� b

a

x dx =
b2

2
− a

2

2
y

� b

a

x2 dx =
b3

3
− a

3

3
.

Así, por ejemplo, la integral definida dex2 en el intervalo[−1, 2] es
� 2

−1
x2 dx =

23

3
− (−1)3

3
=

8

3
+

1

3
= 3.
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En la sección 1.3 aprenderemos cómo calcular integrales definidas más generales,
sin utilizar sumas de Riemann, a partir de su conexión con el concepto de
antiderivada.

Nota que la integral definida
� b

a
f(x)dx es un número (no una función), en

dondex es unavariable mudaque puedes reemplazar por cualquier otra letra sin
que cambie el resultado. Esto es,

� b

a

f(x) dx =

� b

a

f(t) dt.

Así, por ejemplo,
� 2

−1
x2 dx =

� 2

−1
t2 dt =

� 2

−1
y2 dy = 3.

Esto difiere del caso de integrales indefinidas, en donde
�
f(x)dx es una función

dex (no un número), de modo que
�
f(x)dx �=

�
f(t)dt.

Propiedades de la integral definida

1.
� a

a
f(x) dx = 0.

2.
� b

a
f(x) dx = −

� a

b
f(x) dx. Orden de integración

3.
� b

a
k · f(x) dx = k ·

� b

a
f(x) dx, k ∈ R. Múltiplo constante

4.
� b

a
(f(x) + g(x)) dx =

� b

a
f(x) dx+

� b

a
g(x) dx. Suma

5.
� b

a
f(x) dx+

� c

b
f(x) dx =

� c

a
f(x) dx. Aditividad

6.mı́n f · (b− a) ≤
� b

a
f(x) dx ≤ máx f · (b− a). Desig. Max-Min

7. f(x) ≥ g(x), ∀x ∈ [a, b]⇒
� b

a
f(x) dx ≥

� b

a
g(x) dx. Dominación

f(x) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b]⇒
� b

a
f(x) dx ≥ 0. Dominación

Ejemplos:

1. De la propiedad 4 se sigue que
� 2

−1

�
x2 + 2

�
dx =

� 2

−1
x2dx+

� 2

−1
2 dx = 3 + 6 = 9.

2. Si
� 5
−1 f(x) dx = 3 y

� 3
−1 f(x) dx = 1, de la propiedad 5 se tiene

� 5

3

f(x) dx =

� 5

−1
f(x) dx−

� 3

−1
f(x) dx = 3− 1 = 2.
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3. Con la desigualdad 6 se puede demostrar que
� 1
0

√
1 + cosx dx �= 2. Para ello,

definef(x) =
√
1 + cosx y nota que su valor máximo en el intervalo[0, 1] es

máx f =
√
1 + 1 =

√
2 (cuandox = 0). De la desigualdad Max-Min se sigue

� 1

0

√
1 + cosx dx ≤

√
2 · (1− 0) =

√
2,

que es un número menor que2. Concluimos que
� 1
0

√
1 + cosx dx �= 2.

1.3 Teorema Fundamental del Cálculo

El Teorema Fundamental del Cálculo (TFC) establece la relación entre los procesos
de integración y diferenciación. Para ello, se parte de una función continuaf(t) en
[a, b], a partir de la cual se define una segunda funciónF (x) como

F (x) =

� x

a

f(t) dt,

para cadax ∈ [a, b]. La funciónF (x) es la integral definida def(t) con límite
superior variable,x.

Teorema Fundamental del Cálculo (parte 1)

Si f es continua en[a, b], entonces la función

F (x) =

� x

a

f(t) dt

es derivable en cada puntox ∈ (a, b) y su derivada está dada por

dF (x)

dx
=
d

dx

� x

a

f(t) dt = f(x).
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Demostración:

Seaf continua en[a, b]. SeanF (x) =
� x

a
f(t) dt y h > 0. Por lo tanto,

F (x+ h)− F (x) =
� x+h

a

f(t) dt−
� x

a

f(t) dt =

� x+h

x

f(t) dt.

Por la desigualdad Max-Min en el intervalo[x, x+ h] se tiene

(mı́n f) h ≤
� x+h

x

f(t) dt ≤ (máx f)h

(mı́n f) h ≤ F (x+ h)− F (x) ≤ (máx f)h

mı́n f ≤ F (x+ h)− F (x)
h

≤ máx f

ĺım
h→0

mı́n f ≤ ĺım
h→0

F (x+ h)− F (x)
h

≤ ĺım
h→0

máx f

f(x) ≤ ĺım
h→0

F (x+ h)− F (x)
h

≤ f(x)

f(x) ≤ dF (x)

dx
≤ f(x)

Por lo tanto,
dF (x)

dx
= f(x).

Una consecuencia de este Teorema es que toda función continuaf(x) posee una
antiderivada, dada porF (x) =

� x

a
f(t) dt, y viceversa, cada función continuaf(x)

es la derivada de otra funciónF (x) =
� x

a
f(t) dt, es decir,

dF (x)

dx
= f(x). Así,

los procesos de diferenciación y de integración son inversos el uno del otro.
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1.3 Teorema Fundamental del Cálculo

Las siguientes figuras ilustran el significado del Teorema Fundamental del
Cálculo, en donde se ha tomadof(t) = 2t y a = 1. Nota queF (a) = 0 siempre.

F (x) =
� x

1
f(t) dt =

� x

1
2t dt = x2 − 1

f(x) =
dF (x)

dx
=
d

dx

�� x

1
2t dt

�
= 2x

Ejemplos:

1. EncuentradF (x)/dx, siF (x) =
� x

1
t2dt.

En este caso particular, podemos encontrardF (x)/dx por dos métodos
diferentes.
i) El primer método no requiere utilizar el TFC, puesto que lasimplicidad del
integrando permite efectuar fácilmente la integral que define aF (x) :

F (x) =

� x

1

t2dt =
x3

3
− 13

3
=
x3

3
− 1

3
,

∴
dF (x)

dx
=
d

dx

�
x3

3
− 1

3

�
= x2.
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Capítulo 1 Integración

ii) El segundo método consiste en utilizar directamente el TFC, sin efectuar
previamente la integral, es decir,

dF (x)

dx
=
d

dx

� x

1

t2dt = x2.

2. EncuentradF (x)/dx, siF (x) =
x�

2

e−t2dt.

A diferencia del ejemplo1, aquí es imposible determinar la integralF (x), por
lo que encontramosdF (x)/dx directamente a partir del TFC, es decir,

dF (x)

dx
=
d

dx

x�

2

e−t2dt = e−x2 .

3. EncuentradF (t)/dt, siF (t) =
t�

2

e−x2dx.

Este ejemplo es análogo al anterior, salvo que aquí se han intercambiado las
variablesx y t. De este modo,

dF (t)

dt
=
d

dt

t�

2

e−x2dx = e−t2 .

4. EncuentradF (t)/dt, siF (t) =
t�

5

x3/2e2t√
x2 + 17

dx.

Aquí la variable independiente,t, aparece no sólo en el límite superior de la
integral, sino en el integrando mismo. Se trata entonces de un producto de dos
funciones det, es decir,

F (t) =

t�

5

x3/2e2t√
x2 + 17

dx =e2t ·
t�

5

x3/2√
x2 + 17

dx.
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1.3 Teorema Fundamental del Cálculo

Así, dF (t)/dt se obtiene como la derivada de un producto, o sea,

dF (t)

dt
=

d

dt



e2t ·
t�

5

x3/2√
x2 + 17

dx





= e2t · d
dt




t�

5

x3/2√
x2 + 17

dx



+
d

dt

�
e2t
�
·

t�

5

x3/2√
x2 + 17

dx

= e2t · t3/2√
t2 + 17

+ 2e2t ·
t�

5

x3/2√
x2 + 17

dx

=
t3/2e2t√
t2 + 17

+ 2

t�

5

x3/2e2t√
x2 + 17

dx.

Nota que este resultado puede expresarse de un modo más simple, notando que
la integral en el segundo término es la propia funciónF (t), es decir,

dF (t)

dt
=

t3/2e2t√
t2 + 17

+ 2F (t).

5. El precioP (t) al tiempot de una maquinaria que ha sido adquirida para su renta
a lo largo de un período de 20 años está dado por

P (t) =

� 20

t

v(s)er(t−s)ds,

en donde0 ≤ t ≤ 20, v(s) es la renta al tiempot = s y r es la tasa de interés
(constante). Determina cómo cambia el precio de la maquinaria a lo largo del
tiempo.

El objetivo aquí es determinardP (t)/dt. Para ello, primero invertimos el orden
de integración,

P (t) = −
� t

20

v(s)er(t−s)ds,

para que la variablet aparezca en el límite superior de la integral, como
establece el TFC. Luego notamos queP es un producto de funciones det, dado
por

P (t) = −ert ·
� t

20

v(s)e−rsds.
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De este modo,

dP (t)

dt
= − d

dt

�
ert ·

� t

20

v(s)e−rsds

�

= −
�
ert · d

dt

�� t

20

v(s)e−rsds

�
+
d

dt

�
ert
�
·
� t

20

v(s)e−rsds

�

= −
�
ert ·

�
v(t)e−rt

�
+ rert ·

� t

20

v(s)e−rsds

�

= −
�
v(t) + r

� t

20

v(s)er(t−s)ds

�

= −v(t)− r
� t

20

v(s)er(t−s)ds

= −v(t) + r
� 20

t

v(s)er(t−s)ds,

es decir
dP (t)

dt
= −v(t) + rP (t).

Regla de la cadena en el Teorema Fundamental del Cálculo

Seaf continua. Siu(x) es una función diferenciable, entonces

d

dx

� u(x)

a

f(t) dt = f(u(x)) · du(x)
dx

.

Demostración:

SeaF (x) =
� x

a
f(t) dt, de modo que

dF (x)

dx
= f(x). Seau(x) una función

diferenciable. Por lo tanto,

d

dx

� u(x)

a

f(t) dt =
dF (u(x))

dx
=
dF (u(x))

du
· du(x)
dx

= f(u(x)) · du(x)
dx

,

en donde la segunda igualdad se obtuvo utilizando la regla dela cadena.

Ejemplo,

d

dx

� senx

−1

√
1 + t5 dt =

	
1 + (senx)5 · dsenx

dx

=
	

1 + (senx)5 · cosx.

34



1.3 Teorema Fundamental del Cálculo

La regla de la cadena puede generalizarse de acuerdo con el siguiente teorema,
conocido como regla de Leibniz.

Regla de Leibniz

Seaf continua. Siu(x) y v(x) son funciones diferenciables, entonces

d

dx

� u(x)

v(x)

f(t) dt = f(u(x)) · du(x)
dx

− f(v(x)) · dv(x)
dx

.

Demostración:

Comof es continua, podemos partir la integral en algún puntot = c del
dominio def, es decir,

� u(x)

v(x)

f(t) dt =

� c

v(x)

f(t) dt+

� u(x)

c

f(t) dt.

Reescribiendo esta expresión y utilizando la regla de la cadena anterior, se tiene

d

dx

� u(x)

v(x)

f(t) dt =
d

dx

 � c

v(x)

f(t) dt+

� u(x)

c

f(t) dt

!

=
d

dx

 

−
� v(x)

c

f(t) dt+

� u(x)

c

f(t) dt

!

= − d
dx

� v(x)

c

f(t) dt+
d

dx

� u(x)

c

f(t) dt

= −f(v(x)) · dv(x)
dx

+ f(u(x)) · du(x)
dx

.

Ejemplo:

d

dx

� 2x5

5x3
cos (t2) dt = cos

�
(2x5)

�2 · (10x4)− cos
�
(5x3)

�2 · (15x2)

= 10x4 cos(4x10)− 15x2 cos
�
25x6

�
.

Una versión más general de la regla de Leibnitz se utiliza cuando el integrando
mismo depende dex, como se enuncia a continuación.
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Capítulo 1 Integración

Regla de Leibniz (caso general)

Si u(x) y v(x) son funciones diferenciables, entonces

d

dx

� u(x)

v(x)

f(t, x) dt = f(u(x), x) · du(x)
dx

−f(v(x), x) · dv(x)
dx

+

� u(x)

v(x)

∂f(t, x)

∂x
dt.

Ejemplos:

1. Determina
d

dx

� 2x
x

(2x− t)11 dt.

d

dx

� 2x

x

(2x− t)11 dt = (2x− 2x)11 · d(2x)
dx

− (2x− x)11 · dx
dx

+

� 2x

x

∂f (2x− t)11
∂x

dt

= x11 +

� 2x

x

22 (2x− t)10 dt

2. En el ejemplo 5 del precio de la maquinaria,P (t) =
� 20

t
v(s)er(t−s)ds, habíamos

encontrado
dP

dt
tomando en cuenta que el integrando puede factorizarse. Verifica

el resultado obtenido, utilizando la regla de Leibnitz general.

d

dt

� 20

t

v(s)er(t−s)ds = v(20)er(t−20) · d20
dt
− v(t)er(t−t) · dt

dt
+

� 20

t

∂
�
v(s)er(t−s)

�

∂t
ds

= 0− v(t) +
� 20

t

rv(s)er(t−s)ds

= −v(t) + rP (t).

Por último, el Teorema Fundamental del Cálculo constituye una herramienta
útil para encontrar la solución formal a problemas con condiciones iniciales,
particularmente en el caso de funciones que no posean una antiderivada conocida,
como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo:

Encuentra la solución al problema de condiciones iniciales

dy

dx
=
√
1 + x5, y(2) = 5.

Observa que no hay una antiderivada simple de la función
√
1 + x5. Tampoco

puedes dejar indicada la solución comoy(x) =
� √

1 + x5 dx + C, ya que no
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1.3 Teorema Fundamental del Cálculo

puedes determinar el valor deC a partir de la informacióny(2) = 5 (no hay
dónde sustituirx = 2 en la integral indefinida). Una forma elegante de resolver el
problema es la siguiente. Sabemos que

dy

dx
=
√
1 + x5 =⇒ y(x) =

� x

a

√
1 + t5 dt,

cona una constante indeterminada. También sabemos que

y(2) =

� 2

a

√
1 + t5 dt,

de modo que

y(x)− y(2) =

� x

a

√
1 + t5 dt−

� 2

a

√
1 + t5 dt

=

� x

a

√
1 + t5 dt+

� a

2

√
1 + t5 dt

=

� x

2

√
1 + t5 dt.

Por lo tanto,

y(x) =

� x

2

√
1 + t5 dt+ y(2).

Comoy(2) = 5, la solución del problema de condiciones iniciales es

y(x) =

� x

2

√
1 + t5 dt+ 5.

En efecto, esta funcióny(x) cumple las dos condiciones dadas, a saber

dy

dx
=

d

dx

�� x

2

√
1 + t5 dt+ 5

�
=
√
1 + x5,

y(2) =

� 2

2

√
1 + t5 dt+ 5 = 0 + 5 = 5.

Este tipo de problemas aparece a menudo en economía y en finanzas, y su
importancia radica en que permite encontrar la solución, independientemente de
que puedas o no determinar la integral obtenida.

Desde el punto de vista matemático, una de las aplicaciones más útiles del
Teorema Fundamental del Cálculo es que proporciona una manera muy simple de
calcular integrales definidas, como se enuncia en el siguiente teorema.
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Capítulo 1 Integración

Teorema Fundamental del Cálculo (parte 2)

Si f es continua en[a, b] y F es cualquier antiderivada def en[a, b], entonces
� b

a

f(x) dx = F (x)|ba = F (b)− F (a).

Demostración:

De acuerdo con la parte 1 del Teorema Fundamental del Cálculo, sabemos
que existe una antiderivada def , dada porG(x) =

� x

a
f(t) dt. Cualquier otra

antiderivadaF (x) def debe cumplirF (x) = G(x) + C en (a, b), para alguna
constanteC. Así,

F (b)− F (a) = [G(b) + C]− [G(a) + C]

= G(b)−G(a)

=

� b

a

f(t) dt−
� a

a

f(t) dt

=

� b

a

f(t) dt.

La importancia de esta versión del Teorema Fundamental del Cálculo es que
permite relacionar la integral definida de una función con suantiderivada. Es decir,
si f(x) = dF (x)/dx, entonces

� b

a

f(x) dx =

� b

a

�
dF (x)

dx

�
dx = [F (x)]ba = F (b)− F (a).

Así, por ejemplo, se tiene
� π

0

senx dx =

� π

0

�
d(− cosx)

dx

�
dx = [− cosx]π0 = −cosπ + cos 0 = 2.

Nota que la integral definida no llevael término+C que aparece en la indefinida. Si
en lugar de− cosx hubieras considerado la antiderivada más general− cosx+ C
de todos modos se cancelaríaC, ya que

� π

0

senx dx = [− cosx+ C]π0 = (−cosπ + C)− (− cos 0 + C) = 2.
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1.4 Sustitución en integral definida

1.4 Sustitución en integral definida

El método de sustitución en integrales definidas se utiliza de manera similar al
de las integrales indefinidas, con la diferencia de que los límites de integración
también deben modificarse de acuerdo con la sustitución propuesta, como se
enuncia a continuación.

Método de sustitución en integral definida

Seau = g(x) diferenciable y seanf y F tales quef(u) =
dF (u)

du
. Entonces

b�

a

f(g(x)) · g′(x) dx =

g(b)�

g(a)

f(u) du = F [g(b)]− F [g(a)] .

Ejemplo:

Para calcular
1�

0

√
1 + x dx proponemos la sustituciónu = 1 + x, de modo que

u = 1 + x ⇒ du = dx.

Correspondientemente, los nuevos límites de integración son

u(0) = 1 + 0 = 1, u(1) = 1 + 1 = 2.

De esta manera,
1�

0

√
1 + x dx =

2�

1

√
u dx =

�
2u3/2

3

�2

1

=
2

3

�
23/2 − 1

�
.

Nota que los límites de integración fueron modificados, y queademás en el
resultado (un número) no aparece el término+C. La modificación en los límites
de integración se debe a que la sustituciónu = x + 1 representa un corrimiento
horizontal de la gráfica de la función, como se observa en las siguientes figuras.
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Ejemplos:

1. Calcula
e�

1

dx

x (ln x+ 1)2
.

Seau = ln x+ 1, de modo que

u = lnx+ 1 ⇒ du =
1

x
dx

y los nuevos límites de integración son

u (1) = ln 1����
0

+ 1 = 1, u (e) = ln e����
1

+ 1 = 2.

De esta manera,

e�

1

dx

x (ln x+ 1)2
=

e�

1

dx/x

(ln x+ 1)2
=

� 2

1

du

u2
=

�
−1

u

�2

1

= −1

2
+ 1 =

1

2
.

2. Desde un punto de vista formal, la función logaritmo natural lnx se define como

ln x =

� x

1

1

t
dt,

para todox > 0. Demuestra las siguientes propiedades deln x, para todos
a, b > 0 y r �= 0: i) ln 1 = 0, ii) ln (ab) = ln a+ ln b, iii) ln (a/b) = ln a− ln b,
iv) ln ar = r ln a.

i) Por definición,

ln 1 =

� 1

1

1

t
dt = 0.

ii) Se tiene

ln (ab) =

� ab

1

1

t
dt =

� a

1

1

t
dt+

� ab

a

1

t
dt.

Para la segunda integral proponemos la sustituciónu =
t

a
, de modo que

u =
t

a
⇒ du =

1

a
dt

y los nuevos límites de integración son

u (a) = 1, u (ab) = b.
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De este modo,
� ab

a

1

t
dt =

� ab

a

a

t

�
1

a
dt

�
=

� b

1

1

u
du.

Por lo tanto,

ln (ab) =

� a

1

1

t
dt+

� b

1

1

u
du = ln a+ ln b.

iii) Por el inciso anterior,

ln

a
b

�
= ln

�
a · 1
b

�
= ln a+ ln

�
1

b

�
,

con

ln

�
1

b

�
=

� 1/b

1

1

t
dt.

Proponemos la sustituciónu = 1
t
, de modo que

u =
1

t
⇒ du = − 1

t2
dt

y los nuevos límites de integración son

u (1) = 1, u (1/b) = b.

De esta manera,

ln

�
1

b

�
=

� 1/b

1

1

t
dt = −

� 1/b

1

t

�
− 1

t2
dt

�
= −

� b

1

1

u
du = − ln b.

Por lo tanto,
ln

a
b

�
= ln a− ln b.

iv) Sabemos que

ln ar =

� ar

1

1

t
dt.

Proponemos la sustituciónu = t1/r, de modo que

u = t1/r ⇒ du =
1

r
t
1
r
−1dt

y los nuevos límites de integración son

u (1) = 1, u (ar) = a.

De esta manera,

ln ar = r

� ar

1

1

t1/r

�
1

r
t
1
r
−1dt

�
= r

� a

1

1

u
du = r ln a.
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1.5 Área. Valor promedio. Longitud de curva

1.5.1 Área bajo una curva. Área entre curvas

Como ya mencionamos, si una función integrablef toma valores tanto positivos
como negativos en un intervalo[a, b], entonces las sumas de Riemann paraf en
[a, b] toman en cuenta las contribuciones de los rectángulos que están sobre el
ejex así como de los rectángulos que están por debajo de él. En consecuencia,
la integral definida correspondiente es un número menor que el área total entre la
curvay = f(x) y el ejex.

Por ejemplo, para el caso mostrado en las figuras anteriores la integral definida de
f en [a, b] está dada por

� b

a

f(x) dx =

� x1

a

f(x) dx+

� x2

x1

f(x) dx+

� b

x2

f(x) dx

= A1 − A2 + A3 ,
en donde

A1 =

� x1

a

f(x) dx > 0, A2 = −
� x2

x1

f(x) dx > 0 y A3 =

� b

x2

f(x) dx > 0

representan las áreas correspondientes a cada región. Así,la integral definida puede
ser positiva, negativa o cero, dependiendo del valor deA1 −A2 + A3.

Por otra parte, si lo que interesa determinar no es la integral definida def a lo
largo de[a, b] sino el áreaA de la región entre la curvay = f(x) y el ejex en el
intervalo[a, b], el cálculo correspondiente sería

A =

� x1

a

f(x) dx−
� x2

x1

f(x) dx+

� b

x2

f(x) dx = A1 + A2 + A3.

↑
nota este signo
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Ejemplo:

Calculemos el áreaA de la región entre la curvay = 4 − x2 y el ejex, en
el intervalo0 ≤ x ≤ 3. Para ello, debemos determinar los subintervalos dentro
del intervalo[0, 3] en dondef es positiva o es negativa. Estos pueden obtenerse
graficando la funciónf , como se muestra en la siguiente figura. Observamos que
f > 0 en0 ≤ x < 2 y f < 0 en2 < x ≤ 3, de modo que

A1 =
� 2
0
(4− x2) dx =

16

3

A2 = −
� 3
2
(4− x2) dx = −

�
−7

3

�
=

7

3

∴ A = A1 + A2 =
16

3
+

7

3
=

23

3
.

Una manera alternativa de plantear este problema, que resulta más elegante y
concisa, involucra el concepto devalor absoluto. En efecto, tomando en cuenta que

""4− x2
"" =
�

4− x2, −2 ≤ x ≤ 2
x2 − 4, x ≤ −2 o x ≥ 2,

se tiene

A = A1 + A2

=

� 2

0

(4− x2) dx−
� 3

2

(4− x2) dx

=

� 2

0

(4− x2) dx+
� 3

2

(x2 − 4) dx

=

� 3

0

""4− x2
"" dx.

Definición. Seaf una función integrable. EláreaA entre la curvay = f(x) y
el ejex, en el intervalo[a, b] es el número

A =

� b

a

|f(x)| dx.

Nota queA =
� b

a
|f(x)| dx �=

"""
� b

a
f(x) dx

""" (¿es esto claro para ti?).
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Geométricamente, la idea es convertir el integrando original, f(x), en una
función no negativa,|f(x)|, para que la integral definida de esta última represente
efectivamente un área. El resultado así obtenido es completamente equivalente a
partir “a mano” la integral original para asignar los signoscorrespondientes.

El objetivo ahora es determinar el áreaA de la región comprendida entre las
gráficas de dos funciones integrables,f y g, en un intervalo dado[a, b], donde
f(x) ≥ g(x) para todox ∈ [a, b].

En este caso, es posible demostrar (ver Thomas-Finney) que el área de la región
entre las curvasy = f(x) y y = g(x) en el intervalo[a, b] es el límite de una suma
de Riemann,

A = ĺım
||P ||→0

n�

k=1

[f(ck)− g(ck)] ∆xk,

dondef(ck) − g(ck) es la altura delk-ésimo rectángulo encerrado por las dos
curvas. En este límite, la suma se convierte en la siguiente integral

A =

b�

a

[f(x)− g(x) ] dx.
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Ejemplo:

Calculemos el áreaA de la regiónR entre las gráficas dey = x2 + 2 y y = x en
el intervalo[0, 1]. Seanf(x) = x2 + 2 y g(x) = x. Para verificar quef − g ≥ 0
en [0, 1] notamos primero que la funciónf(x)− g(x) = x2 + 2− x no tiene raíces
en los reales, de modo que nunca cambia de signo. Además, comosabemos que
f(0)− g(0) = 2 > 0, por tanto la resta es siempre positiva. Así,f(x) > g(x) para
todox ∈ R. Por lo tanto,

A =
1�

0

[(x2 + 2)− x ] dx

=

�
x3

3
+ 2x− x

2

2

�1

0

=
11

6
.

En general, si no se sabea priori cuál de las funcionesf o g es la mayor en el
intervalo[a, b], el áreaA de la región entre las curvasy = f(x) y y = g(x) en ese
intervalo se expresa simplemente en términos de la función valor absoluto, como
establece la siguiente definición.

Definición. Seanf y g funciones integrables. EláreaA de la región entre las
curvasy = f(x) y y = g(x) en el intervalo[a, b] es el número

A =

� b

a

|f(x)− g(x)| dx.

Nota queA =
� b

a
|f(x)| dx �=

� b

a
(|f(x)| − |g(x)|) dx.

La integral definida también puede utilizarse para determinar el áreaA de
la región finitaR comprendida entre dos curvasy = f(x) y y = g(x) que se
intersecan en dos puntos con abscisasx = a y x = b, tomando precisamente estos
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puntos como los límites de integración.

Ejemplo:

Calculemos el áreaA de la región finitaR comprendida entre las curvasy = x4

y y = 2x − x2. Como se muestra en la figura, las curvas se intersecan en dos
puntos. Las abscisas de esos puntos se obtienen al igualar las dos ecuaciones, es
decir,

x4 = 2x− x2
∴ x4 + x2 − 2x = 0

∴ x(x− 1)(x2 + x+ 2) = 0
∴ x = 0 o x = 1.

Después se determina cuál de estas dos funciones toma valores mayores en el
intervalo0 < x < 1. Por ejemplo, enx = 1/2 se tiene(1/2)4 < 2(1/2)− (1/2)2,
de modo que escogemosf(x) = 2x − x2 y g(x) = x4. Así, el áreaA entre estas
dos curvas está dada por

A =

1�

0

��
2x− x2

�
− x4

�
dx =

�
x2 − x

3

3
− x

5

5

�1

0

=
7

15
.

Cuando las curvasy = f(x) y y = g(x) se cruzan en más de dos puntos dentro
del intervalo[a, b], es claro quef ≥ g en algunos subintervalos yg ≥ f en otros.
En ese caso, el área totalA será la suma de las áreas en cada subintervalo, como lo
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muestra la figura.

A =
c�

a

[f(x)− g(x) ] dx+
b�

c

[g(x)− f(x) ] dx
↑

nota el cambio de orden en la resta

El siguiente ejemplo ilustra cómo encontrar el área de una región limitada por
las gráficas de más de dos funciones.

Ejemplo:

Calculemos el áreaA de la regiónR en el primer cuadrante que está limitada
por arriba pory =

√
x, y por debajo, por el ejex y por la rectay = x− 2.

De la gráfica se observa que la función superior es simplemente f(x) =
√
x. Sin

embargo, la función inferiorg(x) cambia dependiendo de los valores dex,es decir,

g(x) =

�
0, si 0 ≤ x ≤ 2
x− 2, si x ≥ 2.

De esta manera, el áreaA de la región correspondiente está dada por

A =

2�

0

√
x dx+

4�

2

�√
x− (x− 2)

�
dx =

10

3
.
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Un último caso de interés lo constituye el cálculo de áreas deregiones que
no necesariamente están definidas como funciones dex, sino más bien como
funciones dey, como se muestra en las siguientes figuras.

En este caso, el áreaA de la regiónR está dada por

A =

d�

c

[f(y)− g(y) ] dy.

En muchos casos, esta representación puede resultar más simple que la expresada
en términos de integrales definidas con respecto ax. Así, por ejemplo, para el
último ejercicio que resolvimos se tendría

A =
2�

0

[(y + 2)− y2] dy

=

�
y2

2
+ 2y − y

3

3

�2

0

=
10

3
.

Volveremos a este tema en el capítulo 3.

1.5.2 Valor promedio. Teorema del Valor Medio para
integrales

Para entender la definición del valor promedio de una funcióna lo largo de un
intervalo, consideremos primero el caso de una funciónf de las variables discretas
c1, c2, . . . , cn. Si f(c1), f(c2), . . . , f(cn) son losn valores que toma la funciónf ,
entonces su valor promediof es simplemente la media aritmética de estos valores,
a saber,

f =
f(c1) + f(c2) + . . .+ f(cn)

n
.
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Para encontrar una expresión equivalente a ésta para el casode una variable
discretax primero identificamos las variablesc1, c2, . . . , cn como los puntos
representativos de una particiónP del intervalo real (continuo)[a, b] y definimos

como∆x =
b− a
n

la longitud de cada uno de losn subintervalos de la partición.

En ese caso, el promediof puede escribirse como

f =
1

n

n�

k=1

f(ck) =
∆x

b− a

n�

k=1

f(ck) =
1

b− a

n�

k=1

f(ck)∆x.

En el límite cuando el tamaño de la partición tiende a cero(∆x→ 0, n → ∞) la
suma anterior se convierte en la integral definida

f → 1

b− a

� b

a

f(x) dx.

Definición. Si f es integrable en[a, b], suvalor promedioen [a, b] es el número

f =
1

b− a

� b

a

f(x) dx.

Para entender su significado geométrico consideremos una función no negativa,
f ≥ 0, en un intervalo[a, b]. La idea del valor promedio es determinar qué alturaf
debe tener una función constantey = f en ese mismo intervalo de tal modo que el
áreaA2 = f · (b− a) bajo esta función sea igual al áreaA1 =

� b

a
f(x) dx bajo la

curvay = f(x).

A2 = A1

(b− a)f =

� b

a

f(x) dx

f =
1

b− a

� b

a

f(x) dx
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Ejemplo:

Calculemos el valor promediof de la funciónf(x) = x2 en el intervalo[0, 2].
De acuerdo con la definición,

f =
1

2− 0

� 2
0
x2 dx

=
1

2

�
x3

3

�2

0

=
4

3
.

De hecho, observamos que la funciónf(x) = x2 alcanza su valor promediof = 4
3

en el puntoc =
2√
3

dentro del intervalo[0, 2], es decir,

f(c) = f

�
2√
3

�
=

�
2√
3

�2
=

4

3
= f.

Nos preguntamos si esto es siempre posible, es decir, si paracualquierf existirá
unac ∈ [a, b] tal quef(c) = f. Lamento decirte que no, como se muestra en
siguiente ejemplo.

Ejemplo:

Calculemos el promediof en el intervalo[0, 3] de la siguiente función tipo
escalón:

f(x) =

�
0, 0 ≤ x ≤ 1
1, 1 < x ≤ 3.
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Para esta función,

f =
1

3− 0

� 3

0

f(x) dx

=
1

3

�� 1

0

f(x) dx+

� 3

1

f(x) dx

�

=
1

3

�� 1

0

0 dx+

� 3

1

1 dx

�

=
2

3
.

Así, se tiene quef = 2
3
, aunque no existec ∈ [0, 3] tal quef(c) = 2

3
. ¿Ya te

imaginaste cuál es la razón de esto? La funciónf(x) no es continua en[0, 3]. Eso
es precisamente lo que establece el siguiente teorema.

Teorema del valor medio (TVM) para integrales definidas

Si f es continua en un intervalo[a, b], entonces existec ∈ [a, b] tal quef(c) = f ,
es decir,

f(c) =
1

b− a

� b

a

f(x) dx.

Para su demostración se utiliza la desigualdad Max-Min paraintegrales
definidas, así como el Teorema del Valor Intermedio para funciones continuas (ver
la demostración en el libro de Thomas-Finney).

Con este teorema podemos demostrar, por ejemplo, que sif es continua en[a, b]
y
� b

a
f(x) dx = 0, entoncesf(x) = 0 al menos una vez en[a, b].

f(c1) = f(c2) = 0

En efecto, comof es continua en[a, b], por el TVM para integrales definidas
∃c ∈ [a, b] tal que

f(c) =
1

b− a

� b

a

f(x) dx =
1

b− a · 0 = 0.

Por lo tanto,f(x) = 0 al menos una vez en[a, b].
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1.5.3 Longitud de curvas

La integral definida también puede utilizarse para determinar la longitudL en el
intervalo[a, b] de una curva plana suavey = f(x), es decir, una curva descrita por
una función con primera derivada continua.

Para encontrar la longitudL de la curva, retomamos el concepto de suma de
Riemann,

L = ĺım
||P ||→0

n�

k=1

Lk,

dondeLk es la longitud del segmento de recta que une a los puntos(xk−1, f(xk−1))
y (xk, f(xk)), como se muestra en la figura.

La longitudLk de cada segmentok es la hipotenusa de un triángulo de lados∆xk

y ∆yk. Por el teorema de Pitágoras,

L2k = (∆xk)
2 + (∆yk)

2 ,
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de modo que

Lk =
#

(∆xk)
2 + (∆yk)

2

=

$

1 +

�
∆yk

∆xk

�2
∆xk.

Así,

L = ĺım
||P ||→0

n�

k=1

$

1 +

�
∆yk

∆xk

�2
∆xk.

Por último, en el límite cuando�P� → 0 se tiene∆xk → 0. En ese caso, es posible

reemplazar
∆yk

∆xk

por la derivadaf ′(ck), y la sumatoria por una integral definida,

obteniendo

L =

� b

a

#
1 + [f ′(x)]2 dx.

Definición. Si f es una función diferenciable en[a, b], la longitudL de la curva
y = f(x) en este intervalo es la integral

L =

� b

a

#
1 + [f ′(x)]2 dx.

Ejemplo:

Calculemos la longitudL de la curvay = 1
3
x3/2 en el intervalo0 ≤ x ≤ 1.

Comof(x) = 1
3
x3/2, por lo tantof ′(x) = 1

2
x1/2. Así,

L =

� 1

0

$

1 +

�
1

2
x1/2

�2
dx

=

� 1

0

�
1 +

x

4
dx

= 4

� 5/4

1

√
u du

=
8

3

�
u3/2

�5/4
1

=
8

3

�
53/2

8
− 1

�
.
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1.6 Integrales relacionadas con las funciones trigonométricas
inversas

El objetivo de esta sección es deducir las fórmulas de integración para las funciones
trigonométricas inversas, ya que serán utilizadas en la sección 1.7. Para ello,
discutiremos brevemente su definición y algunas de sus propiedades importantes.

Las funciones trigonométricas son periódicas y, por tanto,no son inyectivas;
asimismo, tampoco son sobreyectivas en general. Sin embargo, es posible definir
un dominio e imagen (rango) limitados en donde éstas sean biyectivas, de tal modo
que pueda asociárseles una función inversa. Al respecto, a continuación se muestra
las gráficas de las funciones trigonométricas y sus correspondientes inversas.

f :
%
−π
2
,
π

2

&
→ [−1, 1] f−1 : [−1, 1]→

%
−π
2
,
π

2

&

f(x) = sen x f−1(x) = sen−1x

f : [0, π]→ [−1, 1] f−1 : [−1, 1]→ [0, π]

f(x) = cosx f−1(x) = cos−1 x
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f :


−π
2
,
π

2

�
→ R f−1 : R→



−π
2
,
π

2

�

f(x) = tan x f−1(x) = tan−1 x

f : (0, π)→ R f−1 : R→ (0, π)

f(x) = cot x f−1(x) = cot−1 x

f :
%
0,
π

2

�
∪

π
2
, π
&

f−1 : (−∞,−1] ∪ [1,∞)

→ (−∞,−1] ∪ [1,∞) →
%
0,
π

2

�
∪

π
2
, π
&

f(x) = secx f−1(x) = sec−1 x
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f :
%
−π
2
, 0
�
∪


0,
π

2

&
f−1 : (−∞,−1] ∪ [1,∞)

→ (−∞,−1] ∪ [1,∞) →
%
−π
2
, 0
�
∪


0,
π

2

&

f(x) = f(x) = cscx f−1(x) = csc−1 x

La siguiente tabla muestra los valores de las funciones trigonométricas para
algunos ángulos importantes entre0 y π.

θ
en grados

θ
en radianes

senθ cosθ tanθ cot θ secθ cscθ

0 0 0 1 0 ∞ 1 ∞
30◦ π/6 1/2

√
3/2 1/

√
3

√
3 2/

√
3 2

45◦ π/4 1/
√
2 1/

√
2 1 1

√
2

√
2

60◦ π/3
√
3/2 1/2

√
3 1/

√
3 2 2/

√
3

90◦ π/2 1 0 ±∞ 0 ±∞ 1
120◦ 2π/3

√
3/2 −1/2 −

√
3 −1/

√
3 −2 2/

√
3

135◦ 3π/4 1/
√
2 −1/

√
2 −1 −1 −

√
2

√
2

150◦ 5π/6 1/2 −
√
3/2 −1/

√
3 −

√
3 −2/

√
3 2

180◦ π 0 −1 0 ∓∞ −1 ±∞
A partir de ella se pueden calcular los valores de las funciones trigonométricas
inversas (ángulos), como se muestra en los siguientes ejemplos:

a) sen−1
�

1√
2

�
=
π

4
.

b) cot−1
�√

3
�
=
π

6
.
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Por otra parte, para ilustrar el significado de las funcionestrigonométricas
inversas considera las siguientes figuras:

Ejemplos:

1. Simplifica la expresiónsen


tan−1

x

3

�
.

Seaθ = tan−1
x

3
∴ tan θ =

x

3
De acuerdo con la figura,

sen θ =
x√
x2 + 9

∴ sen


tan−1

x

3

�
=

x√
x2 + 9

.
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2. Seay = sen−1
�
2

3

�
. Encuentra: a)cos y, b) tan y.

Comoy = sen−1
�
2

3

�

∴ sen y =
2

3
De acuerdo con la figura,

a) cos y =

√
5

3

b) tan y =
2√
5

3. Calculacsc−1(2). (¿Podrías obtener la respuesta con una calculadora de
bolsillo?).

De acuerdo con la figura,

csc−1(2) = sen−1
�
1

2

�
=
π

6
= 30◦.

Debes tener mucho cuidado de no inventar propiedades en relación con las
funciones trigonométricas inversas. Por ejemplo, si bien en el caso de las funciones
trigonométricas simples (no inversas) se cumple una propiedad tal como

csc(x) =
1

sen (x)
,

no existe una propiedad equivalente para las trigonométricas inversas, es decir,

csc−1(x) �= 1

sen−1 (x)
,

como se observa claramente en el problema 3 anterior. También nota que las
funciones trigonométricas y las trigonométricas inversasno son recíprocas entre
sí, es decir,

sen−1x �= 1

sen x
.

No olvides quesen−1x es un ángulo, mientras que senx es un número.
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Tomando en cuenta que las funciones trigonométricas inversas representan
ángulos, y en vista de que la suma de los ángulos internos de untriángulo esπ, por
lo tanto se cumplen propiedades tales como

sen−1x+ cos−1 x =
π

2

tan−1 x+ cot−1 x =
π

2

sec−1 x+ csc−1 x =
π

2
.

Asimismo, tomando en cuenta que sen−1x, tan−1 x y csc−1 x son funciones
impares (ver gráficas correspondientes), es decir que cumplen la condición
f(−x) = −f(x), se tiene

sen−1(−x) = −sen−1x
tan−1(−x) = − tan−1 x

csc−1(−x) = − csc−1 x.

Si deseas conocer algunas otras propiedades adicionales, te recomiendo consultar
alguno de los libros de texto (por ejemplo, el Thomas-Finney).

Derivada de las funciones trigonométricas inversas

Para obtener las fórmulas de derivación para las funciones trigonométricas
inversas utilizamos diferenciación implícita, auxiliándonos gráficamente con
triángulos, como se muestra a continuación.

y = sen−1x
sen y = x

cos y · dy
dx

= 1

dy

dx
=

1

cos y

∴
dsen−1x

dx
=

1√
1− x2

, |x| < 1.
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y = tan−1 x
tan y = x

sec2 y · dy
dx

= 1

dy

dx
=

1

sec2 y

∴
d tan−1 x

dx
=

1

x2 + 1
, x ∈ R.

y = sec−1 x
sec y = x

sec y tan y · dy
dx

= 1

dy

dx
=

1

sec y tan y

∴
d sec−1 x

dx
=

1

|x|
√
x2 − 1

, |x| > 1.

En resumen, se tiene

dsen−1x

dx
=

1√
1− x2

, |x| < 1

d tan−1 x

dx
=

1

1 + x2
, x ∈ R

d sec−1 x

dx
=

1

|x|
√
x2 − 1

, |x| > 1.

Como ejercicio de práctica te recomiendo demostrar las tresfórmulas restantes, a
saber,

d cos−1 x

dx
= − 1√

1− x2
, |x| < 1

d cot−1 x

dx
= − 1

1 + x2
, x ∈ R

d csc−1 x

dx
= − 1

|x|
√
x2 − 1

, |x| > 1.
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Los resultados anteriores se generalizan de la siguiente manera.

Derivadas de las funciones trigonométricas inversas

Si u = f(x) es una función diferenciable, entonces

dsen−1u

dx
=

du/dx√
1− u2

, |u| < 1,
d cos−1 u

dx
= − du/dx√

1− u2
, |u| < 1

d tan−1 u

dx
=

du/dx

1 + u2
, u ∈ R, d cot−1 u

dx
= − du/dx

1 + u2
, u ∈ R

d sec−1 u

dx
=

du/dx

|u|
√
u2 − 1

, |u| > 1,
d csc−1 u

dx
= − du/dx

|u|
√
u2 − 1

, |u| > 1

Ejemplos:

1.
dsen−1 (x3)

dx
=

3x2
#

1− (x3)2
=

3x2√
1− x6

, si |x3| < 1, es decir, si

−1 < x < 1.

2.
d cos−1 (lnx)

dx
= − (1/x)

#
1− (ln x)2

= − 1

x
	

1− ln2 x
, |ln x| < 1, es decir, si

e−1 < x < e.

3.
d tan−1 (cosx)

dx
=

−sen x
1 + (cosx)2

= − sen x

1 + cos2 x
, para todox ∈ R.

4.
d sec−1 (ex)

dx
=

ex

|ex|
#

(ex)2 − 1
=

1√
e2x − 1

, si e2x > 1, es decir, six > 0.

5.
d csc−1 (−2x5)

dx
= − −10x4

|−2x5|
#

(−2x5)2 − 1
=

5

|x|
√
4x10 − 1

,

si |−2x5| > 1, es decir, six < −2−1/5 o x > 2−1/5.
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De las fórmulas de derivación anteriores se deducen las siguientes fórmulas de
integración.

Integrales que conducen a las funciones trigonométricas inversas

Si u = f(x) es una función diferenciable ya > 0 es una constante, entonces
�

du√
a2 − u2

= sen−1

u
a

�
+ C, |u| < a

�
du

u2 + a2
=

1

a
tan−1


u
a

�
+ C, u ∈ R

�
du

u
√
u2 − a2

=
1

a
sec−1

"""
u

a

"""+ C, |u| > a.

Ejemplos:

1.
� dx√

16− x2
= sen−1


x
4

�
+ C, para|x| < 4, o sea,−4 < x < 4.

2.
� √3/2
1/
√
2

dx√
1− x2

= [sen−1x]
√
3/2

1/
√
2
= sen−1

 √
3

2

!

− sen−1
�

1√
2

�

=
π

3
− π

4
=
π

12
.

3.
� 3x dx√

1− x4
=

3

2

� 2x dx
#

1− (x2)2
=

3

2

� du√
1− u2

=
3

2
sen−1(u) + C

=
3

2
sen−1 (x2) + C, para|x2| < 1, o sea,−1 < x < 1.

4.
� dx

3 + 4x2
=

1

2

� 2dx

3 + (2x)2
=

1

2

� du

3 + u2
=

1

2
√
3
tan−1

�
u√
3

�
+ C

=
1

2
√
3
tan−1

�
2x√
3

�
+ C, parax ∈ R.

5.
� √2
2/
√
3

dx

x
√
x2 − 1

= [sec−1 |x|]
√
2

2/
√
3 = sec−1

�√
2
�
− sec−1

�
2√
3

�

=
π

4
− π

6
=
π

12
.

6.
� dx

x2 − 6x+ 13
=
� dx

(x− 3)2 + 4
=
� du

u2 + 4
=

1

2
tan−1


u
2

�
+ C

=
1

2
tan−1

�
x− 3

2

�
+ C.
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1.7 Técnicas de integración

Además del método de integración por sustitución de las secciones 1.1.2 y 1.4
existen otros métodos alternativos de gran utilidad. A continuación describiremos
algunos de los más importantes.

1.7.1 Procedimientos algebraicos

Los procedimientos algebraicos suelen utilizarse en combinación con cualquiera
de los otros métodos. La idea es poder reescribir el integrando de tal forma que
éste presente una forma más manejable para su integración. Entre los diversos
procedimientos a seguir, se destacan los siguientes.

i) Reducción de una fracción impropia

Por ejemplo, considera
� 3x2 − 7x

3x+ 2
dx. Como el integrando es una fracción

impropia (grado del numerador≥ grado del denominador), éste puede separarse en
un polinomio más una fracción propia, mediante el cociente de los polinomios:

x− 3

3x+ 2 |3x2 − 7x
−3x2 − 2x

−9x
9x+ 6

6

Así,

�
3x2 − 7x

3x+ 2
dx =

� �
x− 3 +

6

3x+ 2

�
dx

=

�
x dx−

�
3 dx+

6

3

�
3 dx

3x+ 2

=
x2

2
− 3x+ 2 ln |3x+ 2|+ C.

ii) Separar fracciones

Por ejemplo, considera
� 3x+ 2√

1− x2
dx. Aquí el numerador puede separarse en
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dos términos, quedando
�

3x+ 2√
1− x2

dx = 3

�
x√

1− x2
dx+ 2

�
1√

1− x2
dx

= −3
� −2x

2
√
1− x2

dx+ 2

�
1√

1− x2
dx

= −3
√
1− x2 + 2sen−1x+ C.

iii) Completar cuadrados

Por ejemplo, considera
� dx√

8x− x2
. Completando cuadrados en el denominador

obtienes
�

dx√
8x− x2

=

�
dx

	
16− (x− 4)2

=

�
dx

	
42 − (x− 4)2

= sen−1
�
x− 4

4

�
+ C.

iv) Desarrollar potencias

Por ejemplo, considera
� �√

x+
3

x

�2
dx. Aquí no funciona la sustitución

u =
√
x+3/x, ya que en el integrando faltadu; esto es, la integral no es de la forma�

u2du. En este caso, se sugiere simplemente desarrollar el cuadrado, obteniendo
� �√

x+
3

x

�2
dx =

� �
x+

6√
x
+

9

x2

�
dx

=
x2

2
+ 12

√
x− 9

x
+ C.

v) Sumar 0 o multiplicar por 1

Por ejemplo, considera
� x

x− 1
dx. Al numerador en el integrando puede

sumársele0, mediante el siguiente truco:
�

x

x− 1
dx =

�
x− 1 + 1

x− 1
dx

=

�
x− 1

x− 1
dx+

�
1

x− 1
dx

=

�
dx+

�
1

x− 1
dx

= x+ ln |x− 1|+ C.
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1.7 Técnicas de integración

Como un segundo ejemplo, considera
�
secx dx. Multiplicamos por1 el

integrando, de la siguiente manera:
�

secx dx =

�
secx · secx+ tan x

secx+ tan x
dx

=

�
sec2 x+ secx tanx

secx+ tan x
dx

= ln |secx+ tanx|+ C.
vi) Utilizar identidades trigonométricas
Por ejemplo, considera

�
(secx+ tan x)2 dx. Desarrollando el cuadrado,

obtenemos
�

(secx+ tanx)2 dx =

� �
sec2 x+ 2 secx tan x+ tan2 x

�
dx

=

� �
sec2 x+ 2 secx tan x+ (sec2 x− 1)

�
dx

=

� �
2 sec2 x+ 2 secx tan x− 1

�
dx

= 2 tan x+ 2 secx− x+ C.

1.7.2 Integración por partes

El método de integración por partes suele utilizarse cuandoel integrando consiste
en un producto de dos funciones, es decir, para integrales del tipo

�
f(x)g(x)dx

(recuerda que
�
f · g dx �=

�
f dx ·

�
g dx. Sin embargo, no siempre que tengas un

producto de funciones podrás utilizar el método. Éste se basa en la fórmula de la
diferencial de un producto, como se muestra a continuación.

d(uv) = udv + vdu
∴ udv = d(uv)− vdu

∴

�
udv =

�
d(uv)−

�
vdu

∴

�
udv = uv −

�
vdu

Fórmula de la integración por partes

Seanu, v, funciones diferenciables dex. Entonces
�
udv = uv −

�
vdu.
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Ejemplo:

Consideremos la integral
�
x cosx dx e identifiquemos las funcionesu, v, como

se muestra a continuación,

u = x → du = dx
dv = cosx dx→ v = senx.

De este modo,
�
x (cosx dx) = x senx−

�
senx dx = x senx+ cosx+ C

↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑
u dv u v v du

En muchos casos es muy importante seleccionar adecuadamente las funciones
u, v. En este mismo ejemplo, si en lugar de la selección anterior hubiéramos
propuesto

u = cosx → du = −senxdx
dv = x dx → v =

x2

2
,

el método no sería conveniente, ya que la integral resultante sería más compleja
que la original

�
cosx (x dx) =

x2

2
cosx−

�
x2

2
(−senx) dx =???

En ejemplos como el anterior, la idea consiste en ir reduciendo el grado de las
potencias dex, en lugar de incrementarlo, como ocurrió en la segunda selección.
De hecho, el método puede utilizarse repetidamente, hasta llegar a reducir el grado
dex a un valor que nos permita ya la integración directa (ésta, sin embargo, no es
una regla general).

Ejemplo:

Considera la integral
�
x2e−3xdx. En este caso, te conviene proponer

u = x2 → du = 2xdx

dv = e−3x dx→ v =
e−3x

−3 ,
de modo que

�
x2e−3xdx =

�
x2
��e−3x

−3

�
−
� �

e−3x

−3

�
(2x) dx

= −x
2e−3x

3
+

2

3

�
xe−3xdx.
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1.7 Técnicas de integración

Ahora vuelves a aplicar el método de integración por partes ala integral que te
quedó, proponiendo

u = x → du = dx

dv = e−3x dx→ v =
e−3x

−3 ,
de donde

�
x2e−3xdx = −x

2e−3x

3
+

2

3

�
(x)

�
e−3x

−3

�
−
� �

e−3x

−3

�
dx

�

= −x
2e−3x

3
+

2

3

�
−xe

−3x

3
+

1

3

�
e−3xdx

�

= −x
2e−3x

3
+

2

3

�
−xe

−3x

3
+

1

3

�
e−3x

−3

��

= −x
2e−3x

3
− 2xe−3x

9
− 2e−3x

27
+ C.

La integración por partes también puede utilizarse en algunas integrales en
donde el integrando contiene una sola función, y no un producto de dos funciones.

Ejemplo:

Considera la integral
�
ln x dx. En este caso propones

u = ln x → du = 1
x
dx

dv = dx → v = x,
de donde

�
ln x dx = (ln x) (x)−

�
(x)

�
1

x

�
dx

= x ln x−
�
dx

= x ln x− x+ C.

A continuación mostramos un ejemplo de otro tipo, en que la integral por partes
es función de la propia integral original.

Ejemplo:

Considera
�
ex senx dx. Aquí podemos proponer

u = ex → du = exdx
dv = senx dx → v = − cosx,
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de modo que �
ex senx dx = −ex cosx+

�
ex cosx dx.

Volvemos a integrar por partes, proponiendo

u = ex → du = exdx
dv = cosx dx → v = senx

(¡cuidado! si proponesu = cosx y dv = exdx vuelves a regresar a la integral
original) y así

�
ex senx dx = −ex cosx+ ex senx−

�
ex senx dx,

de modo que al agrupar los términos con
�
ex senx dx se obtiene

2

�
ex senx dx = −ex cosx+ ex senx,

de donde se concluye que
�
ex senx dx =

−ex cosx+ ex senx

2
+ C.

El método de integración por partes también puede aplicarsepara integrales
definidas, como se muestra a continuación.

Ejemplo:

Considera
� 1
0
xe2x dx. En este caso,

� 1

0

xe2x dx =
1

2
xe2x

""""
1

0

− 1

2

� 1

0

e2x dx

=
1

2
xe2x − 1

4
e2x
""""
1

0

=

�
1

2
· 1 · e2 − 1

4
e2
�
−
�
1

2
· 0 · e0 − 1

4
e0
�

=
1

4
e2 +

1

4

=
1

4

�
e2 + 1

�
.

Por último, cabe señalar que no siempre que el integrando seaun producto se
utiliza este método. Por ejemplo, una integral del tipo

�
xex2dx no se resuelve

integrando por partes, sino más bien utilizando el método desustitución, ya que es
de la forma

�
eudu.
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1.7 Técnicas de integración

1.7.3 Fracciones parciales

El método de fracciones parcialeso método de coeficientes indeterminadosse
utiliza para integrar funciones racionales de la formaf(x) = p(x)/q(x), dondep y
q son polinomios en la variablex. La idea es escribir esta fracción en términos de
fracciones más simples, con denominadores de grado 1 o 2. Porejemplo,

� −2x5 + 3x2 + 1

x− x3 dx
� �� �

integral fea

=

� �
2x2 + 2+

1

x
− 3

x+ 1
+

1

1− x

�
dx

� �� �
integrales bonitas

.

Para ello, se llevan a cabo los siguientes pasos:

Paso 1.Si f es una fracción impropia, se efectúa la división para obtener la
suma de un polinomio más una fracción propia. Por ejemplo,

f(x) =
−2x5 + 3x2 + 1

x− x3 = 2x2 + 2� �� �
polinomio

+
3x2 − 2x+ 1

x− x3� �� �
fracción propia

Paso 2.Si f = p/q es una fracción propia, se factorizaq(x) como el producto
de factores lineales, o factores cuadráticos irreducibles. Por ejemplo,

−2x5 + 3x2 + 1

x− x3 =
−2x5 + 3x2 + 1

x(1 + x)(1− x) .

Paso 3.Para cada uno de los factores obtenidos en el denominador se introducen
coeficientes indeterminados, como lo muestran los siguientes ejemplos:

a) Factores lineales distintos:

p(x)

x(1 + x)(1− x) =
A

x
+

B

1 + x
+

C

1− x.

b) Factores lineales repetidos:

p(x)

(x+ 1)3
=

A

x+ 1
+

B

(x+ 1)2
+

C

(x+ 1)3
.

c) Factores cuadráticos irreducibles distintos:

p(x)

(x2 + 1) (x2 + 2)
=
Ax+B

x2 + 1
+
Cx+D

x2 + 2
.
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d) Factores cuadráticos irreducibles repetidos:

p(x)

(x2 + 1)3
=
Ax+B

x2 + 1
+
Cx+D

(x2 + 1)2
+
Ex+ F

(x2 + 1)3
.

Así, por ejemplo, sip(x) es un polinomio de grado menor que7, entonces

p(x)

x(x− 3)(x+ 1)3(x2 + 1)
=
A

x
+

B

x− 3
+

C

x+ 1
+

D

(x+ 1)2
+

E

(x+ 1)3
+
Fx+G

x2 + 1
.

Paso 4.Se calculan los coeficientes indeterminadosA,B,C,..., sumando
nuevamente las fracciones parciales e igualando el numerador conp(x), como se
muestra en los siguientes ejemplos.

Ejemplos:

1. Encuentra
� 5x− 3

x2 − 2x− 3
dx.

En el integrando se tiene una fracción propia, por lo que efectuamos
directamente la descomposición en fracciones parciales, dada por

5x− 3

x2 − 2x− 3
=

5x− 3

(x− 3)(x+ 1)

=
A

x− 3
+

B

x+ 1

=
A(x+ 1) +B(x− 3)

(x− 3)(x+ 1)

=
(A+B)x+ (A− 3B)

x2 − 2x− 3
.

Comparando el último término con el primero tenemos

A+B = 5
A− 3B = −3,

de modo queA = 3 y B = 2. De esta manera,

5x− 3

x2 − 2x− 3
=

3

x− 3
+

2

x+ 1
.

Por lo tanto,
�

5x− 3

x2 − 2x− 3
dx =

�
3

x− 3
dx+

�
2

x+ 1
dx

= 3 ln |x− 3|+ 2 ln |x+ 1|+ C
= ln

""(x− 3)3 (x+ 1)2
""+ C.
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2. Encuentra
� −2x5 + 3x2 + 1

x− x3 dx (ejemplo inicial de esta sección).

En el integrando se tiene una fracción impropia, por lo que primero efectuamos
la división de polinomios, obteniendo

−2x5 + 3x2 + 1

x− x3 = 2x2 + 2 +
3x2 − 2x+ 1

x− x3 .

De esta manera,
� −2x5 + 3x2 + 1

x− x3 dx =

� �
2x2 + 2 +

3x2 − 2x+ 1

x− x3
�
dx.

Ahora efectuamos la descomposición en fracciones parciales de la fracción
propia en el integrando. Para ello, escribimos

3x2 − 2x+ 1

x− x3 =
3x2 − 2x+ 1

x(1 + x)(1− x)

=
A

x
+

B

1 + x
+

C

1− x
=

A(1 + x)(1− x) +Bx(1− x) + Cx(1 + x)
x(1 + x)(1− x)

=
x2(−A−B + C) + x(B + C) + A

x(1 + x)(1− x) .

Comparando el último término con el primero tenemos

A = 1

B + C = −2
−A− B + C = 3,

de modo queA = C = 1 y B = −3. Así,

3x2 − 2x+ 1

x− x3 =
1

x
− 3

1 + x
+

1

1− x.

Por lo tanto,
� −2x5 + 3x2 + 1

x− x3 dx =

� �
2x2 + 2 +

1

x
− 3

1 + x
+

1

1− x

�
dx

=
x3

2
+ 2x+ ln |x| − 3 ln |1 + x| − ln |1− x|+ C

=
x3

2
+ 2x+ ln

""""
x

(1 + x)3(1− x)

""""+ C.
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3. Encuentra
� 6x

x2 + 4x+ 4
dx.

Se tiene una fracción propia. De esta manera,

6x

x2 + 4x+ 4
=

6x

(x+ 2)2
=

A

x+ 2
+

B

(x+ 2)2
=
A(x+ 2) +B

(x+ 2)2
=
Ax+ (2A+B)

x2 + 4x+ 4
.

Comparando términos, tenemos

A = 6

2A+B = 0,

de modo queA = 6 y B = −12. Así

6x

x2 + 4x+ 4
=

6

x+ 2
− 12

(x+ 2)2
.

Por lo tanto,
�

6x

x2 + 4x+ 4
dx = 6

�
dx

x+ 2
− 12

�
dx

(x+ 2)2
= 6 ln |x+ 2|+ 12

x+ 2
+ C.

4. Encuentra
� 4

x4 − 1
dx.

Se tiene una fracción propia. De esta manera,

4

x4 − 1
=

4

(x− 1)(x+ 1)(x2 + 1)
=

A

x− 1
+

B

x+ 1
+
Cx+D

x2 + 1

=
(A+B + C)x3 + (A− B +D)x2 + (A+B − C)x+ (A−B −D)

x4 − 1
.

Comparando términos, tenemos

A+B + C = 0
A−B +D = 0
A+B − C = 0
A−B −D = 4,

de modo queA = 1,B = −1, C = 0 y D = −2. Así

4

x4 − 1
=

1

x− 1
− 1

x+ 1
− 2

x2 + 1
.

Por lo tanto,
�

4

x4 − 1
dx =

�
1

x− 1
dx−

�
1

x+ 1
dx− 2

�
1

x2 + 1
dx

= ln |x− 1| − ln |x+ 1| − 2 tan−1 x+ C

= ln

""""
x− 1

x+ 1

""""− 2 tan−1 x+ C.
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Por último, a continuación deduciremos una fórmula generalpara encontrar
� du

a2 − u2 , cona �= 0 una constante. Se tiene,

1

a2 − u2 =
A

a− u +
B

a+ u
=
A(a+ u) +B(a− u)

(a− u)(a+ u) =
(A−B)u+ (Aa+Ba)

a2 − u2 .

Comparando términos, tenemos

A− B = 0
Aa+Ba = 1,

de modo queA = B =
1

2a
. Así,

1

a2 − u2 =
1

2a

�
1

a− u

�
+

1

2a

�
1

a+ u

�
.

Por lo tanto,
�

du

a2 − u2 =
1

2a

�
du

a− u +
1

2a

�
du

a+ u

= − 1

2a
ln |a− u|+ 1

2a
ln |a+ u|+ C

=
1

2a
ln

""""
a+ u

a− u

""""+ C.

Ejemplos:

1.
� dx

7− x2 =
1

2
√
7
ln

"""""

√
7 + x√
7− x

"""""
+ C =

1

2
√
7
ln

"""""
x+

√
7

x−
√
7

"""""
+ C.

2.
� et dt

16− e2t =
� et dt

16− (et)2
=

1

8
ln

""""
4 + et

4− et

""""+ C =
1

8
ln

""""
et + 4

et − 4

""""+ C.

3.
� dx

ex − e−x
=
� ex dx

(ex)2 − 1
=
� du

u2 − 1
= −1

2
ln

""""
1 + u

1− u

""""+ C

= −1

2
ln

""""
1 + ex

1− ex

""""+ C.
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2.1 Formas indeterminadas. Regla de L’Hopital

Cuando estudiaste el concepto de límite en tu primer curso deCálculo
seguramente te enfrentaste al cálculo de límites tales como

ĺım
x→1

x2 − 1

x− 1
, ĺım

x→∞

5x− 3

x2 + 2x+ 1
, ĺım

x→0

senx

x
, etc...

que eran de la forma
0

0
o
∞
∞ . Estos son casos particulares de lo que se conoce

comoformas indeterminadas, que en ejemplos como los anteriores pueden
calcularse mediante simples manipulaciones algebraicas ogeométricas. Sin
embargo, no siempre es posible aplicar estos métodos en el caso general,
de modo que es útil contar con alguna técnica alternativa. Alrespecto, a
continuación veremos un método muy útil para calcular el límite en formas
indeterminadas, conocida como laregla de L´Hopital.

La regla de L’Hopital se utiliza típicamente para calcular límites de la

forma
0

0
, es decir,

ĺım
x→a

f(x)

g(x)
, f(a) = g(a) = 0,

y se basa en el siguiente resultado.

Regla de L’Hopital (forma débil)

Suponga quef(a) = g(a) = 0, quef ′(a) y g′(a) existen y queg′(a) �= 0.
Entonces

ĺım
x→a

f(x)

g(x)
=
f ′(x)

g′(x)

""""
x=a

=
f ′(a)

g′(a)
.
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Demostración:

f ′(a)

g′(a)
=

ĺım
x→a

f(x)− f(a)
x− a

ĺım
x→a

g(x)− g(a)
x− a

= ĺım
x→a

f(x)− f(a)
x− a

g(x)− g(a)
x− a

= ĺım
x→a

f(x)− f(a)
g(x)− g(a) = ĺım

x→a

f(x)

g(x)
.

Ejemplos:

1. ĺım
x→2

x2 − 4

x− 2
L
=

2x

1

""""
x=2

= 4.

2. ĺım
x→0

√
1 + x− 1

x
L
=

1

2
√
1 + x
1

""""""""
x=0

=
1

2
.

3. ĺım
x→0

sen x

x
L
=

cosx

1

"""
x=0

= 1.

4. ĺım
x→0

3x− sen x
x

L
=

3− cosx

1

""""
x=0

= 2.

La forma débil de la regla de L’Hopital falla cuando al derivar vuelve a obtenerse
0

0
, como por ejemplo,

ĺım
x→0

x− sen x
x3

L
=

1− cosx

3x2

""""
x=0

=???

En ese caso, es necesario reemplazar la regla de L’Hopital por la siguiente versión.

Regla de L’Hopital (forma fuerte)

Suponga quef(a) = g(a) = 0 y quef y g son diferenciables en un intervalo
abiertoI que contenga al puntoa. Suponga también queg′(x) �= 0 enI, para todo
x �= a. Entonces

ĺım
x→a

f(x)

g(x)
= ĺım

x→a

f ′(x)

g′(x)
.
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Ejemplos:

1. ĺım
x→0

x− senx
x3

L
= ĺım

x→0

1− cosx

3x2
L
= ĺım

x→0

sen x

6x
L
= ĺım

x→0

cosx

6
=

1

6
.

2. ĺım
x→0

1− cosx

x+ x2
L
= ĺım

x→0

senx

1 + 2x
=

0

1
= 0.

La regla de L’Hopital deja de utilizarse en el momento que ya no se tiene un

límite de la forma
0

0
. Así, el mal uso de la regla en el ejemplo 2 te llevaría a que

¡¡¡ ĺım
x→0

1− cosx

x+ x2
L
= ĺım

x→0

senx

1 + 2x
L
= ĺım

x→0

cosx

2
=

1

2
!!!

Es posible demostrar que la regla de L’Hopital también se aplica directamente a

límites de la forma
∞
∞ . Por ejemplo,

ĺım
x→∞

ln x

2
√
x

L
= ĺım

x→∞

1/x

1/
√
x
= ĺım

x→∞

1√
x
= 0.

Asimismo, se usa para calcular límites indeterminados de laforma0 · ∞, o bien,

∞−∞, reescribiendo primero estos como
0

0
o
∞
∞ , como se ilustra a continuación.

Ejemplos:

1. ĺım
x→∞

xe−x = ĺım
x→∞

x

ex

L
= ĺım

x→∞

1

ex
= 0.

2. ĺım
x→0+

x ln x = ĺım
x→0+

ln x

1/x
L
= ĺım

x→0+
1/x

−1/x2 = − ĺım
x→0+

x = 0.

3. ĺım
x→(−∞)

[e−2x ln (1 + e2x)] = ĺım
x→(−∞)

�
ln (1 + e2x)

e2x

�
L
= ĺım

x→(−∞)

�
2e2x

1 + e2x

�

2e2x

= ĺım
x→(−∞)

1

1 + e2x
= 1.

4. ĺım
x→0

�
1

x
− 2x

x

�
= ĺım

x→0

1− 2x

x
L
= ĺım

x→0

−2x ln 2

1
= − ln 2 = ln(1/2).

Por último, la regla puede utilizarse en combinación con laspropiedades de los
logaritmos para calcular límites indeterminados del tipo1∞, 00 o∞0, como se
muestra a continuación.
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2.1 Formas indeterminadas. Regla de L’Hopital

Ejemplos:

1. ĺım
x→∞

x1/x = ĺım
x→∞

elnx1/x = ĺım
x→∞

e
lnx
x = e

ĺım
x→∞

lnx
x L

= e
ĺım
x→∞

1/x
1 = e0 = 1.

2. ĺım
x→∞



1 +

r

x

�x

= ĺım
x→∞

eln(1+r/x)x = ĺım
x→∞

ex ln(1+r/x) = ĺım
y→0+

e
ln(1+ry)

y

= e
ĺım

y→0+

ln(1+ry)
y L

= e
ĺım

y→0+

r
1+ry
1

= e
ĺım

y→0+

r
1+ry

= er.

3. La función CES (Constant Elasticity of Substitution)w : R2++ → (0,∞) está
dada por

w(x1, x2) = (δ1x
ρ
1 + δ2x

ρ
2)
1/ρ ,

en dondeδ1, δ2 > 0 y ρ �= 0. Demuestra que siδ1 + δ2 = 1, entonces en el
límite ρ→ 0 esta función se convierte en una Cobb-Douglas, es decir,

ĺım
ρ→0

w(x1, x2) = x
δ1
1 x

δ2
2 .

Si sustituyes directamenteρ = 0 enw = (δ1x
ρ
1 + δ2x

ρ
2)
1/ρ obtienes

(δ1 + δ2)
∞ = 1∞, que es una forma indeterminada, de modo que debes calcular

el límite utilizando la regla de L’Hopital. Para ello, primero nota que

ĺım
ρ→0

w = ĺım
ρ→0
elnw = e

ĺım
ρ→0

lnw
.

Ahora bien,

ĺım
ρ→0

lnw = ĺım
ρ→0

ln (δ1x
ρ
1 + δ2x

ρ
2)
1/ρ

= ĺım
ρ→0

�
ln (δ1x

ρ
1 + δ2x

ρ
2)

ρ

�
L
= ĺım

ρ→0

 
d
dρ

ln (δ1x
ρ
1 + δ2x

ρ
2)

1

!

= ĺım
ρ→0

 
d
dρ

(δ1x
ρ
1 + δ2x

ρ
2)

δ1x
ρ
1 + δ2x

ρ
2

!

.

Comodax/dx = ax ln a, paraa > 0, se tiened
dρ

(δix
ρ
i ) = δix

ρ
i ln xi, y así

ĺım
ρ→0

lnw = ĺım
ρ→0

�
δ1x

ρ
1 lnx1 + δ2x

ρ
2 ln x2

δ1x
ρ
1 + δ2x

ρ
2

�

=
δ1 ln x1 + δ2 ln x2

δ1 + δ2
=

lnxδ1
1 + lnxδ2

2

1

= ln
�
xδ1
1 x

δ2
2

�
.

Concluimos que

ĺım
ρ→0
w = e

ĺım
ρ→0

lnw
= e

ln
�

x
δ1
1 x

δ2
2

�

= xδ1
1 x

δ2
2 .
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Capítulo 2 Formas indeterminadas e integrales impropias

2.2 Integrales impropias

Definición. Una integral impropiaes una integral con límites de integración
infinitos, o bien, es la integral definida de una función que sevuelve infinita en
algún punto dentro del intervalo de integración.

Una integral impropia se calcula a partir de una integral propia, de la siguiente
manera:

a) Sif es continua en[a,∞), entonces�∞
a
f(x) dx = ĺım

b→∞

� b

a
f(x) dx (dominio infinito)

b) Sif es continua en(−∞, b], entonces� b

−∞ f(x) dx = ĺım
a→−∞

� b

a
f(x) dx (dominio infinito)

c) Sif es continua en(a, b], entonces� b

a
f(x) dx = ĺım

c→a+

� b

c
f(x) dx (rango infinito)
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2.2 Integrales impropias

d) Sif es continua en[a, b), entonces� b

a
f(x) dx = ĺım

c→b−

� c

a
f(x) dx (rango infinito)

En cada caso, si el límite es finito se dice que la integral impropia esconvergente,
y el límite es el valor de la integral. Si el límite no existe, la integral impropia es
divergente.

Definición. Si f es continua en(−∞,∞) y tanto
� a

−∞ f(x) dx como�∞
a
f(x) dx convergen, se dice que

�∞
−∞ f(x) dx converge, y definimos su valor

como � ∞

−∞
f(x) dx =

� a

−∞
f(x) dx+

� ∞

a

f(x) dx.

Si alguna de las integrales del lado derecho diverge, la integral
�∞
−∞ f(x) dx

diverge.

Definición. Si f tiende a infinito en algún punto interiorc ∈ [a, b], entonces

� b

a

f(x) dx =

� c

a

f(x) dx+

� b

c

f(x) dx.

La integral
� b

a
f(x) dx convergesi ambas integrales del lado derecho convergen. Si

alguna de estas últimas diverge, la integral
� b

a
f(x) dx diverge.

79



Capítulo 2 Formas indeterminadas e integrales impropias

Ejemplos de integrales con dominio infinito:

1. Calcula
�∞
1

ln x

x2
dx.

En este caso,
� ∞

1

lnx

x2
dx = ĺım

b→∞

� b

1

lnx

x2
dx

= ĺım
b→∞

�
−1

x
ln x− 1

x

�b

1

= ĺım
b→∞

�
− ln b

b
− 1

b
+

ln 1

1
+

1

1

�

= − ĺım
b→∞

ln b

b
+ 1.

De acuerdo con la regla de L’Hopital,

ĺım
b→∞

ln b

b
L
= ĺım

b→∞

1/b

1
= ĺım

b→∞

1

b
= 0.

Concluimos que la integral converge a 1, es decir,
� ∞

1

ln x

x2
dx = 1.
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2.2 Integrales impropias

2. Calcula
�∞
0
xe−x dx.

En este caso,
� ∞

0

xe−x dx = ĺım
b→∞

� b

0

xe−x dx

= ĺım
b→∞

�
−xe−x − e−x

�b
0

= ĺım
b→∞

�
−be−b − e−b + 1

�

= − ĺım
b→∞

be−b + 1.

De acuerdo con la regla de L’Hopital,

ĺım
b→∞

be−b = ĺım
b→∞

b

eb

L
= ĺım

b→∞

1

eb
= 0.

Concluimos que la integral converge a 1, es decir,
� ∞

0

xe−x dx = 1.

3. Calcula
� 0
−∞ senx dx.

En este caso,
� 0

−∞
senx dx = ĺım

a→−∞

� 0

a

senx dx

= ĺım
a→−∞

[− cosx]0a

= ĺım
a→−∞

[−1 + cos a] .

Comocos(−∞) no está definido, por lo tanto la integral diverge.
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Capítulo 2 Formas indeterminadas e integrales impropias

4. Calcula
�∞
2

x+ 3

(x− 1)(x2 + 1)
dx.

En este caso,
� ∞

2

x+ 3

(x− 1)(x2 + 1)
dx = ĺım

b→∞

� b

2

x+ 3

(x− 1)(x2 + 1)
dx

= ĺım
b→∞

� b

2

�
2

x− 1
− 2x+ 1

x2 + 1

�
dx

= ĺım
b→∞

�
2

� b

2

dx

x− 1
−
� b

2

2x dx

x2 + 1
−
� b

2

dx

x2 + 1

�

= ĺım
b→∞

�
2 ln |x− 1| − ln(x2 + 1)− tan−1 x

�b
2

= ĺım
b→∞

�
ln

�
(b− 1)2

b2 + 1

�
− tan−1 b+ ln 5 + tan−1 (2)

�
.

De acuerdo con la regla de L’Hopital,

ĺım
b→∞

ln

�
(b− 1)2

b2 + 1

�
= ln

�
ĺım
b→∞

(b− 1)2

b2 + 1

�

L
= ln

�
ĺım
b→∞

2(b− 1)

2b

�

L
= ln

�
ĺım
b→∞

2

2

�

= ln 1 = 0.

Por otra parte, comoĺım
θ→π

2
−
tan θ =∞, por lo tanto

tan−1(∞) =
π

2
.

Concluimos que la integral converge a−π
2
+ ln 5 + tan−1 (2), es decir,

� ∞

2

x+ 3

(x+ 1)(x2 + 1)
dx = −π

2
+ ln 5 + tan−1 (2) .
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2.2 Integrales impropias

5. Calcula
�∞
−∞ e

−|x| dx.
De acuerdo con la definición de valor absoluto, podemos partir la integral como

� ∞

−∞
e−|x| dx =

� 0

−∞
ex dx+

� ∞

0

e−x dx.

Por una parte,
� 0

−∞
ex dx = ĺım

a→−∞

� 0

a

ex dx = ĺım
a→−∞

[ex]0a = ĺım
a→−∞

[1− ea] = 1.

Por otra parte,
� ∞

0

e−x dx = ĺım
b→∞

� b

0

e−x dx = ĺım
b→∞

�
−e−x

�b
0
= ĺım

b→∞

�
−e−b + 1

�
= 1.

Por lo tanto, ambas integrales convergen a 1, de modo que
� ∞

−∞
e−|x| dx =

� 0

−∞
ex dx+

� ∞

0

e−x dx = 1 + 1 = 2.

Ejemplos de integrales con rango infinito:

1. Calcula
� 1
0

dx

1− x.
En este caso,

� 1

0

dx

1− x = ĺım
b→1−

� b

0

dx

1− x
= ĺım

b→1−
[− ln |1− x|]b0

= − ĺım
b→1−

[ln |1− b| − ln 1]

= − ĺım
b→1−

ln |1− b|
= −(−∞) =∞.

83



Capítulo 2 Formas indeterminadas e integrales impropias

Por lo tanto, la integral diverge.

2. Calcula
� 11
2

dx√
x− 2

.

En este caso,

� 11

2

dx√
x− 2

= ĺım
a→2+

� 11

a

dx√
x− 2

= ĺım
a→2+

�
2
√
x− 2

�11
a

= 2 ĺım
a→2+

�√
11− 2−

√
a− 2

�

= 2 [3− 0] = 6.

Por lo tanto, la integral converge a 6.

3. Calcula
� 3
0

dx

(x− 1)2/3
.

En este caso,

� 3

0

dx

(x− 1)2/3
=

� 1

0

dx

(x− 1)2/3
+

� 3

1

dx

(x− 1)2/3
.
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2.2 Integrales impropias

Como
� 1

0

dx

(x− 1)2/3
= ĺım

c→1−

� c

0

dx

(x− 1)2/3
= ĺım

c→1−

%
3 (x− 1)1/3

&c

0

= 3 ĺım
c→1−

%
(c− 1)1/3 − (0− 1)1/3

&
= 3,

� 3

1

dx

(x− 1)2/3
= ĺım

d→1+

� 3

d

dx

(x− 1)2/3
= ĺım

d→1+

%
3 (x− 1)1/3

&3

d

= 3 ĺım
d→1+

�
(3− 1)1/3 − (d− 1)1/3

�
= 3

3
√
2,

por lo tanto, ambas integrales convergen. De este modo
� 3

0

dx

(x− 1)2/3
=

� 1

0

dx

(x− 1)2/3
+

� 3

1

dx

(x− 1)2/3
=3 + 3

3
√
2,

y, por lo tanto, la integral converge a3 + 3 3
√
2.

Integrales de la forma
� dx
xp

Un tipo de integrales que resulta de particular interés son las integrales
impropias de la forma � 1

0

dx

xp
y
� ∞

1

dx

xp
,

conp ∈ R.
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Capítulo 2 Formas indeterminadas e integrales impropias

Dependiendo del valor del parámetrop, la primera integral puede presentar
problemas alrededor dex = 0, mientras que la segunda lo hace parax ≫ 1. Para
determinar la convergencia de estas integrales, nota que

�
dx

xp
=






ln |x|+ C, p = 1

x−p+1

−p+ 1
+ C, p �= 1.

Así, para las integrales de la forma
�∞
1

dx

xp
se tiene:

i) Si p = 1, entonces

� ∞

1

dx

x
= ĺım

b→∞

� b

1

dx

x
= ĺım

b→∞
[ln b− ln 1] =∞.

ii) Si p �= 1, entonces

� ∞

1

dx

xp
= ĺım

b→∞

� b

1

dx

xp
=

1

−p+ 1
ĺım
b→∞

�
b−p+1 − 1

�
=






∞, p < 1
1

p− 1
, p > 1.

Concluimos entonces que

� ∞

1

dx

xp
=






∞, p ≤ 1
1

p− 1
, p > 1.

De esta manera, integrales tales como
�∞
1

dx

x
,
�∞
1

dx√
x

y
�∞
1

dx

x−2
son

divergentes, mientras que las integrales
�∞
1

dx

x1,1
,
�∞
1

dx

x2
y
�∞
1

dx√
x3

son

convergentes.
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2.2 Integrales impropias

Por otra parte, para las integrales de la forma
� 1
0

dx

xp
se tiene:

i) Si p = 1, entonces
� 1

0

dx

x
= ĺım

a→0+

� 1

a

dx

x
= ĺım

a→0+
[ln 1− ln a] =∞.

ii) Si p �= 1, entonces

� 1

0

dx

xp
= ĺım

a→0+

� 1

a

dx

xp
=

1

−p+ 1
ĺım

a→0+

�
1− a−p+1

�
=






1

1− p, p < 1

∞, p > 1.

Concluimos entonces que

� 1

0

dx

xp
=






1

1− p, p < 1

∞, p ≥ 1.

De esta manera, integrales tales como
� 1
0

dx

x0,9
,
� 1
0

dx√
x

y
� 1
0

dx

x−2
son

convergentes, mientras que las integrales
� 1
0

dx

x
,
� 1
0

dx

x1,1
y
� 1
0

dx

x2
son

divergentes.

Así, por ejemplo, sin efectuar cálculos detallados podemosconcluir que la integral
� 1
−1
dx

x3
diverge. En efecto, sabemos que

� 1

−1

dx

x3
=

� 0

−1

dx

x3
+

� 1

0

dx

x3
.
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Capítulo 2 Formas indeterminadas e integrales impropias

Como cada una de las integrales del lado derecho diverge, porlo tanto
� 1
−1
dx

x3
diverge (¡compruébalo!). Nota que si hubieras efectuado laintegración de una
manera descuidada, es decir, sin partir la integral enx = 0, habrías obtenido
erróneamente

¡¡¡
� 1

−1

dx

x3
=

�
− 1

2x2

�1

−1
= −1

2

�
1

x2

�1

−1
= −1

2

�
1

12
− 1

(−1)2
�

= 0 !!!

Por último, observa que las integrales
� 1
0

dx
xp

convergen para aquellos valores de
p para los que las integrales

�∞
1

dx
xp

divergen, y viceversa, con excepción del caso
p = 1, en donde ambas integrales divergen.
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Capítulo 3

Integración Múltiple

3.1 Integrales dobles sobre un rectángulo. Teorema de Fubini

La generalización de la integral definida de funcionesf(x) de una variable
en un intervalo del ejex es laintegral múltiplede funcionesf(x1, x2, . . .) de
varias variables en alguna región de su dominio. Aquí discutiremos en detalle
el significado y propiedades de laintegral doblede funciones continuas
f(x, y) de dos variables sobre alguna regiónR de su dominio.

Seaz = f(x, y) una función continua, definida en una región acotadaR
en el planoxy. Para facilitar la discusión, primero supongamos quef es
una función no negativa,f ≥ 0, enR. En ese caso, nos interesa encontrar
el volumenV de la región sólida tridimensional sobre el planoxy, acotada
abajo porR y arriba por la superficiez = f(x, y), como se ilustra en la
siguiente figura, en dondeR es la región rectangulara ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d.
Extendiendo el concepto de suma de Riemann del capítulo 1, elvolumen
V puede aproximarse por el volumenSn de n cajas rectangulares, o
paralelepípedos.
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Capítulo 3 Integración Múltiple

Para encontrarSn se realiza una partición (reticulado) de la región rectangular
R, enn subregionesRk, k = 1, . . . , n, que determina las bases de cada una de lasn
cajas. En cada rectángulok de la partición identificamos algún punto representativo
(xk,yk), de modo que la altura de la caja correspondiente esf(xk,yk). Si ∆Ak

es el área del rectángulo alrededor del punto(xk, yk), entonces el volumen de la
k−ésima caja está dado simplemente porf(xk,yk)∆Ak.

De esta manera, el volumen aproximadoSn de lasn cajas rectangulares es la suma

Sn =
n�

k=1

f(xk,yk)∆Ak.

En el límite cuandon → ∞, si éste converge, la suma anterior se convierte en el
volumenV entre la gráfica def y la región rectangularR, es decir,

V = ĺım
n→∞

Sn = ĺım
n→∞

n�

k=1

f(xk,yk)∆Ak ≡
� �

R

f(x, y) dA,

en dondedA es la diferencial de área. La última igualdad define la integral doble de
la funciónf a lo largo de la región rectangularR en el planoxy. De hecho, aunque
no lo mostraremos aquí, esta definición puede extenderse trivialmente al caso
de regiones planas acotadasR más generales (no necesariamente rectangulares),
como se enuncia a continuación.
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3.1 Integrales dobles sobre un rectángulo. Teorema de Fubini

Definición. La integral doblede una funciónf(x, y) a lo largo de una región
acotada y cerradaR en el planoxy es el límite

� �

R

f(x, y) dA = ĺım
n→∞

n�

k=1

f(xk,yk)∆Ak,

cuando este límite existe.

La integral doble
� �

R
f(x, y) dA representa un volumen sólocuandof ≥ 0.

Cuandof puede tomar valores negativos a lo largo de la regiónR la integral
doble pierde su significado geométrico de volumen, convirtiéndose en una suma
de contribuciones, que puede tomar un valor positivo, negativo o inclusive cero,
dependiendo del signo de los productosf(xk,yk)∆Ak.

Propiedades de la integral doble

Seanf y g funciones continuas, definidas a lo largo de una misma regiónR de
R
2 y seak ∈ R. Entonces:

1.
� �

R
kf(x, y) dA = k

� �
R
f(x, y) dA

2.
� �

R
[ f(x, y) + g(x, y)] dA =

� �
R
f(x, y) dA+

� �
R
g(x, y) dA

3. f(x, y) ≥ 0 enR ⇒
� �

R
f(x, y) dA ≥ 0

4. f(x, y) ≥ g(x, y) enR⇒
� �

R
f(x, y) dA ≥

� �
R
g(x, y) dA

5. SiR = R1 ∪R2, conR1 ∩ R2 = ∅, entonces
� �

R
f(x, y) dA =

� �
R1
f(x, y) dA+

� �
R2
f(x, y) dA
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Capítulo 3 Integración Múltiple

Hasta aquí hemos discutido el significado y las propiedades de la integral doble� �
R
f(x, y) dA, pero aún no sabemos cómo se calcula ésta. A continuación

presentamos un argumento geométrico para calcular esta integral, en donde resulta
útil partir del supuesto de quef es una función no negativa. En esta sección nos
restringiremos sólo al caso de regiones rectangulares, de la forma

R =
(
(x, y) ∈ R2 | a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d

)
.

La discusión para regionesR más generales se presenta en la siguiente sección.

Nos interesa calcular el volumenV de la región sólida tridimensional acotada
arriba por la superficiez = f(x, y) ≥ 0 y abajo por la región rectangular
R : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d en el planoxy. Imagina, por ejemplo, que el sólido
en cuestión es un pan Bimbo, con la parte de arriba (la funciónz = f(x, y))
medio deformada, como lo muestra la figura. Para calcular el volumenV del pan,
considera una rebanada muy delgadita en el intervalo[x, x+ dx] . Si la rebanadita
en la posiciónx presenta un área transversalA(x), entonces su volumen sería
simplementeA(x) dx (área de la rebanadita×su grosor). Así, el volumenV del
pan es la suma de los volúmenes de todas las rebanaditas, desdex = a hastax = b,
como se expresa en la siguiente integral:

V =
� x=b

x=a
A(x) dx.

Para encontrar el áreaA(x) de la rebanadita de pan en la posiciónx, toma en
cuenta que su superficie corre a lo largo del planoyz. Vista de frente, la rebanadita
comienza eny = c y termina eny = d, y su altura está dada por la curvaz = f(x
fija, y). Así, el áreaA(x) del pan en la posiciónx está dada por la siguiente integral:

A(x) =
� y=d

y=c
f(x, y) dy (x fija)

92



3.1 Integrales dobles sobre un rectángulo. Teorema de Fubini

Sustituyendo esta expresión paraA(x) en la integral paraV se tiene

V =

� x=b

x=a

A(x) dx =

� x=b

x=a

�� y=d

y=c

f(x, y) dy

�
dx,

o simplemente,

V =

� b

a

� d

c

f(x, y) dydx.

Un resultado similar se obtiene si, en lugar de rebanar el panBimbo a lo largo
del ejex, éste se rebana a lo largo del ejey, como se muestra en la figura.

En ese caso,

V =

� y=d

y=c

A(y) dy =

� y=d

y=c

�� x=b

x=a

f(x, y) dx

�
dy,

o simplemente

V =

� d

c

� b

a

f(x, y) dxdy.

Estos resultados proporcionan una manera práctica de calcular la integral doble� �
R
f(x, y) dA a lo largo de una región rectangularR, aunque la funciónf pueda

tomar valores negativos enR y la integral doble pierda el significado geométrico
de volumen. Su formalización conduce al siguiente teorema,conocido como
Teorema de Fubini (primera forma), válido sólo para regionesR rectangulares. En
la sección 3.2 se presentará una versión más general de este teorema, elTeorema
de Fubini (forma fuerte),que se aplica en el caso de regionesR más generales (no
rectangulares).
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Capítulo 3 Integración Múltiple

Teorema de Fubini (primera forma)

Si f(x, y) es continua en la región rectangularR : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d,
entonces

� �

R

f(x, y) dA =

� d

c

� b

a

f(x, y) dxdy =

� b

a

� d

c

f(x, y) dydx.

Una expresión del tipo
� d

c

� b

a
f(x, y) dxdy se conoce comointegral doble

iterada, ya que su cálculo se lleva a cabo mediante dos iteraciones. En la primera
iteración integras parcialmentef con respecto ax,

� b

a

f(x, y) dx,

manteniendoy fija; al evaluar en los límitesx = a y x = b el resultado de esta
integración es, por lo general, una función dey. En la segunda iteración integras la
función obtenida con respecto ay,

� d

c

�� b

a

f(x, y) dx

�
dy,

obteniendo como resultado final un número (no una función). La misma
interpretación se tiene para la integral doble iterada con el orden invertido,� b

a

� d

c
f(x, y) dydx.

De acuerdo con este Teorema, en el caso de una región rectangularR puedes
integrarf(x, y) en el orden que te resulte más conveniente, siempre y cuando
utilices los límites de integración apropiados en cada iteración: la integral con
respecto ax va dex = a ax = b, y la integral con respecto ay va dey = c ay = d.
El resultado final (un número) será el mismo para cualquier orden que escojas.
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3.2 Integrales dobles sobre regiones más generales

Por ejemplo, calculemos la integral doble
� �

R
f(x, y) dA de la función

f(x, y) = 1 − 6xy2 a lo largo de la regiónR : −1 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2. Una
manera de proceder es la siguiente:

� �

R

f(x, y) dA =

� 2

0

� 1

−1

�
1− 6xy2

�
dxdy

=

� 2

0

�� 1

−1

�
1− 6xy2

�
dx

�
dy

=

� 2

0

�
x− 3x2y2

�x=1
x=−1 dy

=

� 2

0

��
1− 3y2

�
−
�
−1− 3y2

��
dy

=

� 2

0

2 dy

= [2y]y=2y=0 = 4.

Equivalentemente, puedes proceder en el orden inverso, a saber,

� �

R

f(x, y) dA =

� 1

−1

� 2

0

�
1− 6xy2

�
dydx

=

� 1

−1

�� 2

0

�
1− 6xy2

�
dy

�
dx

=

� 1

−1

�
y − 2xy3

�2
0
dx

=

� 1

−1
[(2− 16x)− 0] dx

=

� 1

−1
(2− 16x) dx

=
�
2x− 8x2

�x=1
x=−1 = 4.

3.2 Integrales dobles sobre regiones más generales

Una integral doble
� �

R
f(x, y) dA del tipo

� b

a

� d

c
f(x, y) dydx o del tipo

� d

c

� b

a
f(x, y) dxdy, es decir, con límites de integración constantes, es válidasólo

para regiones rectangularesR = {(x, y) ∈ R2 | a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d} . En el
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Capítulo 3 Integración Múltiple

caso de regionesR más generales, el Teorema de Fubini en su versión anterior
debe modificarse, como se describe a continuación.

Considera nuevamente el problema de encontrar el volumenV de un pan
Bimbo, limitado arriba por una superficie no negativaz = f(x, y) ≥ 0 y abajo
por una región acotadaR en el planoxy. Ahora supón que el pan viene un
poco ”apachurradito” de los lados, de modo que la regiónR de su base ya no es
rectangular. Una primera opción es que los ladosx = a y x = b del pan todavía
son planitos, pero los lados correspondientes a las coordenadasy ya no sony = c y
y = d, sino más bieny = g1(x) y y = g2(x). En otras palabras, se trata de la región

R =
(
(x, y) ∈ R2 | a ≤ x ≤ b, g1(x) ≤ y ≤ g2(x)

)
.

Nuevamente, aquí el volumenV del pan es la suma de los volúmenes de todas
las rebanaditas, desdex = a hastax = b, es decir,V =

� x=b

x=a
A(x) dx, pero

ahora el áreaA(x) de la rebanadita de pan en la posiciónx (fija) ya no es
A(x) =

� y=d

y=c
f(x, y) dy sino más bienA(x) =

� y=g2(x)

y=g1(x)
f(x, y) dy. En otras

palabras, se tiene

V =

� x=b

x=a

A(x) dx =

� x=b

x=a

 � y=g2(x)

y=g1(x)

f(x, y) dy

!

dx,

o simplemente,

V =

� b

a

� g2(x)

g1(x)

f(x, y) dydx.

Una segunda opción es que los ladosy = c y y = c del pan son los que siguen
planitos, pero los ladosx = a y x = b están deformados de acuerdo conx = h1(y)
y x = h2(y). En otras palabras,

R =
(
(x, y) ∈ R2 | c ≤ y ≤ d, h1(y) ≤ x ≤ h2(y)

)
.
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3.2 Integrales dobles sobre regiones más generales

Con un razonamiento análogo al caso anterior, se tiene

V =

� y=d

y=c

A(y) dy =

� y=d

y=c

 � x=h2(y)

x=h1(y)

f(x, y) dx

!

dy,

o simplemente,

V =

� d

c

� h2(y)

h1(y)

f(x, y) dxdy.

Estos resultados proporcionan una manera práctica de calcular la integral doble� �
R
f(x, y) dA a lo largo de una región no rectangularR, aun en el caso general

en que la funciónf tome valores negativos enR. Este caso corresponde alTeorema
de Fubini (forma fuerte).

Teorema de Fubini (forma fuerte)

Seaf(x, y) continua en una región acotadaR del planoxy.

1. SiR : a ≤ x ≤ b, g1(x) ≤ y ≤ g2(x), cong1 y g2 continuas en[a, b] , entonces
� �

R

f(x, y) dA =

� b

a

� g2(x)

g1(x)

f(x, y) dydx.

2. SiR : c ≤ y ≤ d, h1(y) ≤ x ≤ h2(y), conh1 y h2 continuas en[c, d] , entonces
� �

R

f(x, y) dA =

� d

c

� h2(y)

h1(y)

f(x, y) dxdy.

Las regiones tipo 1 se conocen comoregionesy-simple, mientras que las tipo 2
se conocen comoregionesx-simple. A continuación veremos algunos ejemplos.
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Capítulo 3 Integración Múltiple

Ejemplos:

1. Evalúa la integral doble iterada de la funciónf(x, y) = 2xy en la regiónR
limitada por las gráficas dey = x, y = x2 + 1, x = −1 y x = 2.
Esta es una regióny-simple, de modo que

� �
R
f(x, y)dA =

� 2
−1
� x2+1

x
2xy dydx

=
� 2
−1 [xy

2]
y=x2+1
y=x dx

=
� 2
−1

%
x (x2 + 1)

2 − x (x)2
&
dx

=

�
1

6
(x2 + 1)

3 − 1

4
x4
�x=2

x=−1

=
63

4
.

2. Evalúa la integral doble iterada de la funciónf(x, y) = ex+3y en la regiónR
limitada por las gráficas dey = x, y = 5− x, y = 1 y y = 2.
Esta es una regiónx-simple, de modo que

� �
R
f(x, y) dA =

� 2
1

� 5−y

y
ex+3y dxdy

=
� 2
1
[ex+3y]

x=5−y
x=y dy

=
� 2
1
[e5+2y − e4y] dy

=

�
1

2
e5+2y − 1

4
e4y
�y=2

y=1

=
1

2
e9 − 1

4
e8 − 1

2
e7 +

1

4
e4.

3. Evalúa la integral doble iterada de la funciónf(x, y) = 1 en la región finitaR
limitada por las gráficas dey = x2 y y = 8− x2.
Aunque ninguna de las gráficas que limitan la regiónR es recta, como en los
ejemplos anteriores, aun así podemos identificar la región como unay-simple,
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3.3 Cambio en el orden de integración

de modo que

� �
R
f(x, y) dA =

� 2
−2
� 8−x2

x2
1 dydx

=
� 2
−2 [y]

y=8−x2

y=x2 dx

=
� 2
−2 [8− 2x2] dx

=

�
8x− 2

3
x3
�x=2

x=−2

=
64

3
.

3.3 Cambio en el orden de integración

En algunas ocasiones puede resultar conveniente intercambiar el orden de
integración en una integral iterada, en particular, cuandosea mucho más simple
integrar en un orden que en el otro. En otras ocasiones, sin embargo, intercambiar
el orden de integración no sólo resulta conveniente, sino necesario, como lo
muestra el siguiente ejemplo.

Supón que necesitas evaluar la integral doble iterada de la función
f(x, y) = xey2en la regiónR del primer cuadrante limitada arriba por la gráfica de
y = 4 y abajo por la gráfica dey = x2. De acuerdo con la siguiente figura, aquí lo
más natural es considerar la regiónR como una del tipoy-simple.

De este modo,
� �

R

f(x, y) dA =

� 2

0

� 4

x2
xey2 dydx

=

� 2

0

x

�� 4

x2
ey2 dy

�
dx =???,
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Capítulo 3 Integración Múltiple

que no es posible determinar analíticamente, ya que no existe una antiderivada
simple paraey2 . ¿Qué hacemos? ¿Nos sentamos a llorar? ¡Claro que no! Te
propongo que intentemos calcular la integral en el orden inverso, es decir,
considerando la regiónR como una tipox-simple.

Así,
� �

R

f(x, y) dA =

� 4

0

� √
y

0

xey2 dxdy

=

� 4

0

ey2
�� √

y

0

x dx

�
dy

=

� 4

0

ey2
�
x2

2

�x=
√

y

x=0

dy

=
1

2

� 4

0

y ey2 dy

=
1

4

%
ey2
&y=4

y=0

=
1

4

�
e16 − 1

�
.

¡Y el problema ha quedado resuelto! Cabe señalar que no en todos los casos
funcionará este truco, pero siempre vale la pena intentarlo. A continuación
presentamos algunos otros ejemplos para practicar el cambio de orden en integrales
dobles iteradas.
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3.3 Cambio en el orden de integración

Ejemplos:

1. Bosqueja la región de integración y cambia el orden de integración en� 2
0

� 2x
x2
f(x, y) dydx.

La figura del lado izquierdo muestra la región original, que es unay-simple, y la
figura del lado derecho ilustra su interpretación como una regiónx-simple.

De esta manera,
� 2

0

� 2x

x2
f(x, y) dydx =

� 4

0

� √
y

y/2

f(x, y) dxdy.

2. Bosqueja la región de integración y cambia el orden de integración en� 2
−1
� x+2

x2
f(x, y) dydx.

La figura del lado izquierdo muestra la regióny-simple original. La figura del
lado derecho ilustra su interpretación como una regiónx-simple, en la cual
debes notar el cambio de regla de correspondencia de la función "entra.alrededor
dey = 1.

De esta manera,
� 2

−1

� x+2

x2
f(x, y) dydx =

� 1

0

� √
y

−√y

f(x, y) dxdy +

� 4

1

� √
y

y−2
f(x, y) dxdy.
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Capítulo 3 Integración Múltiple

3. Dibuja la regiónR y escribe
� �

R
f(x, y) dA en las dos posibles formas, siR

es la región finita que está limitada por las gráficas dex = y2 y y =
1

2
x− 3

2
.

De acuerdo con la siguiente figura, la manera más sencilla de expresar la integral
doble es cuando la regiónR es considerada como una del tipox-simple.

En ese caso,
� �

R

f(x, y) dA =

� 3

−1

� 2y+3

y2
f(x, y) dxdy.

Por otra parte, si la región es considerada como una del tipoy-simple, es
necesario considerar el cambio de regla de correspondenciaalrededor dex = 1,
como lo muestra la siguiente figura.

De este modo,
� �

R

f(x, y) dA =

� 1

0

� √
x

−√x

f(x, y) dydx+

� 9

1

� √
x

x−3
2

f(x, y) dydx.
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3.4 Área de regiones planas acotadas. Valor promedio

3.4.1 Área de regiones acotadas en el plano

Una de las aplicaciones de las integrales dobles es el cálculo de áreas de regiones
planas acotadas. Para calcular el áreaAR de una regiónR en el planoxy se utiliza
el truco de calcular el volumenV de la región sólida tridimensional sobre el
planoxy acotada abajo porR y arriba por un plano horizontal de altura unitaria,
z = f(x, y) = 1. Como la altura es igual a1, el volumen y el área coinciden
numéricamente, es decir,V = AR.

Recurriendo nuevamente al concepto de suma de Riemann para determinar el
volumen aproximadoSn den paralelepípedos encerrados entre la gráfica def y la
regiónR, se tiene

Sn =
n�

k=1

f(xk, yk)△Ak =
n�

k=1

1△Ak,

de modo que

AR = ĺım
n→∞

n�

k=1

1△Ak =

� �

R

dA.

Definición. El áreaAR de la región planaR cerrada y acotada del planoxy es
la integral

AR =

� �

R

dA.
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Capítulo 3 Integración Múltiple

Ejemplo:

Calcula el áreaAR de la región finitaR limitada por las gráficas dey = x y
y = x2.

De acuerdo con la figura, se tiene

AR =
� �

R
dA

=
� 1
0

� x

x2
dydx

=
� 1
0

[y]y=x
y=x2 dx

=
� 1
0

[x− x2] dx
=

1

6
.

Nota que el resultado
� 1
0

[x− x2] dx coincide con el obtenido en la sección 1.5

para el cálculo del área entre curvas,
� b

a
|f(x)− g(x)| dx.

3.4.2 Valor promedio

La definición del valor promedio de una función de dos variablesf(x, y) a lo largo
de una regiónR en su dominio es una extensión de la definición que estudiamos
previamente en la sección 1.5 para el caso de funciones de unavariable.

Definición. El valor promediof de una función continuaf(x, y) a lo largo de
una regiónR en su dominio es el número

f =
1

AR

� �

R

f(x, y) dA,

dondeAR =
� �

R
dA es el área de la regiónR.

Para entender su significado geométrico consideremos una función no negativa
f ≥ 0 en la regiónR. Nos preguntamos qué alturaf debería tener una función
constantez = f de tal modo que el volumenV2 = f̄ · AR encerrado por esta
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3.4 Área de regiones planas acotadas. Valor promedio

función en una región planaR sea igual al volumenV1 =
� �

R
f(x, y) dA

encerrado por la funciónz = f(x, y) a lo largo de esa misma región.

Como
V2 = V1,

por lo tanto,

f̄ · AR =

� �

R

f(x, y) dA,

de modo que

f̄ =
1

AR

� �

R

f(x, y) dA.

Por ejemplo, calculemos el valor promediof de la funciónf(x, y) = xy en la
región finitaR del ejemplo anterior. Ahí habíamos calculado que el áreaAR de la

región eraAR =
� 1
0

� x

x2
dydx =

1

6
. Así, de acuerdo con la definición, el valor

promedio def es

f =
1

AR

� �

R

xy dA

=
1

1/6

� 1

0

� x

x2
xy dydx

= 6

� 1

0

x

�
y2

2

�y=x

y=x2
dx

= 3

� 1

0

�
x3 − x5

�
dx

= 3

�
1

4
− 1

6

�

=
1

4
.
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Capítulo 3 Integración Múltiple

3.5 Integrales dobles en forma polar

En esta sección veremos cómo plantear y resolver una integral doble utilizando
como herramienta las coordenadas polares. Esto tiene como ventaja poder resolver
una integral tal como

� �
R
ex2+y2dA, que no posee una antiderivada en coordenadas

rectangulares. Va primero una breve exposición sobre coordenadas polares.

A. Introducción a las coordenadas polares

En coordenadas rectangulares un puntoP se representa unívocamente en el
planoxy en términos de dos cantidades, su distancia dirigidax ∈ R al ejey y su
distancia dirigiday ∈ R al ejex. En ese caso, al punto lo denotamos porP (x, y).

Pordistancia dirigidase entiende que six > 0 el punto se localiza a la derecha del
ejey, mientras que six < 0 éste se localiza a su izquierda. Análogamente, siy > 0
el punto se localiza por encima del ejex, mientras que siy < 0 éste se localiza por
debajo del mismo.

Una representación alternativa consiste en representar alpuntoP en términos
de su distancia dirigidar ∈ R al origen de coordenadasO (denominadopolo) y el
ángulo dirigidoθ ∈ R del ejex (o rayo inicial) al rayoOP. En este caso denotamos
al punto comoP (r, θ).
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3.5 Integrales dobles en forma polar

Las siguientes figuras ilustran el significado de que la distancia dirigidar sea
positiva,r > 0, o negativa,r < 0, para un valor dado del ánguloθ.

A su vez, las figuras a continuación ilustran el significado deque el ángulo dirigido
sea positivo,θ > 0, o negativo,θ < 0, para un valor dado de la distanciar.

El hecho de que la distancia dirigidar pueda tomar tanto valores positivos como
negativos, y que el ánguloθ no esté limitado a tomar valores entre0 y 2π, hace
que la representaciónP (r, θ) de un punto en coordenadas polares no sea única, a
diferencia de su representaciónP (x, y) en coordenadas rectangulares. Por ejemplo,
en el siguiente dibujo los puntosP y Q pueden representarse en cualquiera de las
formas indicadas, así como en una infinidad más.
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Capítulo 3 Integración Múltiple

P (3,
π

6
) = P (3, 2π + π

6
)

= P (−3, 7π
6
)

= P (−3,−5π
6
)

= . . .

Q(4,
5π

4
) = Q(4, 5π

4
− 8π)

= Q(4,−3π
4
)

= Q(−4, π
4
)

= . . .

La conversión entre coordenadas polares y rectangulares selleva a cabo
mediante las siguientes relaciones.

coordenadas polares a coordenadas rectangulares:

x = r cos θ
y = rsen θ

coordenadas rectangulares a coordenadas polares:

r2 = x2 + y2

θ = tan−1
�

y
x

�
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3.5 Integrales dobles en forma polar

Ejemplos:

1. Encuentra la representación en coordenadas rectangulares del punto que en
coordenadas polares está dado porP (2, π

6
).

En este caso,r = 2 y θ = π
6
, de modo que

x = 2 cos
π

6
= 2

 √
3

2

!

=
√
3

y = 2sen
π

6
= 2

�
1

2

�
= 1

Así, la representación del puntoP en coordenadas rectangulares esP (
√
3, 1).

2. Encuentra una representación en coordenadas polares delpunto que en
coordenadas cartesianas está dado porQ(1, 1).
En este caso,x = y = 1, de modo que

r2 = x2 + y2 = 2,

θ = tan−1
�
1

1

�
=
π

4

Así, una posible representación del puntoQ en coordenadas polares es
Q(
√
2, π

4
).

Una ecuación en coordenadas polares es una relación de la forma

F (r, θ) = 0,

que involucra las variables polaresr y θ. Su representación gráfica corresponde a
una curvaen el planoxy, generada por todos los puntos(r, θ) que satisfacen la
relación.
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Capítulo 3 Integración Múltiple

Por lo general, en una ecuación polar de la formaF (r, θ) = 0 suele considerarse al
ánguloθ como la variable independiente y a la distanciar como la dependiente. En
particular, cuando a cada valor deθ corresponde uno y sólo un valor der decimos
que la ecuación define ar como función deθ, y lo denotamos por

r = f(θ).

La ecuación de muchas de las curvas planas que conocemos puede representarse
tanto en coordenadas rectangulares como en coordenadas polares. Para pasar de
una representación a la otra se utilizan las transformaciones de coordenadas ya
mencionadas. Así, la ecuación cartesiana (coordenadas rectangulares) de una
circunferencia de radioa y centro en el origen,

x2 + y2 = a2,

puede representarse en forma polar simplemente como

r = a.

Similarmente, la ecuación polar

r2 cos θ senθ = 1

corresponde en coordenadas rectangulares a la ecuación

xy = 1.

Para una misma curva, una representación puede resultar mássimple y concisa
que otra, como lo muestran los ejemplos anteriores. Tambiénobservamos que una
relación que no define una función en una representación sí puede definirla en la
otra. Así, en el segundo ejemplo, la relaciónr2 cos θ senθ = 1 no define ar como
función deθ (a un valor deθ le corresponden dos valores der), pero la relación
xy = 1 sí define ay como función dex (a cada valor dex le corresponde un único
valor dey).

Ejemplos:

1. Grafica la curva con ecuación polarr = 2.
Como ya mencionamos, esta ecuación describe una circunferencia con centro
en el origen y radio2 (θ libre).
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3.5 Integrales dobles en forma polar

Nota que pudiste haber obtenido esta misma curva con la ecuación polar
r = −2. Ambas posibilidades son compatibles con la ecuación cartesiana de
esta circunferencia, a saber,x2 + y2 = 4.

2. Grafica la curva con ecuación polarθ =
π

6
.

Esta curva corresponde a todos los puntos del plano correspondientes a un

ángulo fijo de
π

6
radianes (r libre), es decir, la ecuación describe una recta a30◦

que pasa por el origen.

Nota que la ecuación cartesiana de esta curva esy = (tan
π

6
)x =

√
3

3
x.

3. Grafica la curva con ecuación polarr = θ, conθ ≥ 0.
Esta ecuación describe una curva en la que el radior aumenta en la misma
cantidad que el ánguloθ, de modo que se trata de una espiral. Una simple
tabulación nos permite esbozar su gráfica, como se muestra a continuación.

θ r = θ
0 0
π
4

π
4

π
2

π
2

π π
3π
2

3π
2

2π 2π

Su ecuación cartesiana es una grosería de la forma±
	
x2 + y2 = tan−1

�
y
x

�
,

que está muy, muy feíta la pobre.
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Capítulo 3 Integración Múltiple

4. Grafica la curva con ecuación polarr = 4 sen θ.
A partir de la tabulación trazamos la gráfica de esta ecuación, en la que
descubrimos que se trata de una circunferencia con centro en(0, 2) y radio2.

θ r = 4 sen θ
0 0
π
6

2
π
4

2
√
2 = 2.8

π
3

2
√
3 = 3.5

π
2

4
2π
3

2
√
3 = 3.5

3π
4

2
√
2 = 2.8

5π
6

2
π 0
7π
6

−2
5π
4

−2
√
2 = −2.8

4π
3

−2
√
3 = −3.5

3π
2

−4
5π
3

−2
√
3 = −3.5

7π
4

−2
√
2 = −2.8

11π
6

−2
2π 0

Su ecuación cartesiana esx2 + y2 = 4y, o bien, completando cuadrados,
x2 + (y − 2)2 = 4.
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3.5 Integrales dobles en forma polar

5. Grafica la curva con ecuación polarr = 3 cos(3θ).
A partir de la tabulación trazamos la gráfica de esta ecuación, en la que
descubrimos que se trata de un trébol de tres hojas.

θ r = 3 cos(3θ)
0 3
π
6

0
π
4

−3
√
2
2

= −2.1
π
3

−3
π
2

0
2π
3

3
3π
4

3
√
2
2

= 2.1
5π
6

0
π −3
7π
6

0
5π
4

3
√
2
2

= 2.1
4π
3

3
3π
2

0
5π
3

−3
7π
4

−3
√
2
2

= −2.1
11π
6

0
2π 3

Su ecuación cartesiana es(x2 + y2) (x2 + y2 + 36x) = 12x3.
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Capítulo 3 Integración Múltiple

6. Grafica la curva con ecuación polarr = 2(1− sen θ).
A partir de la tabulación trazamos la gráfica de esta ecuación, que se trata de
una cardioide.

θ r = 2(1− sen θ)
0 2
π
6

1
π
4

2


1−

√
2
2

�
= 0.6

π
3

2


1−

√
3
2

�
= 0.3

π
2

0
2π
3

2


1−

√
3
2

�
= 0.3

3π
4

2


1−

√
2
2

�
= 0.6

5π
6

1
π 2
7π
6

3
5π
4

2


1 +

√
2
2

�
= 3.4

4π
3

2


1 +

√
3
2

�
= 3.7

3π
2

4
5π
3

2


1 +

√
3
2

�
= 3.7

7π
4

2


1 +

√
2
2

�
= 3.4

11π
6

3
2π 2

Su ecuación cartesiana es(x2 + y2 + 2y)
2
= 4 (x2 + y2) .
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3.5 Integrales dobles en forma polar

Una curvaF (r, θ) = 0 divide al plano en regiones alrededor de ella,
determinadas por desigualdades del tipo

F (r, θ) ≥ 0 o F (r, θ) > 0,

dependiendo si la región correspondiente es un conjunto cerrado o abierto. Para
ilustrar este concepto, a continuación veremos algunos ejemplos.

Ejemplos:

1. Dibuja la gráfica de la región en el plano definida por0 ≤ r ≤ 1.

2. Dibuja la gráfica de la región en el plano definida por
π

6
≤ θ ≤ π

3
.

3. Dibuja la gráfica de la región en el plano definida por1 ≤ r ≤ 2.
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Capítulo 3 Integración Múltiple

4. Dibuja la gráfica de la región en el plano definida por0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 3π

4
.

5. Dibuja la gráfica de la región en el plano definida por0 ≤ r ≤ 1,
π

2
≤ θ ≤ 3π

4
.

6. Dibuja la gráfica de la región en el plano definida porr ≥ 1, 0 ≤ θ ≤ π
4
.

7. Dibuja la gráfica de la región en el plano definida porr ∈ R, θ ∈ R.
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3.5 Integrales dobles en forma polar

8. Identifica la regiónR del plano definida en coordenadas rectangulares por
0 ≤ x ≤

√
2,
√
2 ≤ y ≤

√
4− x2, y luego escríbela en coordenadas polares.

La siguiente figura muestra la gráfica de la regiónR.

Deseamos expresarR en la formaθmı́n ≤ θ ≤ θmáx, rmı́n(θ) ≤ r ≤ rmáx(θ).
En este caso, es claro queθmı́n = π/4 y θmáx = π/2. Asimismo, notamos que
rmáx = 2, independientemente del valor deθ. En contraste,rmı́n sí es función de
θ, ya querḿın = 2 enθ = π/4, mientras quermı́n =

√
2 enθ = π/2. Tomando

en cuenta quesen θ =
√
2/rmı́n, se tienermı́n =

√
2/sen θ. De esta manera,R

es la región

π

4
≤ θ ≤ π

2
,

√
2

sen θ
≤ r ≤ 2.

B. Integrales dobles en forma polar

Al parecer, ya estamos listos para definir y plantear una integral doble en
coordenadas polares. Para ello, supón que tienes una integral doble en coordenadas
rectangulares

� �
R
f(x, y)dA de una función continuaf(x, y) a lo largo de una

regiónR en el plano, y deseas plantearla como una integral doble equivalente en
coordenadas polares, es decir,

� �

R

f(x, y)dA =

� �

R

F (r, θ)dApol,

en dondeF (r, θ) es la funciónf(x, y) expresada en coordenadas polares ydApol

es la diferencial de área en esas coordenadas. Hay tres puntos importantes que
debemos notar, como se expone a continuación.

117



Capítulo 3 Integración Múltiple

1. Para obtener la funciónF (r, θ) simplemente sustituyes la transformación
x = r cos θ y y = rsenθ en la funciónf(x, y).
Ejemplos:
a. Sif(x, y) = xex+2y, entonces

F (r, θ) = f(r cos θ, rsenθ)

= (r cos θ) er cos θ+2rsenθ.

b. Sif(x, y) = x2 + y2, entonces

F (r, θ) = f(r cos θ, rsenθ)

= (r cos θ)2 + (rsenθ)2

= r2
�
cos2 θ + sen2θ

�
= r2.

2. En coordenadas rectangulares, la diferencial de áreadA = dydx = dxdy
alrededor de cada punto(x, y) se obtiene como el área de un pequeño rectángulo
de ladosdx y dy alrededor de ese punto.

Similarmente, la diferencial de áreadApol en coordenadas polares alrededor
de cada punto(r, θ) se obtiene como el área de un pequeño pedacito de pizza
alrededor de ese punto, correspondiente a un incrementodr en el radior y un
incrementodθ en el ánguloθ.
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3.5 Integrales dobles en forma polar

Para encontrar la diferencial de áreadApol, nota primero que el áreaArα de un
pedazo de círculo con radior y ánguloα está dada por

Arα =
αr2

2
,

como se obtiene de la regla de tres que se explica a continuación.

ángulo área
2π �→ πr2

α �→ Arα

∴ Arα =
α (πr2)

2π
=
αr2

2
.

A partir de esto, la diferencial de áreadApol para el pedazo de pizza
de ánguloα = dθ puede obtenerse como la diferencia entre el área

A(r+ 1
2

dr)dθ =
(dθ) (r + 1

2
dr)2

2
de un pedazo de círculo de radior+ 1

2
dr y el área

A(r− 1
2

dr)dθ =
(dθ) (r − 1

2
dr)2

2
de un pedazo de círculo de radior − 1

2
dr, como

lo muestra la siguiente figura.
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Capítulo 3 Integración Múltiple

De esta manera,

dApol = A(r+ 1
2

dr)(dθ) − A(r− 1
2

dr)(dθ)

=
(dθ) (r + 1

2
dr)2

2
− (dθ) (r − 1

2
dr)2

2

=
1

2

�
(r +

1

2
dr)2 − (r − 1

2
dr)2

�
dθ

=
1

2

* 

r2 + rdr +
(dr)2

4

!

−
 

r2 − rdr + (dr)2

4

!+

dθ

=
1

2
[2rdr] dθ

= rdrdθ.

Así, la diferencial de área en coordenadas polares está dadapor

dApol = rdrdθ.

3. Por último, típicamente escribiremos la región de integraciónR como una de la
formaθ1 ≤ θ ≤ θ2, r1(θ) ≤ r ≤ r2(θ), obtenida de la manera que lo hicimos en
los ejemplos previos.

En resumen, la integral
� �

R
f(x, y)dA puede escribirse en coordenadas polares

como una integral doble iterada de la forma
� θ2

θ1

� r2(θ)

r1(θ)

F (r, θ) r dr dθ.

Ejemplos:

1. Calcula
� �

R
ex2+y2dA, a lo largo de la regiónR : −1 ≤ x ≤ 1,

0 ≤ y ≤
√
1− x2.

La siguiente figura muestra la región de integraciónR para este caso.
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3.5 Integrales dobles en forma polar

En coordenadas rectangulares, el problema consiste en calcular la integral doble

� 1

−1

� √
1−x2

0

ex2+y2dydx,

pero esto es imposible, ya que el integrando no posee una antiderivada. Por
esta razón, y tomando en cuenta la simetría circular del problema, vale la pena
plantear esta integral doble en coordenadas polares. Para ello, primero nota que
el integrando se convierte en

ex2+y2 = er2 cos2 θ+r2sen2θ = er2 .

Por otra parte, la región de integraciónR es el semicírculox2 + y2 = 1, y ≥ 0,
que en coordenadas polares corresponde a la región

0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ r ≤ 1,

como se muestra en la figura.

Por último, la diferencial de área se transforma de acuerdo con

dydx→ r drdθ.

De este modo, obtenemos

� 1

−1

� √
1−x2

0

ex2+y2dydx =

� π

0

� 1

0

er2r drdθ

=

� π

0

�
1

2
er2
�r=1

r=0

dθ

=
1

2
(e− 1)

� π

0

dθ

=
π

2
(e− 1) .
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Capítulo 3 Integración Múltiple

2. Calcula el áreaAR de la regiónR : 0 ≤ x ≤
√
2,
√
2 ≤ y ≤

√
4− x2.

La siguiente figura muestra la región de integraciónR correspondiente.

En coordenadas rectangulares, el áreaAR de la regiónR es la integral doble

AR =

� √
2

0

� √
4−x2

√
2

dydx =

� √
2

0


√
4− x2 −

√
2
�
dx.

A diferencia del ejemplo 1, en este caso sí existe una antiderivada de la función√
4− x2, que puedes encontrar en tablas de integración. Aquí transformaremos

esta integral doble a su forma polar, aprovechando que la regiónR es la misma
que vimos en el ejemplo 8 del inciso A de esta sección. De esta manera,

AR =
� π

2
π
4

� 2√
2

senθ
r drdθ

=
� π

2
π
4

%
r2

2

&2
√
2

senθ

dθ

= 1
2

� π
2
π
4

�
4− 2

sen2θ

�
dθ

=
� π

2
π
4
(2− csc2 θ) dθ

= [2θ + cot θ]
π
2
π
4

=
��
π + cot π

2

�
−
�

π
2
+ cot π

4

��

= 1
2
π − 1

en donde utilizamos quecot π
2
= 0 y cot π

4
= 1.

3.6 Integrales impropias

Muchas de las integrales de interés en la teoría de probabilidad son integrales
definidas sobre regiones no acotadas en el plano, donde algunos de los límites de
integración es de la forma±∞, es decir, se trata de integrales dobles impropias
(de dominio infinito). Las integrales correspondientes pueden plantearse ya sea
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3.6 Integrales impropias

en coordenadas rectangulares o bien en coordenadas polares, de acuerdo con la
simetría del problema. Para su evaluación, se procede de manera análoga al caso
de las integrales simples que estudiamos en la sección 2.2, como veremos en los
ejemplos a continuación.

Ejemplos:

1. Evalúa
�∞
1

� 1
e−x

1

x3y
dydx.

En este caso, se tiene simplemente

� ∞

1

� 1

e−x

1

x3y
dydx = ĺım

b→∞

� b

1

� 1

e−x

1

x3y
dydx

= ĺım
b→∞

� b

1

1

x3
[ln y]1e−x dx

= ĺım
b→∞

� b

1

1

x3
�
ln 1− ln e−x

�
dx

= ĺım
b→∞

� b

1

1

x3
(0− (−x)) dx

= ĺım
b→∞

� b

1

1

x2
dx

= ĺım
b→∞

�
−1

x

�b

1

= ĺım
b→∞

�
−1

b
+ 1

�
= 1.

2. Intercambia el orden de integración en
�∞
1

� 1
e−x

1

x3y
dydx y evalúa la integral

correspondiente.
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De la figura se observa que
� ∞

1

� 1

e−x

1

x3y
dydx =

� e−1

0

� ∞

− ln y

1

x3y
dxdy +

� 1

e−1

� ∞

1

1

x3y
dxdy.

La evaluación de estas integrales impropias la dejamos al entusiasta lector,
quien de antemano sabe que el resultado de la suma es igual a1, como en el
problema anterior.

3. Evalúa
�∞
0

�∞
0
xe−(x+2y) dydx.

En este caso, se tiene simplemente
� ∞

0

� ∞

0

xe−(x+2y) dydx = ĺım
b→∞

� b

0

�
ĺım
c→∞

� c

0

xe−(x+2y) dy

�
dx

= ĺım
b→∞

� b

0

xe−x

�
ĺım
c→∞

� c

0

e−2y dy

�
dx

= ĺım
b→∞

� b

0

xe−x

�
ĺım
c→∞

�
−1

2
e−2y

�c

0

�
dx

= ĺım
b→∞

� b

0

xe−x

�
ĺım
c→∞

�
− 1

2e2c
+

1

2

��
dx

=
1

2
ĺım
b→∞

� b

0

xe−x dx

=
1

2
ĺım
b→∞

�
−xe−x − e−x

�b
0

=
1

2
ĺım
b→∞

��
− b
eb
− 1

eb

�
− (0− 1)

�

=
1

2
(1) =

1

2
,

donde se utilizó la regla de L’Hopital en

ĺım
b→∞

b

eb

L
= ĺım

b→∞

1

eb
= 0.

4. Demuestra que el área bajo la curva normalf(x) = 1√
2πσ2

e−x2/2σ2 en el
intervalo(−∞,∞) es igual a1, es decir,

� ∞

−∞

1√
2πσ2

e−x2/2σ2dx = 1.

Con este fin, define

I ≡
� ∞

−∞

1√
2πσ2

e−x2/2σ2dx,
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y el objetivo será demostrar queI = 1. Como se tiene una función par en el
integrando, por lo tanto podemos escribir

I = 2

� ∞

0

1√
2πσ2

e−x2/2σ2dx;

además, como el integrando es una función positiva en(−∞,∞) , se tiene que

I > 0.

Ahora bien, como la integral definida da como resultado un número y no una
función, es claro quex ahí juega el papel de una variable muda, de modo que
también podríamos haber escritoI como

I = 2

� ∞

0

1√
2πσ2

e−y2/2σ2dy.

Aprovecharemos este último hecho para llevar a cabo el trucomás interesante
de la demostración, que consiste en convertir esta integralsimple en una integral
doble. Para ello, calcularemos el cuadradoI2 como

I2 =

�
2

� ∞

0

1√
2πσ2

e−x2/2σ2dx

��
2

� ∞

0

1√
2πσ2

e−y2/2σ2dy

�

=
4

2πσ2

� ∞

0

� ∞

0

e−(x
2+y2)/2σ2dxdy,

en donde se utilizó el hecho de que las variablesx y y son independientes entre
sí para escribir el producto de las dos integrales como una integral doble. Ésta
es una integral impropia que, como hemos mencionado en repetidas ocasiones,
no posee una antiderivada en coordenadas rectangulares. Sin embargo, de
acuerdo con los resultados de la sección anterior, sí puede ser resuelta utilizando
coordenadas polares. Para ello, notamos que la región de integración es todo el
primer cuadrante del planoxy, de modo que su representación polar está dada
simplemente por

I2 =
2

πσ2

� π/2

0

� ∞

0

e−r2/2σ2 r drdθ.
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Ahora procedemos a calcular esta integral impropia, obteniendo

I2 =
2

πσ2

� π/2

0

� ∞

0

e−r2/2σ2 r drdθ

=
2

πσ2
[θ]π/2

0 ĺım
b→∞

� b

0

e−r2/2σ2 r dr

=

�
2

πσ2

�
π
2

�
ĺım
b→∞

%
−σ2e−r2/2σ2

&b

0

= − ĺım
b→∞

�
1

eb2/2σ2
− 1

�
= 1,

Por último, comoI > 0, por lo tanto

I = 1,

es decir, � ∞

−∞

1√
2πσ2

e−x2/2σ2dx = 1.

3.7 Introducción a las integrales triples

El concepto de integral también se puede extender al caso de funciones
w = f(x, y, z) de tres variables, como se expone brevemente a continuación.

En el caso de funcionesy = f(x) de una variable, conf : D ⊂ R → R, la
integral definida es una expresión de la forma

�

R

f(x) dL =

� b

a

f(x) dx,

en donde la región de integraciónR es simplemente un intervalo[a, b] en los reales,
contenido en el dominioD de la función, ydL = dx es la diferencial de longitud
enR. En particular, sif ≥ 0, entonces la integral definida representa el área entre
la curvay = f(x) y el ejex, en el intervalo[a, b] .
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3.7 Introducción a las integrales triples

Por otra parte, en el caso de funcionesz = f(x, y) de dos variables, con
f : D ⊂ R2 → R, la integral definida doble es una expresión de la forma

� �

R

f(x, y) dA,

en donde la región de integraciónR es un conjunto en el plano, contenido en el
dominioD de la función, ydA = dxdy = dydx es la diferencial de área enR2. Si
f ≥ 0, entonces la integral doble representa el volumen encerradopor la superficie
z = f(x, y) y el planoxy a lo largo de la regiónR.

Siguiendo con este razonamiento, en el caso de funcionesw = f(x, y, z) de tres
variables, conf : D ⊂ R3 → R, la integral definida triple es una expresión de la
forma � � �

R

f(x, y, z) dV,

en donde la región de integraciónR es un conjunto en el espacio, contenido en el
dominioD de la función, ydV = dxdydz = dydxdz = . . . es la diferencial de
volumen enR3. Es de esperarse que sif ≥ 0, entonces la integral triple representa
el hipervolumen encerrado por la hipersuperficiew = f(x, y, z) y la regiónR en el
espacioxyz.
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Capítulo 3 Integración Múltiple

Muchas de las consideraciones planteadas a lo largo de todo este capítulo
pueden generalizarse al caso de integrales triples (promedios, cambio de orden de
integración, etc...). Su planteamiento y evaluación, sin embargo, revisten por lo
general de mayor complejidad, por lo que sólo abordaremos aquí una aplicación
muy específica en el tema, que se refiere al cálculo de volúmenes, como se explica
a continuación.

En el caso de las integrales dobles, vimos el cálculo de áreasde regiones planas
como una posible aplicación. La idea ahí fue determinar el áreaAR de una región
planaR mediante el truco de hacerlo a partir del cálculo de la integral doble� �

R
1 dA de la funciónf(x, y) = 1 a lo largo deR. En analogía con eso, ahora

podemos encontrar el volumenVR de una regiónR en el espacio, planteando la
integral triple

� � �
R
1 dV de la funciónf(x, y, z) = 1 a lo largo de la región

espacialR, como se ilustra en los siguientes ejemplos.

Ejemplos:

1. Este es un ejemplo bobo, pero bastante ilustrativo. Se trata de plantear una
integral triple iterada para calcular el volumenVR del paralelepípedo definido
por la regiónR : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2, 1 ≤ z ≤ 3.
Como se muestra en la siguiente figura, se trata de una región con límites fijos,
en la quez va de1 a3, mientrasy va de0 a2 y x va de0 a1.

En este caso, se tiene simplemente

VR =

� 1

0

� 2

0

� 3

1

1 dzdydx,

cuyo resultado es4, como era de esperarse. Cabe señalar que debido a
la simplicidad de la regiónR, la integral triple pudo haberse planteado
directamente en cualquiera de las otras 5 maneras distintas, simplemente
intercambiando el orden de integración, es decir,

VR =

� 2

0

� 1

0

� 3

1

1 dzdxdy =

� 3

1

� 2

0

� 1

0

1 dxdydz = . . .
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3.7 Introducción a las integrales triples

2. Plantea una integral triple iterada para calcular el volumenVR de la región finita
R del primer octante, limitada por las gráficas de los planosx = 0, x = 2, z = 0
y z = 1− y.

De acuerdo con la figura, las seis maneras en las que se puede plantear una
integral triple para calcular el volumenVR de la región son

VR =

� 2

0

� 1

0

� 1−y

0

dzdydx

=

� 1

0

� 2

0

� 1−y

0

dzdxdy

=

� 2

0

� 1

0

� 1−z

0

dydzdx

=

� 1

0

� 2

0

� 1−z

0

dydxdz

=

� 1

0

� 1−z

0

� 2

0

dxdydz

=

� 1

0

� 1−y

0

� 2

0

dxdzdy.
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Capítulo 3 Integración Múltiple

3. Plantea una integral triple iterada para calcular el volumenVR de la región
finita R contenida entre las gráficas de los paraboloidesz = x2 + 3y2 y
z = 8− x2 − y2.

Del dibujo puedes observar que, mientrasx va de−2 a 2, y va de la curva
y = −

	
(4− x2) /2 a la curvay =

	
(4− x2) /2 y z va de la superficie

z = x2 + 3y2 a la superficiez = 8− x2 − y2. En ese caso, te conviene plantear
la integral triple en el ordendzdydx, dado por

VR =

� 2

−2

� √(4−x2)/2

−
√
(4−x2)/2

� 8−x2−y2

x2+3y2
dzdydx.
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Capítulo 4
Sucesiones

4.1 Sucesiones de números reales. Criterios de convergencia

Las funciones continuas que has estudiado en tus cursos de Cálculo no
son útiles por lo general para describir el comportamiento de variables
observables, en el sentido de que estas últimas suelen ser cuantificadas sólo
en ciertos valores específicos de la variable independiente, y no de manera
continua. Por ejemplo, el preciop de un bien a lo largo del tiempot no se
obtiene en la práctica como una función continua de la formap(t), sino más
bien como el conjunto de valoresp1, p2, p3, . . . , pT correspondientes a los
periodos1, 2, 3, . . . , T , respectivamente. Suponiendo que puedes determinar
el precio a perpetuidad, éste estaría descrito por un conjunto infinito de la
forma

p1, p2, p3, . . .
Es decir, el precio estaría dado por una función discreta, tal que a cada
número enterot ≥ 1 le asigna un único número realpt . Una función de este
tipo es lo que se conoce como unasucesión de números reales.

Definición. Unasucesión infinita, o sucesión,de números reales es una
función que a cada enteron mayor o igual a algún enteron0 le asigna un
único número realan.

Una sucesión de números reales es una función en el sentido que ya
conoces, pero con la característica de que los elementos de su dominio no son
números reales sino enteros. Déjame tratar de ser más clara en este punto.
Una funciónf de una variable continua es un objeto de la forma

f : S ⊂ R −→ R

x �→ y = f(x)

que a cada elementox de algún subconjuntoS de los realesR le asigna un
único elementoy = f(x), también enR. Si ahora suponemos que
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Capítulo 4 Sucesiones

el dominio es un subconjunto infinitoI = {n ∈ Z | n ≥ n0} de los enterosZ,
y si en lugar def denotamos pora a la regla de correspondencia, entonces a la
función se le llama sucesión, y es un objeto de la forma

a : I ⊂ Z −→ R

n �→ an = a(n)

que a cada elementon del subconjuntoI de enteros le asigna un único elemento
an = a(n) en los realesR.

Por lo general se toman0 = 1 como primer elemento, aunque también es
posible considerar algún otro valor inicial, incluyendo unentero negativo. Una vez
seleccionado el primer elemento, digamosn0 = 1, la sucesiónan es el conjunto de
valores

a1, a2, a3, . . .

obtenidos al evaluar la regla de correspondenciaan enn = 1, 2, 3, . . . . Una manera
alternativa de denotar la sucesióna1, a2, a3, . . . es{an}, en donde la notación{ }
indica que se trata de un conjunto de valores construídos mediante la regla de
correspondencia dada.

Gráficamente, una sucesión de números reales{an} se representa mediante un
conjunto de puntos en la recta real, como se muestra en la siguiente figura.

También puede resultar útil (¡aunque menos elegante!) graficar una sucesión{an}
como una función discreta en el plano, en donde el eje horizontal representa
la variable enteran, y el eje vertical, la variable realan,, como se ilustra en la
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4.1 Sucesiones de números reales. Criterios de convergencia

siguiente gráfica.

Para ilustrar lo anterior, consideremos la sucesión

an =
1

n
,

conn ≥ 1. Esta regla de correspondencia genera los valores

Dominio:
1,
↓

2,
↓

3,
↓

4,
↓ · · ·

Imagen: a1 = 1, a2 =
1
2
, a3 =

1
3
, a4 =

1
4
, · · ·

de modo que la sucesión
(
1
n

)
es conjunto

1,
1

2
,
1

3
,
1

4
, . . . ,

cuyos elementos son números reales de la forma1
n
, obtenidos a partir del recíproco

de cada entero positivon. En este listado se sobreentiende que el primer elemento
proviene den = 1, el segundo den = 2, y así sucesivamente. Gráficamente, la
sucesiónan = 1

n
se representa en la recta real como el conjunto de puntos mostrado

en la siguiente figura.

Alternativamente, la sucesión
(
1
n

)
puede representarse como una función discreta

en el plano, como se muestra en la siguiente gráfica.
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Capítulo 4 Sucesiones

Este ejemplo nos permite introducir de manera intuitiva el concepto delímite de
una sucesión. Por ejemplo, es fácil advertir que a medida quen → ∞ los valores

de la sucesiónan =
1

n
van tendiendo a0. En este caso, decimos que la sucesión

converge a0, o tiene límite0, y lo denotamos por

ĺım
n→∞

an = ĺım
n→∞

1

n
= 0.

Más generalmente, una sucesión esconvergentesi sus valores tienden a un único
valor límiteL a medida quen→∞, y esto se escribe como

ĺım
n→∞

an = L.

Cuando esto ocurre, se dice que la sucesiónconvergeal límiteL. Si tal límite no
existe, ya sea porque los valores crecen o decrecen indefinidamente, o porque no
existe un único valorL, se dice que la sucesión esdivergente. La definición formal
de límite se presentará después de los siguientes ejemplos.

Ejemplos:

1. Identifica las siguientes sucesiones, conn0 = 1.
a. {2n}

Se trata de la sucesión2, 4, 8, 16, 32, 64, . . .

b. {2n}
Se trata de la sucesión2, 4, 6, 8, 10, 12, . . .

c. {2n− 1}
Se trata de la sucesión1, 3, 5, 7, 9, 11, . . .

d. {(−1)n (2n+ 1)}
Se trata de la sucesión−3, 5,−7, 9,−11, 13, . . .

e.

�
(−1)n+1 n

n+ 1

�

Se trata de la sucesión
1

2
,−2

3
,
3

4
,−4

5
,
5

6
, . . .

2. Encuentra la regla de correspondencia en las siguientes sucesiones.

a. 1,−1

4
,
1

9
,− 1

16
,
1

25
, . . .

La regla de correspondencia esan = (−1)n+1 1

n2
, n ≥ 1.

b. 3, 3, 3, 3, 3, . . .

La regla de correspondencia esan = 3, n ≥ 1 (función constante).
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4.1 Sucesiones de números reales. Criterios de convergencia

c. −1, 1,−1, 1,−1, . . .
La regla de correspondencia esan = (−1)n, n ≥ 1.

d. 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0 . . .

La regla de correspondencia esan =
1− (−1)n

2
, n ≥ 1.

e. 2, 0, 6, 0, 10, 0, 14, 0 . . .

La regla de correspondencia esan = [1− (−1)n] n, n ≥ 1.

3. Identifica las siguientes sucesiones(n ≥ 1). Grafícalas como puntos en la recta
real y también como funciones discretas en el plano. Finalmente, determina si la
sucesión es convergente o divergente.

a. an =
n− 1

n

Se trata de la sucesión0,
1

2
,
2

3
,
3

4
,
4

5
, . . .

Como

ĺım
n→∞

an = ĺım
n→∞

n− 1

n
= ĺım

n→∞

�
1− 1

n

�
= 1,

por lo tanto la sucesión converge a1.

b. an = 2

Se trata de la sucesión2, 2, 2, 2, 2, . . .
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Como
ĺım

n→∞
an = ĺım

n→∞
2 = 2,

por lo tanto la sucesión converge a2.

c. an =
√
n

Se trata de la sucesión
√
1,
√
2,
√
3,
√
4,
√
5, . . .

Como
ĺım

n→∞
an = ĺım

n→∞

√
n =∞,

por lo tanto la sucesión diverge.

d. an = (−1)n+1
�

n−1
n

�

Se trata de la sucesión0,−1
2
, 2
3
,−3

4
, 4
5
,−5

6
, . . .

Como

ĺım
n→∞

an = ĺım
n→∞

�
(−1)n+1

�
n− 1

n

��

no existe, ya que los valores no tienden a un único límite (vanalternando
hacia1 y hacia−1), por lo tanto la sucesión diverge.
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4.1 Sucesiones de números reales. Criterios de convergencia

Definición. Una sucesión{an} de números realesconvergeal númeroL si para
todo númeroǫ > 0 existe un correspondiente enteroN(ǫ) tal que para todon

n > N ⇒ |an − L| < ǫ.
En ese caso, escribimosĺım

n→∞
an = L, o simplementean → L, y llamamos aL el

límite de la sucesión. Cuando tal númeroL no existe decimos que{an} diverge.

De acuerdo con la definición, una sucesión{an} tiene límiteL si, a medida que
n crece, la distancia|an − L| entrean y el límiteL se vuelve tan pequeña como se
desee. Si denotamos porǫ > 0 a ese parámetro de pequeñez, entonces debe existir
algún valorn = N a partir del cual todoslos elementosaN , aN+1, aN+2, . . . quedan
adentro de la franja[L− ǫ, L+ ǫ], como se muestra en la figura de arriba. Por lo
general, el valor deN es función de qué tan estrecha se desee hacer esta franja, es
decir,N = N(ǫ).

Ejemplos:

1. Demuestra formalmente queĺım
n→∞

�
1

n

�
= 0.

Seaǫ > 0. Mostrar que la sucesiónan =
1

n
converge al límiteL = 0 implica

encontrar un valorN(ǫ) tal que

n > N ⇒
""""
1

n
− 0

"""" < ǫ.

Para encontrar más fácilmenteN(ǫ) es útil proceder al revés, es decir, partiendo
de la conclusión """"

1

n

"""" < ǫ.
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Comon es positiva, se tiene
1

n
< ǫ,

de modo que

n >
1

ǫ
.

Así, para garantizar la condiciónn > N, podemos escoger

N(ǫ) =
1

ǫ
.

Por lo tanto, concluimos queĺım
n→∞

�
1

n

�
= 0, ya que para todoǫ > 0 existe

N(ǫ) = 1
ǫ

tal que

n >
1

ǫ
⇒

""""
1

n
− 0

"""" < ǫ.

2. Demuestra formalmente queĺım
n→∞

�
1

n2

�
= 0.

Seaǫ > 0. Debemos encontrar un valorN(ǫ) tal que

n > N ⇒
""""
1

n2
− 0

"""" < ǫ.

Para ello, partimos de """"
1

n2

"""" < ǫ.

Comon es positiva, se tiene
1

n2
< ǫ,

de modo que

n >
1√
ǫ
.

Así, escogemos simplemente

N(ǫ) =
1√
ǫ
.

Por lo tanto, concluimos queĺım
n→∞

�
1

n2

�
= 0, ya que para todoǫ > 0 existe

N(ǫ) = 1√
ǫ

tal que

n >
1√
ǫ

⇒
""""
1

n2
− 0

"""" < ǫ.
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4.1 Sucesiones de números reales. Criterios de convergencia

Para demostrar que una sucesión{an} no posee un límiteL se tiene que negar
la definición

∀ǫ > 0 ∃N ∈ Z [∀n n > N ⇒ |an − L| < ǫ] ,
que equivale a demostrar que

∃ǫ > 0 ∀N ∈ Z [∃n n > N ∧ |an − L| ≥ ǫ] .
Así, debemos mostrar la existencia de algunaǫ > 0 tal que, para cualquier valor
deN, existen elementosan conn > N que se salen de la franja[L− ǫ, L+ ǫ] .
Esto puede ocurrir en cualquiera de los siguientes casos. Elprimer caso es cuando
los términos de la sucesión crecen (o decrecen) sin límite, amedida quen → ∞,
como se muestra en la siguiente figura.

En el segundo caso, los términos de la sucesión no crecen o decrecen
indefinidamente, pero tampoco tienden un único valor a medida quen→∞. Esto
se ilustra en la siguiente figura, en donde los términos de la sucesión a la larga se
acumulan alrededor de dos valores diferentes,r1 y r2.

En este último caso, los valoresr1 y r2 no se llaman puntos límite (¡un punto límite
es único!) sino más bien se denominanpuntos de acumulación.
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Capítulo 4 Sucesiones

Definición. Se dice quer es unpunto de acumulaciónde una sucesión{an} de
números reales si para todo númeroǫ > 0 existe un número infinito de elementos
ak de la sucesión tales que|ak − r| < ǫ.

La diferencia entre un punto límiteL y un punto de acumulaciónr es la
siguiente: para queL sea un punto límite es necesario que a partir de un cierto valor
n = N todoslos elementosan, conn > N , estén a una distancia deL menor que
ǫ, mientras quer es un punto de acumulación si existe una infinidad(¡ no todos!)
de elementosan, conn > N , a una distancia der menor queǫ.

Notamos que todo punto límite es un punto de acumulación, pero no lo contrario.
Es claro, así, que una sucesión puede tener varios puntos de acumulación, pero a lo
más un punto límite.

Definición. Una sucesión{an} de números reales escrecientesi para todon se
cumple quean < an+1 . La sucesión esno decrecientesi para todon se cumple
an ≤ an+1.
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4.1 Sucesiones de números reales. Criterios de convergencia

Ejemplos:

1. La sucesiónan =
n− 1

n
es creciente, ya que como

n2 − 1 < n2

∴ (n+ 1)(n− 1) < (n)(n)

∴
n− 1

n
<

n

n+ 1

∴
n− 1

n
<

(n+ 1)− 1

(n+ 1)

∴ an < an+1.

2. La sucesiónan = 3 es no decreciente, ya que como

3 ≤ 3

∴ an ≤ an+1.

Una definición análoga puede establecerse para el caso de sucesiones
decrecientes(an > an+1) y no crecientes(an ≥ an+1), pero aquí la omitiremos
por carecer de importancia para el desarrollo de los temas que abordaremos a
continuación.

Definición. Una sucesión{an} de números reales estáacotada superiormente
si existe un número realM tal que para todon se cumple quean ≤ M. En ese
caso, se dice queM es unacota superiorpara{an} .

Si una sucesión está acotada superiormente, entonces ésta posee una infinidad
de cotas superioresM1,M2, . . .
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Definición. SiL es una cota superior para una sucesión{an} de números reales,
pero ningún otro número menor queL es una cota superior de{an}, entonces se
dice queL es lamínima cota superiorde{an} .

Debido a quean ∈ R, yR es un conjunto completo, entonces cualquier sucesión
{an} que esté acotada superiormente posee una mínima cota superior L, que es
única, y está dada por el supremo del conjunto{an}.

Teorema de la sucesión no decreciente.Una sucesión no decreciente{an} de
números reales converge si y sólo si ésta está acotada superiormente. Cuando la
sucesión converge, ésta lo hace a su mínima cota superiorL, es decir,

ĺım
n→∞

an = L.

Antes de presentar los teoremas para calcular límites, valela pena mencionar
brevemente un par de aspectos importantes.

1. A partir de cada sucesión{an} se puede construir unasubsucesión{bn} . Por
ejemplo, a partir de la sucesión1, 1

2
, 1
3
, 1
4
, . . . podemos construir subsucesiones

tales como1, 1
3
, 1
5
, 1
7
, . . ., o bien 1

2
, 1
4
, 1
6
, 1
8
. . .. Al respecto, es posible demostrar

que:
i) Si una sucesión{an} converge a un límiteL, entonces cualquiera de sus
subsucesiones{bn} converge al mismo límiteL.
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4.1 Sucesiones de números reales. Criterios de convergencia

ii) Si alguna de las subsucesiones{bn} de la sucesión{an} diverge, o si dos de
ellas convergen a diferentes límitesL1 y L2, entonces{an} diverge.

2. Además de las representaciones ya mencionadas para denotar una sucesión
{an} existe otra representación alternativa, denominadarelación de recurrencia.
En esta última, en lugar de especificar la regla de correspondenciaan,más bien
se establece la relación que guardan entre sí cualesquiera dos elementos del
conjunto. Por ejemplo, en lugar de definir la sucesión de potencias de2,

2, 4, 8, 16, 32, 64, . . . ,

como la regla de correspondenciaan = 2n, n ≥ 1, podemos definirla a través de
la relación de recurrencia

an+1 = 2an,

a1 = 2.

en la que se establece que el primer término de la sucesión,a1, es2 y, a
partir de éste, cada término es el doble del anterior,an+1 = 2an. Este tipo de
representación se utiliza en economía, por ejemplo, para definir la sucesión
temporal de los precios de un bien, relacionando el preciopt del bien en el
períodot con su preciopt−1 en el período anteriort− 1.

Teoremas para calcular límites de sucesiones

El primer teorema de límites, presentado a continuación, serefiere al límite de
sucesiones obtenidas a partir de operaciones algebraicas simples entre sucesiones.

Teorema. Sean{an} y {bn} sucesiones de números reales yA,B, k ∈ R. Si
ĺım

n→∞
an = A y ĺım

n→∞
bn = B, entonces

1. ĺım
n→∞

(an + bn) = A+B Regla de la suma

2. ĺım
n→∞

(kan) = kA Regla del múltiplo constante

3. ĺım
n→∞

(anbn) = AB Regla del producto

4. ĺım
n→∞

�
an

bn

�
=
A

B
, B �= 0 Regla del cociente

Ejemplo:

ĺım
n→∞

�
5n− 4

n

�
= ĺım

n→∞

�
5− 4

n

�

= ĺım
n→∞

5− 4 ĺım
n→∞

�
1

n

�
= 5.
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Nota que el límite de la suma de sucesiones es la suma de los límites sólo si cada
uno de esos límites existe. Lo mismo sucede con el límite del múltiplo constante,
del producto y del cociente de sucesiones. En relación con esta última propiedad,
debe ser claro que

ĺım
n→∞

�
5n− 4

n

�
�=

ĺım
n→∞

(5n− 4)

ĺım
n→∞

n
,

ya que tanto el límite en el numerador como en el denominador divergen. También
vale la pena señalar que si una sucesión{kan} converge, conk �= 0, entonces
{an} converge, y que si{an} diverge, entonces{kan} diverge, parak �= 0. Como
consecuencia de este último resultado, si una sucesión es divergente, lo seguirá
siendo aunque la dividas por un número muy grande.

El siguiente teorema puede ser útil para calcular el límite de sucesiones que
están acotadas por otras sucesiones, que son más simples, y de las cuales tú ya
conoces su límite.

Teorema del sandwich para sucesiones.Sean{an} , {bn} y {cn} sucesiones
de números reales. Sian ≤ bn ≤ cn, para todon ≥ n0, para algúnn0 > 1, y si
ĺım

n→∞
an = ĺım

n→∞
cn = L, entonces

ĺım
n→∞

bn = L.

Ejemplos:

1. Demuestra queĺım
n→∞


cosn
n

�
= 0.

Sabemos que
−1 ≤ cosn ≤ 1,

de modo que

−1

n
≤ cosn

n
≤ 1

n
.

para todon ≥ 1. Así

ĺım
n→∞

�
−1

n

�
≤ ĺım

n→∞

cosn

n
≤ ĺım

n→∞

�
1

n

�
.

Como

ĺım
n→∞

�
−1

n

�
= − ĺım

n→∞

�
1

n

�
= 0,

por el teorema del sandwich concluimos que

ĺım
n→∞

cosn

n
= 0.
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2. Demuestra queĺım
n→∞

1

2n
= 0.

Sabemos que
2n ≥ n,

para todon ≥ 1. Por lo tanto,

0 ≤ 1

2n
≤ 1

n
.

Así

ĺım
n→∞

0 ≤ ĺım
n→∞

1

2n
≤ ĺım

n→∞

1

n
.

Como

ĺım
n→∞

0 = ĺım
n→∞

1

n
= 0,

por el teorema del sandwich concluimos que

ĺım
n→∞

1

2n
= 0.

3. Demuestra queĺım
n→∞

1

n!
= 0.

Para aplicar el teorema del sandwich debemos encontrar dos sucesiones que
converjan a0 y que puedan relacionarse a la sucesión dada. Una posibilidad
para ello se basa en el hecho de que, paran ≥ 4,

n! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · . . . · n = 24 · 5 · 6 · . . . · n� �� �
(n−4) factores

y
2n = 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · . . . · n = 16 · 2 · 2 · . . . · 2� �� �

(n−4) factores

.

De esta manera, se tiene
n! > 2n,

es decir,
n! ≥ 2n,

para todon ≥ 4. Por lo tanto,

0 ≤ 1

n!
≤ 1

2n
.

Así,

ĺım
n→∞

0 ≤ ĺım
n→∞

1

n!
≤ ĺım

n→∞

1

2n
.

Como

ĺım
n→∞

0 = ĺım
n→∞

1

2n
= 0,
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por el teorema del sandwich concluimos que

ĺım
n→∞

1

n!
= 0.

Otro resultado de gran utilidad es el teorema del valor absoluto, que se enuncia
a continuación, que establece que si la sucesión de los valores absolutos de una
sucesión converge a0, la sucesión original también converge a0.

Teorema del valor absoluto para sucesiones.Si ĺım
n→∞

|an| = 0, entonces

ĺım
n→∞

an = 0.

Ejemplo:

Demuestra queĺım
n→∞

�
(−1)n 1

n!

�
= 0.

La sucesión correspondiente esan = (−1)n 1

n!
, de modo que|an| =

""""(−1)
n 1

n!

"""" =
1

n!
.

Como ya demostramos en el problema 3,

ĺım
n→∞

|an| = ĺım
n→∞

1

n!
= 0.

Así, por el teorema del valor absoluto,

ĺım
n→∞

an = ĺım
n→∞

�
(−1)n 1

n!

�
= 0.

Otro teorema útil se refiere al límite de una composición de funciones, como se
enuncia a continuación.

Teorema de la función continua para sucesiones.Sea{an} una sucesión de
números reales. Siĺım

n→∞
an = L y si f(x) es una función que es continua enL y

definida en todaan, entonces

ĺım
n→∞

f (an) = f


ĺım

n→∞
an

�
= f (L) .
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Ejemplos:

1. Demuestra queĺım
n→∞

�
n+ 1

n
= 1.

La sucesión

�
n+ 1

n
es la composición de la función de variable continua

f(x) =
√
x con la sucesiónan =

n+ 1

n
. Como

ĺım
n→∞

an = ĺım
n→∞

�
n+ 1

n

�
= ĺım

n→∞

�
1 +

1

n

�
= 1,

y comof(x) =
√
x es continua en el límite1 y está definida en toda

an =
n+ 1

n
, por lo tanto,

ĺım
n→∞

�
n+ 1

n
=

$

ĺım
n→∞

�
n+ 1

n

�
=
√
1 = 1.

2. Demuestra queĺım
n→∞

21/n = 1.

La sucesión21/n es la composición de la función de variable continuaf(x) = 2x

con la sucesiónan =
1

n
. Como

ĺım
n→∞

an = ĺım
n→∞

�
1

n

�
= 0,

y comof(x) = 2x es continua en el límite0 y está definida en todaan = 1
n
, por

lo tanto,

ĺım
n→∞

21/n = 2
ĺım
n→∞

( 1n) = 20 = 1.

Por último, el siguiente teorema te permite calcular el límite de una sucesión, si
conoces el límite de su correspondiente función continua.

Teorema. Seaf(x) una función de variable real, definida para todox ≥ n0, y
sea{an} una sucesión de números reales, tal quean = f(n), para todon ≥ n0.
Entonces

ĺım
x→∞

f(x) = L ⇒ ĺım
n→∞

an = L.
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Por ejemplo, demostremos queĺım
n→∞

�
n+ 1

n

�
= 1. Para ello, primero identifica

la sucesión como

an =
n+ 1

n
,

para todon ≥ 1, de modo que su función continua correspondiente es

f(x) =
x+ 1

x
.

De este modo, es claro que

an = f(n) =
n+ 1

n
.

Por último, como

ĺım
x→∞

f(x) = ĺım
x→∞

�
x+ 1

x

�
L
= ĺım

x→∞

�
1

1

�
= 1,

en donde se ha utilizado la regla de L’Hopital para calcular el límite tipo ∞
∞ para la

función continuaf , por el teorema anterior concluimos que

ĺım
n→∞

an = ĺım
n→∞

�
n+ 1

n

�
= 1.

Nota que el resultado anterior pudo haberse obtenido de una manera directa,

simplemente aplicando la regla de L’Hopital aĺım
n→∞

�
n+ 1

n

�
, es decir, derivando

con respecto a la variable discretan (¡como si fuera una variable continua!).
En otras palabras, el teorema anterior justifica calcular directamente el límite

ĺım
n→∞

�
n+ 1

n

�
como

ĺım
n→∞

an = ĺım
n→∞

�
n+ 1

n

�
L
= ĺım

n→∞

�
1

1

�
= 1.
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Ejemplos:

1. Calcula ĺım
n→∞

5n

2n
.

En este caso, se tiene simplemente

ĺım
n→∞

5n

2n

L
= ĺım

n→∞

5

2n ln 2
= 0.

2. Calcula ĺım
n→∞

[ln(2n+ 1)− lnn] .

Primeramente,

ĺım
n→∞

[ln(2n+ 1)− lnn] = ĺım
n→∞

ln

�
2n+ 1

n

�

= ln

�
ĺım

n→∞

�
2n+ 1

n

��
.

Utilizando ahora la regla de L’Hopital, se tiene

ĺım
n→∞

�
2n+ 1

n

�
L
= ĺım

n→∞

2

1
= 2,

de modo que
ĺım

n→∞
[ln(2n+ 1)− lnn] = ln 2.

3. Calcula ĺım
n→∞

�
n+ 2

n

�n

.

Primero nota que

ĺım
n→∞

�
n+ 2

n

�n

= ĺım
n→∞

(1 + 2/n)n

= ĺım
n→∞

eln(1+2/n)n

= ĺım
n→∞

en ln(1+2/n)

= ĺım
n→∞

e
ln(1+2/n)

1/n

= e
ĺım
n→∞

( ln(1+2/n)1/n )
.

De acuerdo con la regla de L’Hopital

ĺım
n→∞

�
ln (1 + 2/n)

1/n

�
L
= ĺım

n→∞




−2/n2

1+2/n

−1/n2



 = ĺım
n→∞

�
2

1 + 2/n

�
= 2,

de modo que

ĺım
n→∞

�
n+ 2

n

�n

= e2.
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Límites que aparecen frecuentemente

1. ĺım
n→∞

�
lnn

n

�
= 0

2. ĺım
n→∞

n
√
n = 1

3. ĺım
n→∞

n
√
x = 1, para todox > 0

4. ĺım
n→∞

xn = 0, para todo|x| < 1

5. ĺım
n→∞



1 +

x

n

�n

= ex, para todox ∈ R

6. ĺım
n→∞

xn

n!
= 0, para todox ∈ R

Demostración:

1. ĺım
n→∞

�
lnn

n

�
L
= ĺım

n→∞

�
1/n

1

�
= ĺım

n→∞

�
1

n

�
= 0.

2. ĺım
n→∞

n
√
n = ĺım

n→∞
n1/n = ĺım

n→∞
elnn1/n = ĺım

n→∞
e
lnn
n = e

ĺım
n→∞

lnn
n = e0 = 1.

3. Seax > 0. Por lo tanto,

ĺım
n→∞

n
√
x = ĺım

n→∞
x1/n = ĺım

n→∞
elnx1/n = ĺım

n→∞
e
lnx
n = e

ĺım
n→∞

lnx
n = e0 = 1.

5. Seax ∈ R. Por lo tanto,

ĺım
n→∞

(1 + x/n)n = ĺım
n→∞

eln(1+x/n)n = ĺım
n→∞

e
ln(1+x/n)

1/n = e
ĺım
n→∞

( ln(1+x/n)1/n )
.

Por regla de L’Hopital

ĺım
n→∞

�
ln (1 + x/n)

1/n

�
L
= ĺım

n→∞




−x/n2

1+x/n

−1/n2



 = ĺım
n→∞

�
x

1 + x/n

�
= x,

de modo queĺım
n→∞

(1 + x/n)n = ex.

Las demostraciones de las propiedades 4 y 6 pueden consultarse en la
bibliografía del curso. Aquí las omitimos por ser bastante más elaboradas.

Ejemplos:

1. ĺım
n→∞

�
−1
7

�n
= 0, en donde se utilizó la propiedad 4, conx = −1/7.

2. ĺım
n→∞

35n

n!
= 0, en donde se utilizó la propiedad 6, conx = 35.
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3. ĺım
n→∞

n
√
n2 = ĺım

n→∞
( n
√
n n
√
n) =



ĺım

n→∞
n
√
n
�


ĺım
n→∞

n
√
n
�
= (1)(1) = 1, en donde

se utilizó la propiedad 2.

4. ĺım
n→∞

�
n− 3

n

�n

= ĺım
n→∞

�
1− 3

n

�n

= e−3, en donde se utilizó la propiedad 5,

conx = −3.

5. ĺım
n→∞

�
ln
√
n

n

�
= ĺım

n→∞

�
lnn1/2

n

�
= 1

2
ĺım

n→∞

�
lnn

n

�
=
�
1
2

�
(0) = 0, en donde

se utilizó la propiedad 1.

6. ĺım
n→∞

n
√
5n = ĺım

n→∞

�
n
√
5 n
√
n
�
=


ĺım

n→∞
n
√
5
�


ĺım
n→∞

n
√
n
�
= (1)(1) = 1, en donde

se utilizaron las propiedades 2 y 3 (x = 5).

4.2 Sucesiones de vectores

El concepto de sucesión de números reales,an : Z → R, puede extenderse para
una sucesión de vectores,−→x n : Z → R

m, que a cada enteron le asigna un único
vector−→x n enRm, como se discute a continuación.

Definición. Unasucesión de vectoresenRm es una función que a cada entero
nmayor o igual a algún enteron0 le asigna un único vector−→x n enRm.

Así como una sucesión de números reales{an} se representa geométricamente
por una colección de puntos en la recta real (ejex), una sucesión de vectores{−→x n}
se representa por una colección de puntos en el espacioR

m. La siguiente figura
muestra una sucesión de vectores en el planoR

2.

Nota que cuando una sucesión{−→x n} enRm converge, ésta no converge a un
número realL, sino a un vector

−→
L enRm.
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Definición. Una sucesión de vectores{−→x n} convergeal vector
−→
L si para todo

númeroǫ > 0 existe un enteroN tal que para todon

n > N ⇒
000−→x n −

−→
L
000 < ǫ.

En ese caso, escribimosĺım
n→∞

−→x n =
−→
L , o simplemente−→x n →

−→
L , y llamamos a

−→
L

el límitede la sucesión. Cuando tal vector
−→
L no existe decimos que{−→x n} diverge.

Nota que la definición de convergencia de una sucesión de vectores es una
generalización de la correspondiente al caso de sucesionesde reales, en donde se

ha reemplazado el valor absoluto|an − L| por la norma
000−→x n −

−→
L
000 . El siguiente

teorema permite determinar la convergencia de una sucesiónde vectores de una
manera simple.

Teorema. Una sucesión de vectores{−→x n} enRm converge si y sólo si todas
lasm sucesiones de sus componentes convergen enR.

Ejemplo:

Identifica la sucesión{−→x n} enR2, dada por−→x n =

�
2

n
,
1

n

�
, n ≥ 1. Analiza

su convergencia e ilustra con una gráfica.

En este caso, la sucesión es el conjunto de puntos
�
(2, 1) ,

�
1,

1

2

�
,

�
2

3
,
1

3

�
,

�
1

2
,
1

4

�
, . . .

�
.

Como

ĺım
n→∞

�
2

n

�
= 0 y ĺım

n→∞

�
1

n

�
= 0,

de acuerdo con el teorema anterior, se tiene,

ĺım
n→∞

−→x n = ĺım
n→∞

�
2

n
,
1

n

�
= (0, 0),

de modo que la sucesión converge al límite
−→
L = (0, 0).
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Definición. El vector−→r es unpunto de acumulaciónde la sucesión de vectores
{−→x n} si para cada númeroǫ > 0 existe una infinidad de enterosn tales que
�−→x n −−→r � < ǫ.

Ejemplo:

La sucesión{−→x n} enR2, dada por−→x n =
�
(−1)n+1

�
n−1

n

�
, 1
�
, n ≥ 1, no

posee un punto límite, pero sí presenta dos puntos de acumulación,−→r 1 = (1, 1) y−→r 1 = (−1, 1).

Para concluir, vale la pena mencionar que las sucesiones de vectores satisfacen
muchas de las propiedades que conocemos para el caso de sucesiones de
reales, tales como el límite de una suma de sucesiones vectoriales de la forma
{−→x n +−→y n}, el límite del múltiplo constante{c−→x n}, etc, que aquí omitiremos por
razones de tiempo.

4.3 Sucesiones de funciones

El concepto de sucesión de números reales,an : Z→ R también puede extenderse
para una sucesión de funciones,fn : S ⊂ R → R, que a cada enteron le asigna
una única función dex, fn(x), como se discute brevemente a continuación.

Definición. SeaS ⊂ R. Se dice que{fn} es unasucesión de funcionessi para
cada enteronmayor o igual a algún enteron0 existe la funciónfn : S → R.

Es claro que para todox ∈ S tal sucesión da lugar a una sucesión de números
reales{fn(x)} , que se obtiene al evaluar cada una de las funciones en el punto
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x. Para ciertos valores dex la sucesión puede converger y para otros valores
dex ésta puede diverger. Para cada númerox para el que la sucesión{fn(x)}
converge, existe un número real determinado de manera única, que denotamos por
ĺım

n→∞
fn(x). En general, el valor de este límite, cuando existe, dependerá de la

elección del puntox ∈ S, de modo que el límiteĺım
n→∞

fn(x) es una funciónf(x),

cuyo dominio consta de todos los númerosx ∈ S para los que la sucesión{fn(x)}
converge. Si denotamos porS0 ⊂ S al conjunto de valoresx para los cuales
converge la sucesión{fn}, decimos que la sucesión{fn} converge puntualmente
enS0.

Ejemplos:

1. Considera la sucesión{fn(x)}, n ≥ 1, en dondefn(x) = x/n, para todox ∈ R.
De esta manera, la sucesión es el conjunto de funciones

1x
1
,
x

2
,
x

3
, . . .
2
,

como se ilustra en la siguiente gráfica.

Para esta sucesión, es claro que

ĺım
n→∞

fn(x) = ĺım
n→∞


x
n

�
= x ĺım

n→∞

�
1

n

�
= x · 0 = 0,

para todox ∈ R. De esta manera, la sucesión{x/n} converge a la función

f(x) = 0,

para todox ∈ R.

2. Considera la sucesión{fn(x)}, en dondefn(x) = x
n, para todox ∈ R. De esta

manera, la sucesión es el conjunto de funciones
(
x1, x2, x3, . . .

)
,
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4.3 Sucesiones de funciones

como se ilustra en la siguiente gráfica.

Si x = 1, la sucesión{fn(1)} = {1} converge a 1. Por otra parte, six = −1,
la sucesión{fn(−1)} = {(−1)n} diverge, ya que oscila entre1 y −1. Para
x �= ±1 sabemos queĺım

n→∞
xn = 0 para|x| < 1, mientras queĺım

n→∞
xn diverge

para|x| > 1; en consecuencia, si|x| < 1, la sucesión{fn(x)} = {xn} converge
a la funciónf(x) = 0, y si |x| > 1, la sucesión diverge. En otras palabras,

ĺım
n→∞

fn(x) = ĺım
n→∞

xn =

�
0, si − 1 < x < 1,

1, si x = 1,

para todox ∈ (−1, 1]. De esta manera, la sucesión{xn} converge puntualmente
a la función

f(x) =

�
0, si − 1 < x < 1,

1, si x = 1,

enS0 = {x ∈ R | −1 < x ≤ 1}.

De la definición de convergencia puntual se sigue el siguiente teorema.

Teorema. Una sucesión{fn} de funcionesfn : S ⊂ R → R converge a una
funciónf : S0 ⊂ S → R si y sólo si para todoǫ > 0 y todax ∈ S0 existe un
número naturalK(ǫ, x) tal que sin ≥ K(ǫ, x), entonces|fn(x)− f(x)| < ǫ.

En los dos ejemplos anteriores, es posible demostrar que el númeroK(ǫ, x)
depende tanto del valor deǫ > 0 como dex ∈ S0. Esto último se debe a que, por lo
general, la convergencia de la sucesión puede ser más rápidaen unos puntos que en
otros. Sin embargo, existen ejemplos en donde la desigualdad |fn(x)− f(x)| < ǫ
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se cumple para todos los valoresx ∈ R, de modo queK es función deǫ solamente.
Para estos casos, se dice que la sucesión converge uniformemente.

Definición. Una sucesión{fn} de funcionesfn : S ⊂ R → R converge
uniformementea una funciónf : S0 ⊂ S → R si para todoǫ > 0 existe un número
naturalK(ǫ) (que depende deǫ pero no dex) tal que sin ≥ K(ǫ) y x ∈ S0,
entonces|fn(x)− f(x)| < ǫ.

Ejemplo:

Considera la sucesión{fn(x)}, en dondefn(x) =
sen(nx+n)

n
, para todox ∈ R.

Claramente, esta sucesión converge a la funciónf(x) = 0, para todox ∈ R. Como
|sen y| ≤ 1 para todoy ∈ R, por lo tanto

|fn(x)− f(x)| =
""""
sen(nx+ n)

n
− 0

"""" ≤
1

n
,

para todox ∈ R. De esta manera, dada cualquierǫ > 0, al elegirn lo
suficientemente grande se puede hacer|fn(x)− f(x)| < ǫ para todos los valores
dex simultáneamente. En otras palabras, se puede escoger un númeto naturalK(ǫ)
que no depende dex, por lo que la función converge uniformemente.

Una consecuencia inmediata de las definiciones anteriores es que si la sucesión
{fn} converge uniformemente enS0 también converge puntualmente enS0, pero
no viceversa. El hecho de que una sucesión de funciones converja uniformemente
tiene implicaciones bastante atractivas, como se discute acontinuación.

Con frecuencia es conveniente saber si el límite de una sucesión de funciones
es una función continua, una función derivable o una funciónintegrable.
Desafortunadamente, no siempre ocurre que el límite de una sucesión de funciones
tenga estas propiedades.

Ejemplos:

1. Considera la sucesión de funciones{xn} del ejemplo 2 anterior, en donde cada
funciónfn(x) = x

n es continua y derivable para todox ∈ R. Como vimos, esta
sucesión converge a la función

f(x) =

�
0, si − 1 < x < 1,

1, si x = 1,
.

Sin embargo, esta última no es una función continua enx = 1 y, por tanto,
tampoco es derivable en ese punto.
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4.3 Sucesiones de funciones

2. Considera la sucesión{fn(x)}, en donde cada funciónfn está dada por

fn(x) =






n2x, si 0 ≤ x ≤ 1/n,
−n2(x− 2/n), si 1/n ≤ x ≤ 2/n,

0, si 2/n ≤ x ≤ 1,

como se ilustra en la siguiente gráfica.

Es evidente que todas las funcionesfn son continuas en[0, 1] y, por tanto, son
integrables. De hecho, es fácil mostrar que

� 1

0

fn(x) dx = 1, paran ≥ 2.

También es posible demostrar queĺım
n→∞

fn(x) = 0 para todox ∈ [0, 1], de modo

que la sucesión{fn(x)} converge a la funciónf(x) = 0. Como esta última es
continua, por lo tanto es integrable, con

� 1

0

f(x) dx = 0.

Llegamos entonces a la terrible conclusión de que
� 1

0



ĺım

n→∞
fn(x)

�
dx = 0 �= ĺım

n→∞

�� 1

0

fn(x) dx

�
= 1.

Estos dos ejemplos muestran que, en general, el límite de unasucesión de
funciones continuas, derivables o integrables no es una función continua, derivable
o integrable. En ambos casos se consideró sucesiones que convergen puntualmente,
pero no uniformemente, y ésa es precisamente la causa de la dificultad. De hecho,
es posible demostrar que la convergencia uniforme de una sucesión de funciones
es una condición suficiente para garantizar que la función a la que converge
preserve sus propiedades de continuidad, diferenciabilidad e integrabilidad. De
ahí la importancia de la convergencia uniforme, en relacióncon las sucesiones de
funciones.
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Capítulo 5
Series

5.1 Series. Serie geométrica

En muchas ocasiones es importante determinar el valor de la suma
a1 + a2 + a3 + · · · de los elementos de una sucesión de números reales
a1, a2, a3, . . ..Una suma infinita de este tipo se conoce comoserie. En este
capítulo estudiaremos las propiedades de estas sumas infinitas, así como las
condiciones bajo las cuales la suma converge o diverge. Haremos particular
énfasis en el tipo de series conocida como laserie geométrica, que se
presenta en una gran variedad de aplicaciones.

Definición. Dada una sucesión{an} de números, unaserie infinita, o
serie, es una expresión de la forma

∞�

n=1

an = a1 + a2 + a3 + · · ·+ ak + · · · .

El númeroak se denomina elk-ésimo términode la serie.

Ejemplos:

1. A partir de la sucesión1,
1

2
,
1

3
,
1

4
,
1

5
, . . . se construye la serie

∞�

n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+ · · · .

2. A partir de la sucesión1, 2, 4, 8, 16, . . . se construye la serie
∞�

n=1

2n−1 = 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + · · · .

3. A partir de la sucesión1,
1

2
,
1

4
,
1

8
,
1

16
, . . . se construye la serie

∞�

n=1

1

2n−1 =
∞�

n=1

�
1

2

�n−1
= 1 +

1

2
+

1

4
+

1

8
+

1

16
+ · · · .
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4. A partir de la sucesión1,−1

3
,
1

9
,− 1

27
,
1

81
, . . . se construye la serie

∞�

n=1

(−1)n−1 1

3n−1 =
∞�

n=1

�
−1

3

�n−1
= 1− 1

3
+

1

9
− 1

27
+

1

81
− · · · .

5. A partir de la sucesión1, 2, 9, 64, 625, . . . se construye la serie

∞�

n=1

nn−1 = 1 + 2 + 9 + 64 + 625 + · · · .

Sumar una infinidad de términos no necesariamente implica que la suma sea
infinita. Se puede demostrar que las series en los ejemplos 3 y4 convergen a un
valor finito, mientras que las de los ejemplos 1, 2 y 5 divergen. Aunque el problema
de establecer la convergencia o divergencia de una serie puede resultar bastante
complejo en general, en esta sección y en la siguiente presentaremos algunos
criterios al respecto. El primer criterio que estudiaremosse basa en la convergencia
de lassumas parcialesde una serie, como se define a continuación.

Definición. Dada una sucesión{an} de números, la sucesión{Sk} definida por

S1 =
1�

n=1

an = a1

S2 =
2�

n=1

an = a1 + a2

...

Sk =
k�

n=1

an = a1 + a2 + a3 + · · ·+ ak

es lasucesión de sumas parcialesde la serie
∞

n=1 an. Si la sucesión{Sk}
converge a un límiteL, decimos que la serieconvergey su suma esL. En ese caso
escribimos

a1 + a2 + a3 + · · · =
∞�

n=1

an = L.

Si la sucesión{Sk} no converge a un límite, decimos que la seriediverge.
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Las sumas parciales son las sumas acumuladas de los primerostérminos de
una sucesión. Así, por ejemplo, las sumas parciales correspondientes a la sucesión

{an} =
�

1

2n−1

�
, dada por

1,
1

2
,
1

4
,
1

8
, . . . ,

son los valores

S1 = 1, S2 = 1 +
1

2
, S3 = 1 +

1

2
+

1

4
, · · · , Sk = 1 +

1

2
+

1

4
+ · · ·+ 1

2k−1 ,

como se ilustra en las siguientes gráficas. La gráfica de la izquierda representa la
sucesión{an}, mientras que la derecha se refiere a la sucesión de sumas parciales
{Sk} .

A medida quek crece se van agregando a la sumaSk nuevos términos de la
sucesión{an}, de modo que en el límitek →∞ el k-ésimo término de la sucesión,
Sk, se convierte en la serie

∞
n=1 an, es decir,

ĺım
k→∞

Sk = ĺım
k→∞

k�

n=1

an =
∞�

n=1

an.

De esta manera, si la sucesión{Sk} converge a un límiteL, entonces éste será
precisamente el valor de la serie. En otras palabras,

ĺım
k→∞

Sk = L =⇒
∞�

n=1

an = L.

Este procedimiento para determinar la convergencia de una serie es el análogo
discreto al que se utiliza para establecer la convergencia de la integral impropia,
de dominio infinito, de una función continuaf(x). En efecto, para determinar la
convergencia de una integral tipo

�∞
1
f(x)dx primero encontrábamos la integral
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truncada
� b

1
f(x)dx enx = b (equivalente continuo de la suma parcialSk) y

posteriormente tomábamos el límiteb→∞ de esta última, es decir,
� ∞

1

f(x)dx = ĺım
b→∞

� b

1

f(x)dx.

Para ilustrar el concepto anterior, considera nuevamente la sucesión

{an} =
�

1

2n−1

�
. A partir de ella generamos la serie

∞
n=1 an, dada por

∞�

n=1

1

2n−1 = 1 +
1

2
+

1

4
+

1

8
+ · · · ,

y nos preguntamos si ésta converge a algún valor o diverge. Deacuerdo con la
discusión anterior, el valor de la suma está dado por

∞�

n=1

1

2n−1 = ĺım
k→∞

k�

n=1

�
1

2

�n−1
= ĺım

k→∞
Sk,

en dondeSk es lak-ésima suma parcial,Sk = 1+
1

2
+

1

4
+ · · ·+ 1

2k−1 . Para calcular

el límitek →∞ de esta última, reescribimos las primeras sumas parciales,como

S1 = 1 = 2− 1

S2 = 1 +
1

2
= 2− 1

2

S3 = 1 +
1

2
+

1

4
= 2− 1

4
,

de donde se infiere fácilmente que

Sk = 2− 1

2k−1 .

De esta manera,

ĺım
k→∞

Sk = ĺım
k→∞

�
2− 1

2k−1

�
= 2.

Concluimos entonces que

∞�

n=1

1

2n−1 = 1 +
1

2
+

1

4
+

1

8
+ · · · = 2,

es decir, la serie
∞�

n=1

1

2n−1 converge a2.
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La serie del ejemplo anterior es un caso particular de lo que se conoce como
serie geométrica, como se define a continuación, que aparece en una gran variedad
de aplicaciones.

Definición. Unaserie geométricaes una suma infinita de la forma

∞�

n=1

rn−1 = 1 + r + r2 + r3 + · · · ,

en donder ∈ R se conoce como larazónde la serie.

Teorema. Si r es un número real tal que|r| < 1, entonces la serie geométrica
generada porr converge a

∞�

n=1

rn−1 =
1

1− r .

Si |r| ≥ 1, entonces la serie diverge.

Demostración:

Por simplicidad, denotaremos porS el valor de la serie geométrica,

S =
∞�

n=1

rn−1 = 1 + r + r2 + r3 + · · · ,

con r ∈ R. Esta serie diverge parar = 1, ya que la suma correspondiente,
S = 1 + 1 + 1 + 1 + · · · , es infinita. Asimismo, la serie diverge parar = −1, ya
que la sumaS = 1− 1 + 1− 1 + · · · oscila entre0 y 1, es decir, no converge a un
único valor. Así, a continuación consideraremos solamentelos casos con|r| �= 1.

Para encontrar el valor deS, primero escribimos su suma parcialSk,

Sk =
k�

n=1

rn−1 = 1 + r + r2 + r3 + · · ·+ rk−2 + rk−1,

y notamos que se trata de la suma geométrica definida en la sección 1.2,

Sk =
1− rk

1− r .

Así, la serie geométricaS es el límite

S = ĺım
k→∞

Sk =
1

1− r


1− ĺım

k→∞
rk
�
.
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De acuerdo con la propiedad 4 de la sección 4.1 para límites frecuentes de
sucesiones, el límiteĺım

k→∞
rk existe y converge a0 sólo si|r| < 1, es decir,

S =

�
1
1−r

, si |r| < 1
diverge, en otro caso.

Concluimos entonces que, si|r| < 1 la serie geométrica generada porr converge a

∞�

n=1

rn−1 =
1

1− r ,

mientras que si|r| ≥ 1 la serie diverge.

Nota la diferencia entre la suma geométrica, y la serie geométrica, dadas por

k�

n=1

rn−1 = 1 + r + r2 + r3 + · · ·+ rk−1 =
1− rk

1− r , r �= 1

∞�

n=1

rn−1 = 1 + r + r2 + r3 + · · · = 1

1− r , |r| < 1.

La primera se trata de una suma finita(la suma se trunca en elk-ésimo término),
mientras que la segunda es una suma infinitao serie. Ambos tipos de expresiones
aparecen frecuentemente en economía, dependiendo si se trata de un proceso que
transcurre en un tiempo finito, o si éste se lleva a cabo a perpetuidad.

Ejemplos:

1. Determina si las siguientes series geométricas convergen o no. De converger,
encuentra su suma.

a)1 +
1

2
+

1

4
+

1

8
+

1

16
+ · · ·

Reescribimos la serie como

1 +
1

2
+

1

22
+

1

23
+ · · · =

∞�

n=1

1

2n−1 =
∞�

n=1

�
1

2

�n−1
,

de modo quer =
1

2
. Como|r| < 1, la serie converge, y su suma es

1 +
1

2
+

1

4
+

1

8
+

1

16
+ · · · =

∞�

n=1

�
1

2

�n−1
=

1

1−
�
1
2

� = 2.
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b) 1− 1

2
+

1

4
− 1

8
+

1

16
− · · ·

Reescribimos la serie como

1− 1

2
+

1

22
− 1

23
+ · · · =

∞�

n=1

(−1)n−1 1

2n−1 =
∞�

n=1

�
−1

2

�n−1
,

de modo quer = −1

2
. Como|r| < 1, la serie converge, y su suma es

1− 1

2
+

1

4
− 1

8
+

1

16
− · · · =

∞�

n=1

�
−1

2

�n−1
=

1

1−
�
−1
2

� =
2

3
.

c)−1 + 3− 9 + 27− 81 + · · ·

Reescribimos la serie como

− (1− 3 + 32 − 33 + · · · ) = −
∞�

n=1

(−1)n−1 3n−1 = −
∞�

n=1

(−3)n−1,

de modo quer = −3 . Como|r| > 1, la serie diverge.

d)−3 + 3

2
− 3

4
+

3

8
− 3

16
+ · · ·

Reescribimos la serie como

−3
�
1− 1

2
+

1

22
− 1

23
+ · · ·

�
= −3

∞�

n=1

�
−1

2

�n−1
,

de modo quer = −1

2
. Como|r| < 1, la serie converge, y su suma es

−3+ 3

2
− 3

4
+

3

8
− 3

16
+ · · · = −3

∞�

n=1

�
−1

2

�n−1
= −3

 
1

1−
�
−1
2

�

!

= −2.

e)1 + a2 + a4 + a6 + a8 + · · ·

Reescribimos la serie como

1 + a2 + (a2)
2
+ (a2)

3
+ (a2)

4
+ · · · =

∞�

n=1

(a2)
n−1,

de modo quer = a2. La serie converge si|a| < 1, y su suma es

1 + a2 + a4 + a6 + a8 + · · · =
∞�

n=1

(a2)
n−1

=
1

1− a2 .
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f) 1 + 2x+ 4x2 + 8x3 + 16x4 + · · ·

Reescribimos la serie como

1 + 2x+ (2x)2 + (2x)3 + · · · =
∞�

n=1

(2x)n−1,

de modo quer = 2x . La serie converge si|x| < 1

2
, y su suma es

1 + 2x+ 4x2 + 8x3 + 16x4 + · · · =
∞�

n=1

(2x)n−1 =
1

1− 2x
.

2. Demuestra que5.2323232323 . . .es un número racional.

Escribimos el número como5 + 23
100

+ 23
1002

+ 23
1003

+ · · · , de modo que

5.2323232323 . . . = 5 +
23

100

 

1 +
1

100
+

�
1

100

�2
+ · · ·

!

= 5 +
23

100

�
1

1− 1
100

�
= 5 +

23

99
=

518

99
.

Como5.2323232323 . . . es el cociente de dos números enteros, éste es un
número racional.

3. Calcula el valor de
∞�

n=4

�
1

2

�n−1
.

Observa que el índice de la sumatoria no comienza enn = 1, por lo que
no puedes utilizar directamente la fórmula de la serie geométrica. Hay una
variedad de métodos que puedes utilizar para calcular esta suma, como los que
se presentan a continuación.

a. El método más sencillo consiste en escribir explícitamente los términos
de la sumatoria, utilizar una factorización e identificar laserie geométrica
correspondiente:

∞�

n=4

�
1

2

�n−1
=

�
1

2

�3
+

�
1

2

�4
+

�
1

2

�5
+

�
1

2

�6
+ · · ·

=

�
1

2

�3 *

1 +

�
1

2

�
+

�
1

2

�2
+

�
1

2

�3
+ · · ·

+

=

�
1

2

�3 *
1

1−
�
1
2

�

+

=
1

4
.
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b. Otro método se basa en sumar los términos que le faltan a la sumatoria para

que la serie geométrica aparezca en el formato original,
∞�

n=1

rn−1:

∞�

n=4

�
1

2

�n−1
=

 ∞�

n=4

�
1

2

�n−1
+

3�

n=1

�
1

2

�n−1
!

−
3�

n=1

�
1

2

�n−1

=
∞�

n=1

�
1

2

�n−1
−

3�

n=1

�
1

2

�n−1

=

*
1

1−
�
1
2

�

+

−
*

1 +

�
1

2

�
+

�
1

2

�2+

= 2− 7

4
=

1

4
.

c. Un tercer método consiste en efectuar un cambio de índices, de tal modo
que la nueva sumatoria comience en1. Para ello, propones la sustitución
l = n− 3, obteniendo

∞�

n=4

�
1

2

�n−1
=

∞�

l=1

�
1

2

�(l+3)−1

=
∞�

l=1

�
1

2

�l−1�
1

2

�3

=

�
1

2

�3 ∞�

l=1

�
1

2

�l−1

=

�
1

2

�3 *
1

1−
�
1
2

�

+

=
1

4
.

4. Una empresa que renta maquinaria adquirirá una cierta máquina al precioP ,
por la que recibirá rentas futurasR1, R2, R3, . . . , RT , correspondientes a los
periodos1, 2, 3, . . . , T . La empresa ajusta las rentas de tal modo que la suma

de sus valores presentes descontados,
Rn

(1 + r)n
, iguale el precio actual de la

máquina, es decir,

P =
R1

1 + r
+

R2
(1 + r)2

+
R3

(1 + r)3
+ · · ·+ RT

(1 + r)T
,

con r > 0 la tasa de interés (fija). Si se establece una renta fijaRn = v en
todos los periodos, halla el precioP como función dev y r. ¿Cómo varía este
resultado si el arrendamiento es a perpetuidad (T →∞)?
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Suponiendo una renta fijaRn = v, se tiene

P =
v

1 + r
+

v

(1 + r)2
+

v

(1 + r)3
+ · · ·+ v

(1 + r)T

=
v

1 + r

*

1 +

�
1

1 + r

�
+

�
1

1 + r

�2
+ · · ·+

�
1

1 + r

�T−1
+

.

La expresión entre paréntesis es una suma geométrica finita,con

1 +

�
1

1 + r

�
+

�
1

1 + r

�2
+ · · ·+

�
1

1 + r

�T−1
=

1−
�
1
1+r

�T

1−
�
1
1+r

�

=
1 + r

r

*

1−
�

1

1 + r

�T
+

,

de modo que el precioP está dado por

P =
v

r

*

1−
�

1

1 + r

�T
+

.

Por otra parte, como0 <
1

1 + r
< 1, por límites frecuentes sabemos que

ĺım
T→∞

�
1

1 + r

�T

= 0.

De esta manera, cuando el arrendamiento es a perpetuidad (T →∞), se tiene

P =
v

r
.

En otras palabras, suponiendo que la máquina no se deprecia en el tiempo, el
precio de la renta coincide con el interésv = rP que generaría mensualmente
en el banco una cantidadP a una tasa fijar.

5. Demuestra que para todo|r| < 1 se cumple

∞�

n=1

nrn =
r

(1− r)2 .

Sabemos que si|r| < 1, entonces

1 + r + r2 + r3 + · · · = 1

1− r .
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Derivando con respecto ar ambos lados de la igualdad, se tiene

d

dr

�
1 + r + r2 + r3 + · · ·

�
=

d

dr

�
1

1− r

�

1 + 2r + 3r2 + · · · =
1

(1− r)2

r
�
1 + 2r + 3r2 + · · ·

�
=

r

(1− r)2

r + 2r2 + 3r3 + · · · =
r

(1− r)2
.

∴

∞�

n=1

nrn =
r

(1− r)2 .

6. Se define la duración de MacaulayD para un bono con cupón constante como

D =

N�

n=1

Ct

(1 + r)t
+

NVN

(1 + r)N

N�

n=1

C

(1 + r)t
+

VN

(1 + r)N

,

conC, VN , r > 0. Demuestra que para un bono perpetuo (N →∞) la duración
de Macaulay se reduce a

D = 1 +
1

r
.

Sugerencia: Usa el resultado del ejercicio 5.

En el caso de un bono perpetuo (N →∞) la duración de Macaulay es

D =

∞�

n=1

Ct

(1 + r)t
+NVN ĺım

N→∞

�
1

1 + r

�N

∞�

n=1

C

(1 + r)t
+ VN ĺım

N→∞

�
1

1 + r

�N
=

∞�

n=1

Ct

(1 + r)t

∞�

n=1

C

(1 + r)t

,

en donde se utilizó el hecho de que

ĺım
N→∞

�
1

1 + r

�N

= 0,

ya que0 <
1

1 + r
< 1. Ahora bien, sabemos que si|r| < 1, entonces

∞�

n=1

rn−1 =
1

1− r .
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Por lo tanto,

∞�

n=1

C

(1 + r)t
=

C

1 + r

∞�

n=1

�
1

1 + r

�t−1
=

C

1 + r






1

1− 1

1 + r




 =

C

r
.

Por otra parte, de acuerdo con el ejercicio 5,sabemos que para |r| < 1 se cumple

∞�

n=1

nrn =
r

(1− r)2 .

Por lo tanto,

∞�

n=1

Ct

(1 + r)t
= C

∞�

n=1

t

�
1

1 + r

�t

= C

1

1 + r�
1− 1

1 + r

�2 =
C (1 + r)

r2
.

De esta manera,

D =

∞�

n=1

Ct

(1 + r)t

∞�

n=1

C

(1 + r)t

=

C (1 + r)

r2
C

r

=
1 + r

r
= 1 +

1

r
.

Por último, al igual que en el caso de las sumas finitas de la sección 1.2, la
representación de una serie en términos de una sumatoria no es única. Aunque aquí
definimos serie como una suma infinita de la forma

∞
n=1 an, por lo general el

índice de la misma no necesariamente debe comenzar enn = 1. En un sentido más
amplio, una serie es cualquier suma infinita de la forma

∞�

n=n0

an = an0 + an0+1 + an0+2 + · · · ,

construida con los elementos de una sucesión{an} . En el caso particular de la
serie geométrica,

1 + r + r2 + r3 + · · · ,
ésta podrá ser representada como una sumatoria en una infinidad de maneras, como
por ejemplo,

1 + r + r2 + r3 + · · · =
∞�

n=1

rn−1 =
∞�

n=4

rn−4 =
∞�

n=−3
rn+3.
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Muy especialmente, aquí usaremos frecuentemente la representación conn0 = 0,

1 + r + r2 + r3 + · · · =
∞�

n=0

rn,

para denotarla.

Además de la serie geométrica, existe otro tipo de series para las que es posible
determinar fácilmente si convergen o no, y de hacerlo, a qué valor. Esto sucede en
el caso de lasseries telescópicas, que son una extensión de las sumas telescópicas
que estudiamos en la sección 1.2.

Definición. Unaserie telescópicaes una expresión de la forma
∞�

n=n0

(an+1 − an).

Para estudiar su convergencia, es conveniente utilizar nuevamente el concepto
de suma parcialSk que introdujimos en el caso de la serie geométrica. En otras
palabras, si denotamos porS el valor de la serie telescópica,

S =
∞�

n=n0

(an+1 − an),

éste puede encontrarse mediante el límite

S = ĺım
k→∞

Sk

de la suma parcial

Sk =
k�

n=n0

(an+1 − an).

Ejemplos:

1. Calcula el valor de la serie
∞

n=1

�
1

n
− 1

n+ 1

�
.

Denotamos porS =
∞

n=1

�
1

n
− 1

n+ 1

�
a la suma infinita que deseamos

calcular. A partir de ella construimos la suma parcialSk,

Sk =
k�

n=1

�
1

n
− 1

n+ 1

�
.
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Desarrollando esta última se obtiene

Sk =

�
1− 1

2

�
+

�
1

2
− 1

3

�
+ · · ·+

�
1

k − 1
− 1

k

�
+

�
1

k
− 1

k + 1

�

= 1− 1

k + 1
,

en donde se han cancelado todos los términos, excepto el primero y el último.
Así, el valor de la serie es

S = ĺım
k→∞

Sk = ĺım
k→∞

�
1− 1

k + 1

�
= 1,

es decir,
∞

n=1

�
1

n
− 1

n+ 1

�
= 1.

2. Calcula el valor de la serie
∞

n=1

�
(n+1)2 − n2

�
.

Denotamos por
∞

n=1

�
(n+1)2 − n2

�
a la suma infinita que deseamos calcular. A

partir de ella construimos la suma parcialSk,

S =
k�

n=1

�
(n+1)2 − n2

�
.

Desarrollando esta última se obtiene

Sk =
�
22 − 12

�
+
�
32 − 22

�
+ . . . +

�
k2 − (k − 1)2

�
+
�
(k + 1)2 − k2

�

= −1 + (k + 1)2.

Por último, como

S = ĺım
k→∞

Sk = ĺım
k→∞

�
−1 + (k + 1)2

�
=∞,

por lo tanto la serie
∞

n=1

�
(n+1)2 − n2

�
diverge.

Las series anteriores, la geométrica y la telescópica, nos han permitido adquirir
familiaridad con el concepto de convergencia de una serie. Una vez establecida
dicha convergencia, el siguiente teorema nos permite realizar dos operaciones
básicas entre series convergentes, que son la suma de seriesy la multiplicación de
una serie por un escalar.
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Capítulo 5 Series

Teorema. Sean


n an y


n bn series convergentes yc ∈ R. Entonces,

1.


n (an + bn) =


n an+


n bn Regla de la suma

2.


n (can) = c


n an Regla del múltiplo constante

Ejemplo:

∞�

n=1

�
5

3n
− 1

6n−1

�
=

5

3

∞�

n=1

�
1

3

�n−1
−

∞�

n=1

�
1

6

�n−1
=

5

3

�
1

1− 1
3

�
−
�

1

1− 1
6

�
=

13

10
.

Corolario.

1. Si


n an diverge y


n bn converge, entonces


n (an + bn) diverge.

2. Si


n an diverge yc ∈ R\ {0} , entonces


n (can) diverge.

De acuerdo con este corolario, si una serie


n an diverge, no existe manera de
remover esta divergencia mediante operaciones tales como la suma con otra serie,
o bien, su multiplicación por un escalar diferente de cero.

Por último, debes tener mucho cuidado con el manejo de las series generadas
por el producto, o cociente, de elementos de una sucesión. Enparticular, nota que

�

n

(anbn) �= (
�

n

an)(
�

n

bn) y
�

n

�
an

bn

�
�=


n an
n bn

.

5.2 Criterios de convergencia de series

Con excepción de las series geométricas y las telescópicas,en general es muy
difícil calcular el valor de una suma infinita. Por esta razón, a partir de este punto
nos conformaremos con determinar, al menos, si una serie dada es convergente o
es divergente.

Para este fin, la primera prueba que debes considerar es la llamadaprueba
del n-ésimo término, que te permite determinar a priori cuándo una serie dada

n an es divergente. La prueba se basa en el comportamiento asintótico de la
sucesión{an} que la genera. Una condición necesaria para que converja la serie
es que ĺım

n→∞
an = 0. Para entender por qué, denotemos porS al valor de la serie

convergente ySn = a1 + a2 + · · · + an a sun-ésima suma parcial. Cuandon
es grande, tantoSn comoSn−1 están cerca deS, de modo que su diferencia,
Sn − Sn−1 = an es próxima a cero.
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5.2 Criterios de convergencia de series

Teorema. Si


n an converge, entoncesĺım
n→∞

an = 0.

De aquí se desprende un criterio muy útil para detectar cuándo una serie diverge.

Prueba del n-ésimo término. Si ĺım
n→∞

an �= 0, o si este límite no existe,

entonces la serie


n an es divergente.

Este criterio de divergencia establece que una condición suficiente para que una
serie


n an sea divergente es que la sucesión{an} de términos que la generan

diverja o no converja exactamente a0.

Ejemplos:

1.
∞�

n=1

n+ 1

n
diverge, ya queĺım

n→∞

n+ 1

n
= 1 �= 0.

2.
∞�

n=1

�
1− 2

n

�n

diverge, ya queĺım
n→∞

�
1− 2

n

�n

= e−2 �= 0.

3.
∞�

n=1

3n−1 diverge, ya queĺım
n→∞

3n−1 no existe (tiende a infinito).

4.
∞�

n=1

cosn diverge, ya queĺım
n→∞

cosn no existe (oscila entre−1 y 1).
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Los ejemplos 1 y 2 ilustran que, aunque la sucesión{an} sea convergente, la
serie


n an generada por{an} es divergente.

Por otra parte, nota que aunque la condiciónĺım
n→∞

an = 0 es una condición

necesaria para la convergencia de una serie


n an, ésta dista de ser una condición
suficiente, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo:

Analicemos la convergencia de la serie
∞�

n=1

1

n
. Esta serie se conoce como la

serie armónica, dada por

∞�

n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+ · · · .

La serie armónica está generada por la sucesiónan =
1

n
, que satisface

ĺım
n→∞

an = ĺım
n→∞

1

n
= 0.

A pesar de que la sucesión

�
1

n

�
converge a0, la serie armónica diverge, ya que

∞�

n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+

1

4� �� �
+

1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8� �� �
+

1

9
+ · · ·+ 1

16� �� �
+ · · ·

>
2

4
>

4

8
>

8

16

∴

∞�

n=1

1

n
> 1 +

1

2
+

1

2
+

1

2
+

1

2
+ · · · =∞.

Nota que ésta es una situación similar a la del caso de una integral impropia del
tipo

�∞
1
f(x)dx. Para que esta última converja es necesario queĺım

x→∞
f(x) = 0;

de lo contrario, la suma de contribuciones sería divergente. Sin embargo, esta
condición no garantiza que

�∞
1
f(x)dx sea finita, como sucede con la integral

�∞
1

1

x
dx, que diverge, aunqueĺım

x→∞

1

x
= 0.
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5.2 Criterios de convergencia de series

Resumimos los resultados anteriores de la siguiente manera:

ĺım
n→∞

an �= 0 ⇒
�

n

an diverge

ĺım
n→∞

an = 0 ⇒
�

n

an puede converger o diverger

Una vez verificada la condiciónĺım
n→∞

an = 0, existe una variedad de criterios que

nos permiten establecer la convergencia o divergencia de laserie


n an, como se
describe a continuación.

5.2.1 Pruebas para series de términos no negativos

La manera natural de estudiar la posible convergencia de unaserie
∞

n=1 an

consiste en analizar el comportamiento asintótico de la sucesión de sus sumas
parciales,

S1 = a1, S2 = a1 + a2, S3 = a1 + a2 + a3, . . . .

La serie
∞

n=1 an converge si y sólo si la sucesión{Sk} converge. Para estudiar la
convergencia de la sucesión{Sk}, resulta de particular interés considerar el "peor
escenario", que corresponde al caso de series de términos nonegativos,an ≥ 0. En
efecto, tomando en cuenta que

Sk = Sk−1 + ak,

si suponemos queak ≥ 0, entonces

Sk ≥ Sk−1.

Así, en este caso, las sumas parcialesS1, S2, S3, . . . constituyen una sucesión no
decreciente. Si logramos demostrar que esta sucesión está acotada superiormente,
por el teorema de las sucesiones no decrecientes, de la sección 4.1, podemos
concluir que la sucesión{Sk} converge, y por lo tanto converge la serie

∞
n=1 an.
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Teorema. Una serie
∞

n=1 an de términos no negativos,an ≥ 0, converge si y
sólo si sus sumas parcialesSk =

k
n=1 an están acotadas superiormente.

Nota que este teorema sólo establece la convergencia de la serie, pero no el
valor de su suma. Para determinar ese valor, no basta con demostrar que la sucesión
está acotada por arriba, sino que habría que determinar cuáles el límiteL de la
sucesión, que es su mínima cota superior.

De este teorema se desprenden una variedad de resultados correspondientes a
series


n an de términos no negativos,an ≥ 0, como se exponen a continuación.

Al respecto, primero presentamos las llamadaspruebas intrínsecas, que resultan
al analizar el comportamiento asintótico de los términos dela serie que se desea
estudiar. Posteriormente presentamos laspruebas extrínsecas, que complementan
a las anteriores, y que se basan en la comparación de los términos de la serie
estudiada con algún otro tipo de objeto (una integral u otra serie).

5.2.1.1 Pruebas intrínsecas para series de términos no negativos

Aquí presentamos dos pruebas intrínsecas para convergencia de series de
términos no negativos, laprueba del cocientey la prueba de la raíz,basadas ambas

en el comportamiento de la serie geométrica
∞�

n=0

an =
∞�

n=0

rn, que converge sólo si

|r| < 1. Es fácil ver que los elementos de esta última satisfacen las relaciones

an+1

an
=
rn+1

rn
= r y n

√
an = n

√
rn = r,

de modo que, en el casor > 0, la condición de convergencia,0 < r < 1, implica

an+1

an
< 1 y n

√
an < 1.
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5.2 Criterios de convergencia de series

Las pruebas que se describen a continuación establecen una condición de
convergencia similar, pero de manera asintótica (n→∞).

Prueba del cociente.Sea


n an una serie de términos positivos,an > 0, y
suponga que

ĺım
n→∞

an+1

an
= ρ.

a) Siρ < 1, entonces


n an converge.
b) Siρ > 1 o ρ es infinita, entonces


n an diverge.

c) Siρ = 1, entonces la prueba no es concluyente.

Ejemplos:

1. Determina la convergencia de
∞�

n=1

2n + 5

3n
.

En este caso,an =
2n + 5

3n
, an+1 =

2n+1 + 5

3n+1
. Como

ĺım
n→∞

an+1

an
= ĺım

n→∞



2n+1+5
3n+1

�

�
2n+5
3n

� =
1

3
ĺım

n→∞

2n+1 + 5

2n + 5
L
=

1

3
ĺım

n→∞

2n+1 ln 2

2n ln 2
=

2

3
< 1,

por lo tanto la serie
∞�

n=1

2n + 5

3n
converge (de hecho su suma es9/2, y no

ρ = 2/3).

2. Determina la convergencia de
∞�

n=0

2n

n!
.

En este caso,an =
2n

n!
, an+1 =

2n+1

(n+ 1)!
. Como

ĺım
n→∞

an+1

an
= ĺım

n→∞



2n+1

(n+1)!

�

�
2n

n!

� = 2 ĺım
n→∞

n!

(n+ 1)!
= 2 ĺım

n→∞

n!

(n+ 1) (n!)

= 2 ĺım
n→∞

1

n+ 1
= 0 < 1,

por lo tanto la serie
∞�

n=1

2n

n!
converge (su suma ese2, como mostraremos en el

tema de series de Taylor).
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3. Determina la convergencia de
∞�

n=1

(2n)!

n!n!
.

En este caso,an =
(2n)!

n!n!
, an+1 =

( 2(n+ 1) )!

(n+ 1)! (n+ 1)!
=

( 2n+ 2 )!

(n+ 1)! (n+ 1)!
.

Como

ĺım
n→∞

an+1

an

= ĺım
n→∞



( 2n+2 )!

(n+1)! (n+1)!

�



(2n)!
n!n!

�

= ĺım
n→∞

n!n! (2n+ 2)!

(n+ 1)! (n+ 1)! (2n)!

= ĺım
n→∞

n!n! (2n+ 2) (2n+ 1) (2n)!

(n+ 1) (n!) (n+ 1) (n!) (2n)!

= ĺım
n→∞

2 (n+ 1) (2n+ 1)

(n+ 1) (n+ 1)
= 2 ĺım

n→∞

2n+ 1

n+ 1
L
= 2 ĺım

n→∞

2

1
= 4,

por lo tanto la serie
∞�

n=1

(2n)!

n!n!
diverge.

4. Determina la convergencia de
∞�

n=1

4nn!n!

(2n)!
.

En este caso,an =
4nn!n!

(2n)!
, an+1 =

4n+1 (n+ 1)! (n+ 1)!

( 2n+ 2 )!
. Siguiendo pasos

similares a los del problema 3, se tiene,

ĺım
n→∞

an+1

an
= ĺım

n→∞



4n+1(n+1)! (n+1)!

( 2n+2 )!

�



4nn!n!
(2n)!

�

= ĺım
n→∞

4 (n+ 1) (n+ 1)

2 (n+ 1) (2n+ 1)
= ĺım

n→∞

2n+ 2

2n+ 1
L
= ĺım

n→∞
1 = 1,

de modo que la prueba no es concluyente, y tenemos que utilizar algún otro
criterio. Para esta serie en particular, es fácil ver que

an+1

an
=

2n+ 2

2n+ 1
=

(2n+ 1) + 1

2n+ 1
> 1.

Comoan+1 > an, por lo tanto la serie
∞�

n=1

4nn!n!

(2n)!
diverge.
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5.2 Criterios de convergencia de series

Prueba de la raízn-ésima. Sea


n an una serie de términos no negativos,
an ≥ 0, y suponga que

ĺım
n→∞

n
√
an = ρ.

a) Siρ < 1, entonces


n an converge.

b) Siρ > 1 o ρ es infinita, entonces


n an diverge.

c) Siρ = 1, entonces la prueba no es concluyente.

Ejemplos:

1. Determina la convergencia de
∞�

n=1

n2

2n
.

En este caso,an =
n2

2n
, de modo que

ĺım
n→∞

n
√
an = ĺım

n→∞
n

�
n2

2n
=

1

2
ĺım

n→∞
n2/n =

1

2



ĺım

n→∞
n1/n

�

ĺım

n→∞
n1/n

�
=

1

2
< 1,

en donde se ha utilizado uno de los límites de uso frecuente dela sección 4.1.

De esta manera, la serie
∞�

n=1

n2

2n
converge.

2. Determina la convergencia de
∞�

n=3

�
lnn

n

�n

.

En este caso,an =

�
lnn

n

�n

, de modo que

ĺım
n→∞

n
√
an = ĺım

n→∞
n

$�
lnn

n

�n

= ĺım
n→∞

lnn

n
= 0 < 1.

De esta manera, la serie
∞�

n=1

�
lnn

n

�n

converge.
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5.2.1.2 Pruebas extrínsecas para series de términos no negativos

Las pruebas extrínsecas se basan en la comparación de la serie bajo estudio
con algún otro objeto, ya sea una integral y otra serie, del cual nos consta su
convergencia o divergencia. Este tipo de pruebas presentanuna mayor dificultad
que las intrínsecas, porque requieren creatividad y un mayor conocimiento del
tema (¿contra qué otro objeto comparamos? ¿sabemos si este objeto converge o
no?).

Prueba de la integral. Sea{an} una sucesión decreciente de términos
positivos,an > 0. Seaf una función continua, positiva y decreciente dex, para
todax mayor o igual que un entero positivoN , tal quef(n) = an. Entonces la

serie
∞�

n=N

an y la integral
�∞

N
f(x) dx convergen ambas, o divergen ambas.

Ejemplo:

Determina la convergencia de la serie
∞�

n=1

1

n2
.

Primero identificamos la sucesión que la genera, como

an =
1

n2
,

y notamos que la sumatoria comienza enN = 1. La función continua
correspondiente es, entonces,

f(x) =
1

x2
,

conx ≥ 1. Es claro que la sucesión de sumas parciales de la serie,

S1 =
1

12
, S2 =

1

12
+

1

22
, S3 =

1

12
+

1

22
+

1

32
, . . . ,
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5.2 Criterios de convergencia de series

es no decreciente(Sk > Sk−1) . Para demostrar que está acotada por arriba
considera lak-ésima suma parcial,

Sk =
k�

n=1

1

n2
=

1

12
+

1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

k2
,

y exprésala en términos def, como

Sk = f(1) + f(2) + f(3) + · · ·+ f(k)
= 1 + f(2) + f(3) + · · ·+ f(k).

Como se muestra en la figura, cada términof(i), i = 2, 3, . . . , k, puede pensarse

como el área de un rectángulo con base∆i = 1 y alturaf(i) =
1

i2
.

Por construcción, los rectángulos están situados por debajo de la curva continua

y =
1

x2
, de modo que la suma de sus áreas es menor que el área bajo la curva entre

x = 1 y x = k, es decir,

f(2) + f(3) + · · ·+ f(k) <
� k

1

1

x2
dx.

A su vez, se tiene � k

1

1

x2
dx <

� ∞

1

1

x2
dx,

de modo que

f(2) + f(3) + · · ·+ f(k) <
� ∞

1

1

x2
dx.

De esta manera,

1 + f(2) + f(3) + · · ·+ f(k) < 1 +

� ∞

1

1

x2
dx,

es decir,

Sk < 1 +

� ∞

1

1

x2
dx.
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Como
�∞
1

1

x2
dx = 1, por lo tanto

Sk < 2,

de modo que la sucesión de sumas parcialesS1, S2, . . . está acotada por arriba. Por
el teorema de las sucesiones no decrecientes, la sucesión{Sk} converge y, por lo
tanto, existeĺım

k→∞
Sk. Por último, como

∞�

n=1

1

n2
= ĺım

k→∞
Sk

por lo tanto la serie
∞�

n=1

1

n2
converge. Nota que este resultado no establece que

la serie converge a2, sólo que ésta converge (a un valor menor que2). Con

esto hemos demostrado que la convergencia de la integral
� ∞

1

1

x2
dx implica la

convergencia de la serie
∞�

n=1

1

n2
.

La prueba de la integral resulta muy útil en los casos que se conoce la
convergencia o divergencia de la contraparte continua de laserie, dada por
la integral impropia

�∞
N
f(x) dx. Así, por ejemplo, podemos demostrar la

convergencia de la serie
∞�

n=1

ne−n simplemente demostrando la convergencia de la

integral
�∞
1
xe−x dx.

De esta prueba se desprende un caso particular de interés, que es el
correspondiente a las llamadasseries-p, dadas por

∞�

n=1

1

np
=

1

1p
+

1

2p
+

1

3p
+ · · · ,

con p ∈ R. La convergencia (divergencia) de estas series está dada porla

convergencia (divergencia) de las integrales
�∞
1

1

xp
dx, que estudiamos en la

sección 2.2. De los resultados ahí obtenidos, concluimos directamente que

∞�

n=1

1

np
→
�

converge, sip > 1
diverge, sip ≤ 1.

Este resultado será de gran utilidad a lo largo de esta sección.
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5.2 Criterios de convergencia de series

Por último, es muy importante que puedas distinguir una serie-p, tal como

∞�

n=1

1

n2
=

1

12
+

1

22
+

1

32
+

1

42
+ · · · ,

de una serie del tipo

∞�

n=1

1

2n
=

1

21
+

1

22
+

1

23
+

1

24
+ · · · ,

que es de la familia de las geométricas, conr = 1/2 (ésta no es exactamente una
serie geométrica, sino un múltiplo de ella, puesto que comienza en1/2 y no en1).

Prueba de la comparación directa.Sean{an} y {bn} tales que0 < an < bn,
para todonmayor o igual que un entero positivoN.

a) Si


n bn converge, entonces también converge


n an.

b) Si


n an diverge, entonces también diverge


n bn.

Esta prueba se utiliza de la siguiente manera. Te dan una serie de términos
positivos, y te piden determinar si ésta converge o no. De alguna u otra manera
tú "intuyes"la respuesta (¡difícil tarea!), y luego procedes a la demostración,
seleccionando uno de los dos incisos anteriores:

a) Utilizas este inciso cuando quieres demostrar que la serie converge. En
este caso, la serie dada juega el papel de


n an, de modo que debes exhibir una

segunda serie,


n bn, numéricamente mayor que la primera(an < bn), y que
tú sepas que converge. En otras palabras, tu lógica sería "siconverge la grande,
converge la chica".

b) Utilizas este inciso cuando quieres demostrar que la serie diverge. En este
caso, la serie dada juega el papel de


n bn, de modo que debes proporcionar una

segunda serie,


n an, numéricamente menor que la primera(an < bn), y que tú
sepas que diverge. En otras palabras, tu lógica sería "si diverge la chica, diverge la
grande".
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Ejemplos:

1. Analiza la convergencia de
∞�

n=1

1 + cosn

n2
.

Se "intuye"que la serie converge, ya que se parece a la serie
∞�

n=1

1

n2
, que

es convergente (serie-p, conp > 1). Para demostrarlo, podemos utilizar lo
siguiente:

−1 ≤ cosn ≤ 1
∴ 1 + cosn ≤ 2

∴
1 + cosn

n2
≤ 2

n2

∴

∞�

n=1

1 + cosn

n2
≤

∞�

n=1

2

n2

Como
1 + cosn

n2
≤ 2

n2
, para todon ≥ 1, y como2

∞�

n=1

1

n2
converge, por lo

tanto
∞�

n=1

1 + cosn

n2
converge.

2. Analiza la convergencia de
∞�

n=3

lnn

n
.

Se "intuye"que la serie diverge, ya que se parece a la serie
∞�

n=3

1

n
, que diverge

(serie armónica). Para demostrarlo, tomamos en cuenta que,para todon ≥ 3,

lnn ≥ 1

∴
lnn

n
≥ 1

n

∴

∞�

n=3

lnn

n
≥

∞�

n=3

1

n
.

Como
lnn

n
≥ 1

n
, para todon ≥ 3, y como

∞�

n=3

1

n
diverge, por lo tanto

∞�

n=3

lnn

n

diverge.

Ten cuidado de utilizar esta prueba de manera apropiada, para no obtener
resultados erróneos. Es decir, no puedes demostrar que una serie converge
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presentando una mayor que diverja (si diverge la grande, la chica puede o no
converger). Similarmente, no puedes demostrar que una serie diverge exhibiendo
una menor que converja (si converge la chica, la grande puedeo no diverger).

Prueba de la comparación de límites.Sean{an} y {bn} tales quean, bn > 0,
para todonmayor o igual que un entero positivoN.

a) Si ĺım
n→∞

an

bn
= c, conc ∈ R+, entonces


n an y


n bn convergen ambas o

divergen ambas.

b) Si ĺım
n→∞

an

bn
= 0 y


n bn converge, entonces


n an converge.

c) Si ĺım
n→∞

an

bn
=∞ y


n bn diverge, entonces


n an diverge.

Aquí no se comparan directamente dos series(


n an vs.


n bn) , sino más
bien las sucesiones{an} y {bn} que las generan. En particular, se analiza el

comportamiento asintóticoĺım
n→∞

an

bn
del cociente de sus términos, dando origen a

tres posibles casos:

a) Si el cociente se estabiliza en una tasa fijac > 0, las sucesiones tienden a
crecer o decrecer proporcionalmente. De esta manera, si unade las series converge
(diverge), entonces la otra también lo hará.

b) Si el cociente se anula, la sucesión en el denominador tiende a crecer
más rápido que la del numerador. Si aún así la serie generada por esta sucesión
converge, claramente deberá converger la serie generada por la sucesión en el
numerador.

c) Si el cociente crece indefinidamente, la sucesión en el denominador tiende
a crecer más lento que la del numerador. Si aún así la serie generada por esta
sucesión diverge, claramente deberá diverger la serie generada por la sucesión en
el numerador.

Esta prueba es particularmente útil para series generadas por funciones
racionales den, como lo muestran los ejemplos a continuación.
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Ejemplos:

1. Analiza la convergencia de
∞�

n=1

6n2 + 5n+ 8

2n5 + n− 1
.

La sucesión correspondiente a esta serie esan =
6n2 + 5n+ 8

2n5 + n− 1
. Como su

comportamiento dominante paran ≫ 1 es
6n2

2n5
, de modo que podemos elegir

bn =
3

n3
. Como

ĺım
n→∞

an

bn
= ĺım

n→∞

�
6n2 + 5n+ 8

2n5 + n− 1

�

�
3

n3

� = ĺım
n→∞

6n5 + 5n4 + 8n3

6n5 + 3n− 3
L
= 1,

y la serie
∞�

n=1

3

n3
generada porbn converge (serie-p, conp = 3), por lo tanto la

serie
∞�

n=1

6n2 + 5n+ 8

2n5 + n− 1
converge.

2. Analiza la convergencia de
∞�

n=1

2n+ 1

n2 + 2n+ 1
.

La sucesión correspondiente a esta serie esan =
2n+ 1

n2 + 2n+ 1
. Su

comportamiento dominante paran ≫ 1 es
2n

n2
, de modo que podemos elegir

bn =
2

n
. Como

ĺım
n→∞

an

bn
= ĺım

n→∞

�
2n+ 1

n2 + 2n+ 1

�

�
2

n

� = ĺım
n→∞

2n2 + n

2n2 + 4n+ 2
= 1,

y la serie
∞�

n=1

2

n
generada porbn diverge (múltiplo de la serie armónica), por lo

tanto la serie
∞�

n=1

2n+ 1

n2 + 2n+ 1
diverge.
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5.2 Criterios de convergencia de series

3. Analiza la convergencia de
∞�

n=1

lnn

n2
.

La sucesión correspondiente a esta serie esan =
lnn

n2
. Si elegimos la segunda

sucesión comobn =
1

n3/2
, se tiene

ĺım
n→∞

an

bn
= ĺım

n→∞

�
lnn

n2

�

�
1

n3/2

� = ĺım
n→∞

lnn

n1/2
L
= 0,

y como la serie
∞�

n=1

1

n3/2
generada porbn converge (serie-p, conp = 3/2), por

lo tanto la serie
∞�

n=1

lnn

n2
converge.

4. Analiza la convergencia de
∞�

n=1

lnn

n
.

La sucesión correspondiente a esta serie esan =
lnn

n
. Si elegimos la segunda

sucesión comobn =
1

n
se tiene

ĺım
n→∞

an

bn
= ĺım

n→∞

�
lnn

n

�

�
1

n

� = ĺım
n→∞

lnn =∞.

Como la serie armónica
∞�

n=1

1

n
generada porbn diverge, por lo tanto

∞�

n=1

lnn

n

diverge.

5.2.2 Pruebas de convergencia para series de términos con
signos diferentes

Las pruebas anteriores (extrínsecas e intrínsecas) tratansolamente con series
n an de términos no negativos, en donde todos los elementos se suman, no se

restan. Obviamente, esas pruebas se aplican también para series de términos no
positivos, factorizando el signo menos fuera de la sumatoria. Generalmente las
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series pueden poseer tanto términos positivos como negativos, por lo que resulta
útil estudiar algunos criterios de convergencia para ese caso.

Un criterio de convergencia para series con signos mezclados, que resulta
bastante intuitivo, establece que si una serie de términos no negativos


n |an|

converge, con mayor razón convergirá la serie asociada


n an, en la que algunos
de los términosan puedan tener signo negativo, disminuyendo el valor de la suma
infinita. Este es el contenido del siguiente teorema.

Teorema.Si


n |an| converge, entonces


n an converge.

Ejemplos:

1. Demuestra que
∞�

n=1

(−1)n+1 1

n2
converge.

Sabemos que
∞�

n=1

1

n2
converge, ya que es una serie-p, conp = 2. Por lo tanto,

∞�

n=1

(−1)n+1 1

n2
converge.

2. Demuestra que
∞�

n=1

cosn

n2
converge.

Primero mostramos que
∞�

n=1

|cosn|
n2

converge. Para ello, partimos del hecho que

|cosn| ≤ 1, de modo que
∞�

n=1

|cosn|
n2

≤
∞�

n=1

1

n2
. Como la serie

∞�

n=1

1

n2
converge,

por la prueba de la comparación directa concluímos que
∞�

n=1

|cosn|
n2

converge.

De esto último se sigue que
∞�

n=1

cosn

n2
converge.
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5.2 Criterios de convergencia de series

Considera ahora una serie de signos diferentes, tal como

∞�

n=1

(−1)n+1 1

n
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · ·

Es claro que en este caso no puede aplicarse el teorema anterior, ya que la serie de

los valores absolutos,
∞�

n=1

1

n
, diverge (serie armónica). Para casos como éste, existe

un criterio alternativo de convergencia, conocido como elteorema de Leibniz para
series alternantes, que trata con series de la forma

∞�

n=1

an =
∞�

n=1

(−1)n+1un = u1 − u2 + u3 − u4 + · · · ,

un > 0, en donde los términosan = (−1)n+1 1

n
van alternando signo, dependiendo

de quen sea par o impar.

Teorema de Leibniz para series alternantes.La serie
∞�

n=1

(−1)n+1un converge

si se satisfacen las siguientes tres condiciones:

i) un > 0, para todon ≥ 1,

ii)
un+1

un

≤ 1, para todonmayor o igual que algún entero positivoN ,

iii) ĺım
n→∞

un = 0.

La primera condición garantiza que efectivamente se trata de una serie de signos
alternantes, es decir, el signo de cada término proviene exclusivamente del factor
(−1)n+1. La segunda condición establece que la sucesión debe ser decreciente
(un+1 ≤ un) a partir de algún valorn = N. La última condición es simplemente la
prueba deln-ésimo término.
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Ejemplos:

1. Determina la convergencia de
∞�

n=1

(−1)n+1 1

n
, conocida como serie armónica

alternante.

La serie
∞�

n=1

(−1)n+1 1

n
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · · converge, ya que

i) un = 1
n
> 0, para todon ≥ 1,

ii)
un+1

un

=
n

n+ 1
≤ 1, para todon ≥ 1,

iii) ĺım
n→∞

un = ĺım
n→∞

1

n
= 0.

2. Determina la convergencia de
∞�

n=0

(−1)n 1

2n
.

La serie
∞�

n=0

(−1)n 1

2n
=

∞�

n=0

(−1

2
)n = 1− 1

2
+

1

4
− 1

8
+ · · · converge, ya que

se trata de una serie geométrica, con|r| =
""""−

1

2

"""" < 1. Esta misma conclusión

puede obtenerse a partir del teorema de Leibniz, puesto que

i) un =
1

2n
> 0, para todon ≥ 0,

ii)
un+1

un
=

1

2
≤ 1, para todon ≥ 0,

iii) ĺım
n→∞

un = ĺım
n→∞

1

2n
= 0.

3. Determina la convergencia de
∞�

n=1

(−1)n+1 1
n
√
n
.

La serie
∞�

n=1

(−1)n+1 1
n
√
n

diverge, puesto que no satisface la condición iii), o

prueba del n-ésimo término, es decir,ĺım
n→∞

un = ĺım
n→∞

1
n
√
n
= 1 �= 0.
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5.2.3 Convergencia condicional y convergencia absoluta

Definición. Se dice que una serie


n an converge condicionalmente, si ésta
converge, pero la correspondiente serie de valores absolutos,


n |an| , no

converge.

Ejemplos:

1. La serie
∞�

n=1

(−1)n+1 1

n
converge condicionalmente, ya que:

i)
∞�

n=1

(−1)n+1 1

n
converge (teorema de las series alternantes),

ii)
∞�

n=1

""""(−1)n+1 1

n

"""" =
∞�

n=1

1

n
diverge (serie armónica, o serie-p, conp = 1).

2. La serie
∞�

n=1

(−1)n+1 1√
n

converge condicionalmente, ya que:

i)
∞�

n=1

(−1)n+1 1√
n

converge (teorema de las series alternantes),

ii)
∞�

n=1

""""(−1)n+1 1√
n

"""" =
∞�

n=1

1√
n

diverge (serie-p, conp =
1

2
).

Definición.Una serie


n an esabsolutamente convergentesi la correspondiente
serie de valores absolutos,


n |an| , converge.

Ejemplos:

1. La serie
∞�

n=0

(−1)n 1

2n
converge absolutamente, ya que

∞�

n=0

""""(−1)
n 1

2n

"""" =
∞�

n=0

1

2n

converge (serie geométrica, conr =
1

2
< 1).

191



Capítulo 5 Series

2. La serie
∞�

n=1

(−1)n+1 1

n2
converge absolutamente, ya que

∞�

n=1

""""(−1)
n+1 1

n2

"""" =
∞�

n=1

1

n2

converge (serie-p, conp = 2).

Por último, cabe mencionar que la convergencia absoluta de una serie es
importante para garantizar que cualquier re-arreglo de términos en una serie infinita
no cambia el valor de esta suma, como se enuncia en el siguiente teorema.

Teorema de los re-arreglos. Si


n an converge absolutamente y si
b1, b2, b3, . . . es cualquier arreglo de la sucesióna1, a2, a3, . . . , entonces


n bn

converge absolutamente, y además


n bn =


n an.

Para comprender el significado de este teorema, primero notaque el valor de
una suma finitaes independiente de la manera en la que agrupes sus términos para
calcular su valor. Así, por ejemplo,

1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
=

�
1 +

1

3

�
+

�
1

2
+

1

4

�

=

�
1 +

1

4

�
+

�
1

2
+

1

3

�

= · · · = 25

12
.

En el caso de una suma infinitaesto no necesariamente es cierto, ya que el resultado
de un re-arreglo de sus términos puede darte un valor diferente para esta suma. Por
ejemplo, considera la serie

S =
∞�

n=1

(−1)n+1 1

n
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− · · · ,

que es una serie armónica alternante y, por lo tanto, converge. De hecho, es posible
demostrar que esta serie converge al valorS = ln 2. Sin embargo, si cambias el
orden de los términos puedes llegar a que la suma vale cualquier cosa. Por ejemplo,
si la escribes como

S =

�
1 +

1

3
+

1

5
+ · · ·

�
−
�
1

2
+

1

4
+

1

6
+ · · ·

�
,
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entoncesS diverge (cada paréntesis da una suma infinita), o bien escrita como

S = 1 +

�
−1

2
+

1

3
+

1

5

�
+

�
−1

4
+

1

7

�
+ · · ·

te da una suma igual a1. Esta inconsistencia se debe a que
∞�

n=1

(−1)n+1 1
n

no

converge absolutamente, sino tan sólo condicionalmente. En otras palabras, aunque
esta serie converge, y converge aln 2, como su convergencia no es absoluta,
cualquier re-arreglo de sus términos puede darte una suma diferente a ésta. Sólo
la convergencia absoluta de una serie garantiza que su valorsea invariante ante
cualquier re-arreglo de sus términos.

5.3 Series de funciones. Series de potencias

En las secciones anteriores estudiamos series de números,


n an, en donde el
valor al que converge la suma es un número,S. El objetivo aquí es extender el
concepto de serie al deserie de funciones,


n fn(x), de una variable realx, cuya

suma converge a una funciónf(x).

Para motivar el tema, considera que en lugar de tener una serie dada, tal como la

serie geométrica
∞�

n=0

�
1
5

�n
, ahora tienes una familia de series geométricas,

∞�

n=0

�
1

5

�n

,
∞�

n=0

�
−1

2

�n

,
∞�

n=0

3n, . . .

correspondientes a diferentes razones,1
5
,−1

2
, 3, ... Claramente, toda esta familia

puede representarse por la expresión
∞�

n=0

xn,

conx ∈ R. Una expresión de este tipo es un ejemplo de una serie de funciones,
generada por la sucesión de funcionesfn(x) = x

n. De acuerdo con los resultados
de la sección 5.1, sabemos que

∞�

n=0

xn =
1

1− x,

si |x| < 1, mientras que la suma diverge en otro caso. Decimos entonces que la
serie generada por la sucesión{xn} converge a la función

f(x) =
1

1− x,
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dentro del intervalo,−1 < x < 1, conocido como elintervalo de convergencia

de la serie. De acuerdo con esto, las series
∞�

n=0

�
1
5

�n
o

∞�

n=0

�
−1
2

�n
son valores

particulares de la funciónf(x), es decir,

∞�

n=0

�
1

5

�n

= f

�
1

5

�
=

1

1− 1
5

=
5

4
,

∞�

n=0

�
−1

2

�n

= f

�
−1

2

�
=

1

1−
�
−1
2

� =
2

3
,

parax ∈ (−1, 1). En otras palabras, las series numéricas que estudiamos en las
secciones 5.1 y 5.2 pueden considerarse como casos particulares de una serie de
funciones dex, que convergen a alguna funciónf(x) dentro de algún intervalo de
valores de la variablex.

Definición. Dada una sucesión{fn(x)} de funciones,fn : S ⊂ R → R, una
serie infinita de funcioneses una expresión de la forma

∞�

n=1

fn(x) = f1(x) + f2(x) + f3(x) + · · ·+ fk(x) + · · · .

Como un segundo ejemplo, considera la serie de funciones

∞�

n=0

(ln x)n = 1 + lnx+ (ln x)2 + (ln x)3 + · · · ,

generadas por la sucesiónfn(x) = (ln x)n , conx > 0, x �= 1. Al igual que en el
ejemplo anterior, nuevamente se trata de una serie geométrica, pero ahora la razón
de la serie esln x. Claramente,

∞�

n=0

(ln x)n =
1

1− ln x
, |ln x| < 1.

En otras palabras, la serie generada por la sucesión{(ln x)n} converge a la función

f(x) =
1

1− lnx
,

dentro del intervalo de convergenciae−1 < x < e.
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Como se ilustra en los ejemplos anteriores, cuando la serie
∞�

n=1

fn(x) converge,

ésta lo hace a una funciónf(x) enS. Desde el punto de vista formal, la función
f(x) se obtiene tomando el límitek →∞ de la sucesión de sus sumas parciales,

Sk(x) =
k�

n=1

fn(x).

Por otra parte, si la serie de los valores absolutos


n |fn(x)| converge para toda
x ∈ S se dice que


n fn(x) esabsolutamente convergenteenS. Si la sucesión

{Sk} de sumas parciales converge uniformemente af(x) enS, se dice que la serie
n fn(x) converge af(x) uniformementeenS. La convergencia uniforme de una

serie de funciones es muy importante, ya que nos permite garantizar resultados
tales como

�  ∞�

n=1

fn(x)

!

dx =
∞�

n=1

��
fn(x)dx

�

d

dx

 ∞�

n=1

fn(x)

!

=
∞�

n=1

�
dfn(x)

dx

�
,

que siempre se cumplen para sumas finitas, pero no necesariamente se verifican en
el caso de sumas infinitas.

Entre las series de funciones se destacan las llamadasseries de potencias, para
las que las funcionesfn son potencias dex, de la forma

fn(x) = cn(x− x0)n,

en dondex0 es una constante y los coeficientescn sólo pueden depender den, pero
no de la variable realx.

Definición. Una serie de potencias de la variablex alrededor dex = x0 es una
expresión de la forma

∞�

n=0

cn(x− x0)n = c0 + c1(x− x0) + c2(x− x0)2 + c3(x− x0)3 + · · · ,

en dondex es una variable real,x0 es una constante y los coeficientescn son
números que sólo dependen del índice de la sumatoria,n.

Cabe señalar que el índice de la sumatoria de una serie de potencias no
necesariamente debe iniciar enn = 0, sino en algún otro entero positivo. Los
siguientes ejemplos ilustran diferentes series de potencias.
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Ejemplos:

1.
∞�

n=0

xn = 1 + x + x2 + x3 + · · · es una serie de potencias alrededor del origen

(x0 = 0), concn = 1, para todon ≥ 0.

2.
∞�

n=0

�
n

n+ 2

�
xn =

1

3
x+

2

4
x2 +

3

5
x3 + · · · es una serie de potencias alrededor

del origen, concn =

�
n

n+ 2

�
, para todon ≥ 0.

3.
∞�

n=1

(−1)n+1 x
n

n
= x − x

2

2
+
x3

3
− · · · es una serie de potencias alrededor del

origen, concn =
(−1)n+1

n
, para todon ≥ 1.

4.
∞�

n=0

(1− x
2
)n =

∞�

n=0

(−1

2
)n(x− 2)n = 1− 1

2
(x− 2) +

1

22
(x− 2)2 − · · · es una

serie de potencias alrededor dex0 = 2, concn = (−1

2
)n, para todon ≥ 0.

5.
∞�

n=0

(x+ 1)n

n!
= 1 + (x + 1) +

(x+ 1)2

2!
+

(x+ 1)3

3!
+ · · · es una serie de

potencias alrededor dex0 = −1, concn =
1

n!
, para todon ≥ 0.

6.
∞�

n=1

(−1)n+1 (x+ 3)n

n 2n
=

(x+ 3)

2
− (x+ 3)2

2 (22)
+

(x+ 3)3

3 (23)
− · · · es una serie de

potencias alrededor dex0 = −3, concn =
(−1)n+1

n 2n
, para todon ≥ 1.

Hemos comentado ya que cuando una serie de potencias


n cn(x − x0)n

converge ésta lo hace a una funciónf(x), es decir,

∞�

n=0

cn(x− x0)n = f(x),

dentro de algún intervalo de valores dex. Por lo general, es muy difícil determinar
la funciónf(x) a la que converge una serie de potencias, por lo que aquí nos
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conformaremos con determinar el intervalo de convergenciade la serie. Para ello,
nota que la serie

∞�

n=0

cn(x− x0)n = c0 + c1(x− x0) + c2(x− x0)2 + c3(x− x0)3 + · · ·

siempre converge enx = x0, con

∞�

n=0

cn(x− x0)n

"""""
x=x0

= c0.

La pregunta interesante es, entonces, para qué otros valores dex converge la
serie. A continuación proporcionamos una prueba para determinar el intervalo de
convergencia de una serie de potencias.

Prueba de la convergencia para la serie de potencias


n cn(x− x0)n.

1. Se utiliza la prueba del cociente, o la prueba de la raízn-ésima, para encontrar
el intervalo de valores dex en donde la serie converge absolutamente. Es decir,
se analiza la convergencia de la serie correspondientes de valores absolutos,
∞�

n=0

|cn(x− x0)n| , obteniéndose típicamente un intervalo abierto, de la forma

|x− x0| < R, en dondeR es el radio de convergencia alrededor dex = x0.

2. Si el intervalo de convergencia absoluta es finito,|x− x0| < R, se analiza
entonces la convergencia de la serie numérica obtenida al evaluar la serie de
potencias en los puntos extremos,x = x0 ± R. Para ello, se utiliza alguna de las
pruebas intrínsecas, extrínsecas, o de series alternantes, correspondientes a series
de números.

3. Por último, la serie diverge para|x− x0| > R.

Ejemplos:

1. Determina el intervalo y radio de convergencia de la serie
∞�

n=1

(−1)n+1x
n

n
.

La serie
∞�

n=1

(−1)n+1x
n

n
= x− x

2

2
+
x3

3
− x

4

4
+ . . .
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es de la forma
∞�

n=1

an(x), conan(x) = (−1)n+1x
n

n
. La serie correspondiente de

valores absolutos es
∞�

n=1

|an(x)| , con

|an(x)| =
""""(−1)

n+1x
n

n

"""" =
""""
xn

n

"""" =
|x|n
n
.

Para esta serie podemos aplicar la prueba de la raízn-ésima, ĺım
n→∞

n
	
|an(x)| = ρ,

imponiendo convergencia(ρ < 1), es decir,

ĺım
n→∞

n
	
|an(x)| = ĺım

n→∞
n

�
|x|n
n

= |x| ĺım
n→∞

1
n
√
n
= |x| < 1,

en donde se utilizó queĺım
n→∞

n
√
n = 1. La desigualdad|x| < 1 implica que el

intervalo de convergencia absoluta alrededor dex0 = 0 es−1 < x < 1, con
un radio de convergenciaR = 1. Por último, se analiza la convergencia en los
puntos extremos. La serie correspondiente ax = −1 es

(−1)− (−1)2
2

+
(−1)3
3

− (−1)4
4

+ . . . = −(1 + 1

2
+

1

3
+

1

4
+ . . .),

que diverge (negativo de la serie armónica). Por otra parte,la serie
correspondiente ax = 1 es

(1)− (1)2

2
+

(1)3

3
− (1)4

4
+ . . . = 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ . . . ,

que converge (serie armónica alternante). Concluimos que
∞�

n=1

(−1)n+1x
n

n

converge en el intervalo
−1 < x ≤ 1.

2. Determina el intervalo y radio de convergencia de la serie
∞�

n=0

(−1)n (x− 3)n

2n
.

Nota que se trata de una serie geométrica. Para esta serie, dada por
∞�

n=0

(−1)n (x− 3)n

2n
= 1− (x− 3)

2
+

(x− 3)2

22
− (x− 3)3

23
+ . . .

se tienean(x) = (−1)n (x− 3)n

2n
. Los términos de la serie correspondiente de

valores absolutos son

|an(x)| =
""""(−1)

n (x− 3)n

2n

"""" =
""""
(x− 3)n

2n

"""" =
|x− 3|n

2n
.
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Imponiendo convergencia(ρ < 1) en la prueba de la raízn-ésima se obtiene

ĺım
n→∞

n
	
|an(x)| = ĺım

n→∞
n

�
|x− 3|n

2n
=

1

2
ĺım

n→∞
|x− 3| = 1

2
|x− 3| < 1.

La desigualdad1
2
|x− 3| < 1 implica que el intervalo de convergencia absoluta

alrededor dex0 = 3 es1 < x < 5, con un radio de convergenciaR = 2. Por
último, la serie correspondiente ax = 1 es

1− (1− 3)

2
+

(1− 3)2

22
− (1− 3)3

23
+ . . . = 1 + 1 + 1 + 1 + . . . ,

que diverge, y la serie correspondiente ax = 5 es

1− (5− 3)

2
+

(5− 3)2

22
− (5− 3)3

23
+ . . . = 1− 1 + 1− 1 + . . . ,

que también diverge. Concluimos que
∞�

n=0

(−1)n (x− 3)n

2n
converge en el

intervalo
1 < x < 5.

3. Determina el intervalo y radio de convergencia de la serie
∞�

n=0

xn

n!
.

Para la serie ∞�

n=0

xn

n!
= 1 + x+

x2

2!
+
x3

3!
+ . . .

se tienean(x) =
xn

n!
, de modo que conviene utilizar la prueba del cociente,

n-ésima, ĺım
n→∞

""""
an+1

an

"""" = ρ. En este caso,

ĺım
n→∞

""""
an+1

an

"""" = ĺım
n→∞

""""
xn+1n!

(n+ 1)!xn

"""" = |x| ĺımn→∞

""""
n!

(n+ 1)n!

"""" = |x| ĺımn→∞

1

n+ 1
= 0 < 1

de modo que
∞�

n=0

xn

n!
converge para todox ∈ R, con radio de convergencia

infinito.

4. Determina el intervalo y radio de convergencia de la serie
∞�

n=0

n!(x+ 5)n.

Para la serie
∞�

n=0

n!(x+ 5)n = 1 + (x+ 5) + 2! (x+ 5)2 + 3! (x+ 5)3 + . . .
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se tienean(x) = n!(x+ 5)n. Utilizando la prueba del cociente se tiene

ĺım
n→∞

""""
an+1

an

"""" = ĺım
n→∞

""""
(n+ 1)!(x+ 5)n+1

n!(x+ 5)n

"""" = |x+ 5| ĺım
n→∞

(n+1) =

�
0, si x = −5

diverge, six �= −5 .

Concluimos que la serie
∞�

n=0

n!(x + 5)nconverge sólo enx = −5, con radio de

convergencia0.

5.4 Series de Taylor para funciones de una y varias variables

En esta sección veremos bajo qué condiciones una funciónf(x) genera una serie
de potencias


n cn(x−x0)n alrededor de un puntox0 de su dominio. Supongamos

que esto es posible, y escribimosf como

f(x) =
∞�

n=0

cn(x−x0)n = c0+ c1(x−x0)+ c2(x−x0)2+ · · ·+ ck(x−x0)k + · · · .

Para determinar los coeficientescn tomamos en cuenta que

f ′(x) = c1 + 2c2(x− x0) + 3c3(x− x0)2 + 4c4(x− x0)3 + · · · ,
f ′′(x) = 2c2 + 3 · 2c3(x− x0) + 4 · 3c4(x− x0)2 + · · · ,
f ′′′(x) = 3 · 2c3 + 4 · 3 · 2c4(x− x0) + · · · ,
f IV (x) = 4 · 3 · 2c4 + · · · ,

· · ·
Al evaluarf y sus derivadasf (k) enx = x0 se obtiene

f(x0) = c0, f
′(x0) = c1, f

′′(x0) = 2c2, f
′′′(x0) = 3 ·2c3, . . . , f (k)(x0) = k!ck,

de modo que los coeficientesck están dados por

ck =
f (k)(x0)

k!
.

La serie de potencias correspondiente es

f(x) = f(x0)+f
′(x0)(x−x0)+

f ′′(x0)

2!
(x−x0)2+ · · ·+

f (k)(x0)

k!
(x−x0)k+ · · · ,

y a este tipo de series se le conoce como unaserie de Taylor.
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5.4 Series de Taylor para funciones de una y varias variables

Definición. Seaf(x) una función con derivadas de todos los órdenes en
algún intervalo que contenga al puntox0 como punto interior. Laserie de Taylor
generada porf alrededor dex = x0 es
∞�

n=0

f (n)(x0)

n!
(x−x0)n = f(x0)+f

′(x0)(x−x0)+
f ′′(x0)

2!
(x−x0)2+

f ′′′(x0)

3!
(x−x0)3+· · · ,

en dondef (n)(x0) denota lan-ésima derivada de la funciónf con respecto a la
variablex, evaluada enx = x0. La serie de Taylor generada porf enx0 = 0 se
denominaserie de Maclaurin.

Así, para desarrollar una funciónf en una serie de potencias alrededor de un
centrox = x0 se necesita que existan las derivadasf (n)(x0) de todos los órdenes
evaluadas enx0, y en ese caso, los coeficientescn de la serie de potencias generada
están dados porcn = f (n)(x0)/n!.

Por ejemplo, vamos a encontrar la serie de Taylor generada por f(x) = 1/x
alrededor dex0 = 3. En este caso, la serie de Taylor correspondiente es una
expresión de la forma
∞�

n=0

f (n)(3)

n!
(x−3)n = f(3)+f ′(3)(x−3)+

f ′′(3)

2!
(x−3)2+

f ′′′(3)

3!
(x−3)3+· · · ,

conf (n)(3) la n-ésima derivada de la funciónf evaluada enx = 3. Como

f(x) =
1

x
→ f(3) =

1

3
,

f ′(x) = − 1

x2
→ f ′(3) = − 1

32
,

f ′′(x) =
2

x3
→ f ′′(3) =

2

33
,

f ′′′(x) = −2 · 3
x4

→ f ′′′(3) = −2 · 3
34
,

· · ·
es claro entonces que

f (n)(3) = (−1)n n!

3n+1
,

para todon ≥ 0, de modo que

f (n)(3)

n!
= (−1)n 1

3n+1
.
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Así, la serie de Taylor generada porf(x) = 1/x alrededor dex0 = 3 es

∞�

n=0

(−1)n (x− 3)n

3n+1
=

1

3
− (x− 3)

32
+

(x− 3)2

33
− (x− 3)3

34
+ · · · .

Para esta serie particular es fácil determinar su intervalode convergencia, ya que

se trata de un múltiplo de una serie geométrica, cuya razón esr = −
�
x− 3

3

�
.

A partir de la condición

""""−
�
x− 3

3

�"""" < 1, obtenemos que el intervalo de

convergencia es0 < x < 6, con un radio de convergenciaR = 3 alrededor de
x0 = 3.

A partir de una serie de Taylor es posible definir polinomiosP0(x), P1(x), P2(x), . . . ,
de orden0, 1, 2, , . . . simplemente truncando la serie a ese orden, como se define a
continuación.

Definición. Seaf una función con derivadas de ordenk parak = 1, 2, . . . , n
en algún intervalo que contengax0 como punto interior. Entonces elpolinomio de
Taylor de ordenn generado porf alrededor dex = x0 es el polinomio

Pn(x) = f(x0) + f
′(x0)(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 + · · ·+

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n.

Nota que el polinomio de TaylorP1(x) de orden1,

P1(x) = f(x0) + f
′(x0)(x− x0),

es precisamente lalinearizaciónL(x) def(x) alrededor dex0, que representa
la ecuación de la recta tangente af en el punto(x0, f(x0)). Por otra parte, el
polinomio de TaylorP2(x) de orden2,

P2(x) = f(x0) + f
′(x0)(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)2,

se conoce como laaproximación cuadrática, ya que aproxima localmente a la
funciónf por una parábola, de donde se originan las condiciones suficientes de
segundo orden para definir la concavidad o convexidad def enx0.
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Ejemplos:

1. Encuentra la serie de Taylor generada porf(x) = ex alrededor dex0 = 0, así
como los polinomios de TaylorP0(x), P1(x) y P2(x), correspondientes. Ilustra
tus resultados gráficamente.

La serie de Taylor alrededor dex0 = 0 está dada por

∞�

n=0

f (n)(0)

n!
xn = f(0) + f ′(0)x+

f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(0)

3!
x3 + · · · .

Como
f(x) = f ′(x) = f ′′(x) = . . . = ex ,

por lo tanto, para todon ≥ 0,

f (n)(0) = 1.

De esta manera, la serie de Taylor def(x) = ex alrededor dex0 = 0 es

∞�

n=0

1

n!
xn = 1 + x+

x2

2!
+
x3

3!
+
x4

4!
+ · · · .

En particular, nota que parax = 1 esta serie converge al númeroe, es decir,

∞�

n=0

1

n!
= 1 + 1 +

1

2!
+

1

3!
+

1

4!
+ · · · = 2,718281828 . . . = e.

Por último, los polinomios de TaylorP0(x), P1(x), P2(x), correspondientes son
las funciones

P0(x) = 1, P1(x) = 1 + x, P2(x) = 1 + x+
x2

2!
.
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2. La distribución de probabilidad de Poisson está dada porp(y) = λy

y!
e−λ.

Demuestra que
∞

y=0 p(y) = 1.
Se tiene

∞�

y=0

p(y) =
∞�

y=0

λy

y!
e−λ = e−λ

∞�

y=0

λy

y!
= e−λeλ = 1.

3. Encuentra la serie de Taylor generada porf(x) = e−2x
2

alrededor dex0 = 0, así
como el polinomio de Taylor de orden 2,P2(x), correspondiente.
Aquí conviene aprovechar los resultados del ejercicio 1, adaptando las
expresiones obtenidas mediante la sustitución

x −→ −2x2.
En ese caso, la serie de Taylor def(x) = e−2x

2
alrededor dex0 = 0 es

∞�

n=0

1

n!

�
−2x2

�n
= 1 +

�
−2x2

�
+

(−2x2)2

2!
+

(−2x2)3

3!
+

(−2x2)4

4!
+ · · · .

Así, el polinomio de TaylorP2(x) correspondiente es

P2(x) = 1− 2x2 + 2x4.

4. Encuentra la serie de Taylor generada porf(x) = ln x alrededor dex0 = 1, así
como el polinomio de TaylorP2(x) correspondiente.

La serie de Taylor alrededor dex0 = 1 está dada por
∞�

n=0

f (n)(1)

n!
(x−1)n = f(1)+f ′(1)(x−1)+

f ′′(1)

2!
(x−1)2+

f ′′′(1)

3!
(x−1)3+· · · .

Como

f(x) = ln x → f(1) = 0,

f ′(x) =
1

x
→ f ′(1) = 1,

f ′′(x) = − 1

x2
→ f ′′(1) = −1,

f ′′′(x) =
2

x3
→ f ′′′(1) = 2,

f IV (x) = −2 · 3
x4

→ f IV (1) = −2 · 3,
· · ·

por lo tanto,

f(1) = 0,

f (n)(1) = (−1)n+1(n− 1)!, n ≥ 1.
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De este modo, paran ≥ 1 se tiene

f (n)(1)

n!
=

(−1)n+1(n− 1)!

n!
=

(−1)n+1

n
.

Así, la serie de Taylor def(x) = lnx alrededor dex0 = 1 es
∞�

n=1

(−1)n+1

n
(x− 1)n = (x− 1)− (x− 1)2

2
+

(x− 1)3

3
− (x− 1)4

4
+ · · ·

El polinomio de TaylorP2(x) de orden 2 es la función cuadrática

P2(x) = (x− 1)− (x− 1)2

2
.

5. Se deja como ejercicio para el lector demostrar que, alrededor dex0 = 0, la
serie de Taylor generada por la funciónf1(x) = cosx es

1− x
2

2!
+
x4

4!
− x

6

6!
+
x8

8!
− · · · ,

y la serie de Taylor generada por la funciónf2(x) =senx es

x− x
3

3!
+
x5

5!
− x

7

7!
+
x9

9!
− · · · .

Así, por ejemplo, los polinomios de Taylor correspondientes de orden 3 son las

funciones1− x
2

2!
y x− x

3

3!
, respectivamente.

Hemos visto ya cómo una función infinitamente diferenciablef(x) puede
generar una serie de potencias de la forma


n cn(x − x0)n. El hecho de que

la pueda generar, no significa por lo general que la serie obtenida converja a la
función que la originó, es decir, no necesariamente se cumple la igualdad

∞�

n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n = f(x).

Esto último es posible si se satisfacen las condiciones que se describen a
continuación.

Teorema de Taylor. Si f y sus primerasn derivadasf ′, f ′′, . . . , f (n) son
continuas en el intervalo cerrado entre los puntosa y b, y si f (n) es diferenciable
en el intervalo abierto entrea y b, entonces existe un númeroc entrea y b tal que

f(b) = f(a)+f ′(a)(b−a)+f
′′(a)

2!
(b−a)2+· · ·+f

(n)(a)

n!
(b−a)n+

f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(b−a)n+1.
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Este teorema es una generalización del Teorema del Valor Medio,

f(b) = f(a) + f ′(c)(b− a),
que estudiaste en tu curso de Cálculo Diferencial. A partir de él es posible
establecer las condiciones bajo las cuales una serie de Taylor converge a la función
que la generó. Para ello, es conveniente escribirlo en una forma alternativa,
considerando ab como la variable independientex e identificandoa = x0, lo que
da origen a la siguiente fórmula.

Fórmula de Taylor. Si f tiene derivadas de todos los órdenes en un intervalo
abiertoI que contiene ax0, entonces, para cadan ∈ Z+ y para cadax ∈ I,

f(x) = Pn(x) +Rn(x),

dondeRn(x) es elresiduo de ordenn, o término de error,para la aproximación de
la funciónf(x) por el polinomioPn(x) sobre el intervaloI, dado por

Rn(x) =
f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1,

para algunac entrex0 y x.

De esta fórmula se sigue que la serie de Taylor generada por una funciónf
alrededor dex0 converge a la funciónf enI sólo si

Rn(x)→ 0

cuandon → ∞, para todax ∈ I. Asimismo, la expresión correspondiente a
este residuo establece que existe un valorc entrex0 y x que juega el papel de
representante de toda la infinidad de términos que han sido excluídos al truncar la
serie a un orden finiton, es decir,

f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1 =

f (n+1)(x0)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1 +

f (n+2)(x0)

(n+ 2)!
(x− x0)n+2 + · · · .

La fórmula de Taylor te garantiza su existencia, pero no su valor. Sin embargo, con
frecuencia es posible estimarRn sin conocer el valor dec, como se muestra en los
siguientes ejemplos.
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Ejemplos:

1. Utiliza la fórmula de Taylor para estimar el error cometido al aproximar el valor
dee a partir del desarrollo de Taylor deex a orden4.

El polinomio de TaylorP4(x) de orden4 generado porf(x) = ex alrededor de
x0 = 0 está dado por

ex ≃ P4(x) = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+
x4

4!
,

y el error correspondiente (tomandox0 = 0) es

R4(x) =
fV (c)

(4 + 1)!
(x− 0)4+1 =

ec

5!
x5,

para algunac entrex0 = 0 y x. A orden 4, el valor aproximado dee se obtiene
evaluandoP4 enx = 1, a saber,

e ≃ P4(1) = 1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
+

1

4!
= 2.70833 ,

con un error dado por

R4(1) =
ec

5!
,

para algunac entrex0 = 0 y 1. Comoex crece monótonamente, se tiene

e0 ≤ ec ≤ e1,
de modo que

1

5!
≤ e

c

5!
≤ e

5!
y, por tanto,

1

5!
≤ R4(1) ≤

e

5!

Concluimos que el error cometido es, a lo más,
e

5!
= 0.0226 .

2. Utiliza la fórmula de Taylor para determinar el númeron de términos que es
necesario conservar para calculare con un error menor que10−6.

Partimos de la fórmula de Taylor paraex conx = 1,

e = Pn(1) +Rn(1),

y buscamos el valor den tal que satisfaga la condición

Rn(1) < 10−6.
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Sabemos que, a ordenn, el error está dado por

Rn(1) =
ec

(n+ 1)!
,

con0 ≤ c ≤ 1. Así, el error más grande ocurre enc = 1, de modo que

e

(n+ 1)!
< 10−6,

lo cual ocurre sin ≥ 9. Concluimos que una aproximación de orden9 es
suficiente para garantizar que el error cometido sea menor que10−6. En efecto,
a este orden,

e ≃ 1 + 1 +
1

2!
+ · · ·+ 1

9!
= 2.718281526,

que difiere del valor exacto,e = 2.718281828, en el séptimo dígito.

3. Utiliza el polinomio de Taylor de orden 1 para calcular
� 0.3

0
ex2dx.

Para valores dex cercanos ax0 = 0 se tiene

ex ≃ P1(x) = 1 + x,

de modo que
ex2 ≃ 1 + x2.

Por lo tanto,
� 0.3

0

ex2dx ≃
� 0.3

0

(1 + x2) dx =

�
x+

x3

3

�0.3

0

= 0.309 .

Nota que esta aproximación es bastante razonable, tomando en cuenta que� 0.3

0
ex2dx = 0.30925 .

Teorema de la estimación del residuo.Si existe una constante positivaM
tal que

""f (n+1)(t)
"" ≤ M para todat entrex y x0 inclusive, el residuoRn(x) de la

fórmula de Taylor satisface la desigualdad

|Rn(x)| ≤M
|x− x0|n+1
(n+ 1)!

.

Si esta condición se cumple para todon y si f satisface todas las demás
condiciones del teorema de Taylor, entonces la serie converge af(x). De acuerdo
con este teorema, la serie de Taylor converge a la funciónf que la generó si,
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5.4 Series de Taylor para funciones de una y varias variables

además de satisfacerse las condiciones del teorema de Taylor, la derivada de orden
n+ 1 está acotada, es decir,

""f (n+1)(t)
"" ≤M , para todat entrex y x0.

Por último, el desarrollo en series de Taylor también es válido para funciones
de varias variables. Aquí discutiremos muy brevemente el concepto de series
de Taylor para funcionesz = f(x, y) de dos variables (para una discusión más
detallada, ver el texto de Thomas-Finney).

Definición. Seaf una función con derivadas parciales de todos los órdenes
en algún intervalo que contenga al punto(x0, y0) como punto interior. Laserie de
Taylor generada porf alrededor de(x, y) = (x0, y0) es

f(x0, y0) + f x(x0, y0)(x− x0) + f y(x0, y0)(y − y0)

+
1

2!

�
f xx(x0, y0)(x− x0)2 + 2f xy(x0, y0)(x− x0)(y − y0) + f yy(x0, y0)(y − y0)2

�

+ · · ·+ 1

k!

�
(x− x0)

∂

∂x
+ (y − y0)

∂

∂y

�k

f

"""""
(x0,y0)

+ · · · .

Aquí la notación
%
(x− x0) ∂

∂x
+ (y − y0) ∂

∂y

&k

f

""""
(x0,y0)

significa aplicark veces

el operador
%
(x− x0) ∂

∂x
+ (y − y0) ∂

∂y

&
a la funciónf , y posteriormente evaluar

las derivadas parciales correspondientes de ordenk en el punto(x0, y0).

El polinomio de TaylorP1(x, y) de orden 1, oaproximación lineal,
correspondiente es la función

P1(x, y) = f(x0, y0) + f x(x0, y0)(x− x0) + f y(x0, y0)(y − y0),
conocida como lalinealizacióndef en ese punto, que representa la ecuación
del plano tangente a la superficiez = f(x, y) en el punto(x0, y0, f(x0, y0)).
Introduciendo notación vectorial, este polinomio puede escribirse como

P1(
−→x ) = f(−→x 0) +∇f(−→x 0)T (−→x −−→x 0) ,

donde−→x y −→x 0 son los vectores columna

−→x =

�
x
y

�
, −→x 0 =

�
x0
y0

�
,
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( )T denota el vector transpuesto y∇f(−→x 0) es el vector gradiente def en el punto
(x0, y0). Asimismo, el polinomio de TaylorP2(x, y) de orden 2, oaproximación
cuadrática,está dado por

P2(x, y) = f(x0, y0) + f x(x0, y0)(x− x0) + f y(x0, y0)(y − y0)

+
1

2!

�
f xx(x0, y0)(x− x0)2 + 2f xy(x0, y0)(x− x0)(y − y0) + f yy(x0, y0)(y − y0)2

�
,

y representa la ecuación del paraboloide que es tangente a lasuperfice en ese punto
y posee su misma concavidad. En notación compacta, se tiene

P2(
−→x ) = f(−→x 0) +∇f(−→x 0)T (−→x −−→x 0) +

1

2!
(−→x −−→x 0)T

H(−→x 0) (−→x −−→x 0) ,
con

H(−→x 0) =
 
f xx(x0, y0) f xy(x0, y0)

f xy(x0, y0) f yy(x0, y0)

!

la matriz hessiana def en el punto(x0, y0).Omitimos aquí los polinomiosPn(x, y)
de ordenn ≥ 3, por carecer éstos de interés práctico.

Ejemplos:

1. EncuentraP2(x, y) paraf(x, y) = e2x−y alrededor de(x0, y0) = (0, 0).

Como el polinomioP2(x, y) alrededor de(x0, y0) = (0, 0) es

P2(x, y) = f(0, 0)+f x(0, 0)x+f y(0, 0)y+
1

2!

�
f xx(0, 0)x

2 + 2f xy(0, 0)xy + f yy(0, 0)y
2
�
,

con

f(x, y) = e2x−y → f(0, 0) = 1,

fx(x, y) = 2e2x−y → fx(0, 0) = 2,

fy(x, y) = −e2x−y → fy(0, 0) = −1,
fxx(x, y) = 4e2x−y → fxx(0, 0) = 4,

fxy(x, y) = −2e2x−y → fxy(0, 0) = −2,
fyy(x, y) = e2x−y → fyy(0, 0) = 1

por lo tanto,

P2(x, y) = 1 + 2x− y + 1

2!

�
4x2 − 4xy + y2

�
.
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2. EncuentraP2(x, y) paraf(x, y) = y3ex+2 alrededor de(x0, y0) = (−2, 1).
Como el polinomioP2(x, y) alrededor de(x0, y0) = (−2, 1) es

P2(x, y) = f(−2, 1) + f x(−2, 1)(x+ 2) + f y(−2, 1)(y − 1)

+
1

2!

�
f xx(−2, 1)(x+ 2)2 + 2f xy(−2, 1)(x+ 2)(y − 1) + f yy(−2, 1)(y − 1)2

�
,

con

f(x, y) = y3ex+2 → f(−2, 1) = 1,

fx(x, y) = y3ex+2 → fx(−2, 1) = 1,

fy(x, y) = 3y2ex+2 → fy(−2, 1) = 3,

fxx(x, y) = y3ex+2 → fxx(−2, 1) = 1,

fxy(x, y) = 3y2ex+2 → fxy(−2, 1) = 3,

fyy(x, y) = 6yex+2 → fyy(−2, 1) = 6,

por lo tanto,

P2(x, y) = 1+ (x+2)+3(y− 1)+
1

2!

�
(x+ 2)2 + 6(x+ 2)(y − 1) + 6(y − 1)2

�
.
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