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INTRODUCCION

Este documento constituye un material de apoyo para el curso de
Célculo II para las carreras de Economfa y Direccién Financiera en el
ITAM. Contiene una recopilaciéon de ejercicios y aplicaciones, que com-
plementan el documento de trabajo Cdlculo II, Notas de Clase, Lorena
Zogaib, Departamento de Matemadticas, ITAM, agosto 1 de 2016.

Gran parte de estos ejercicios fueron tomados de la bibliografia del
curso, asi como del material utilizado por otros profesores, muy especial-
mente de mis queridos colegas Carmen Loépez y Guillermo Pastor. La
secuencia de los temas obedece al orden del temario vigente, por lo que
se espera que el estudiante avance en las tareas a medida que se vaya
cubriendo en clase el material correspondiente.

Con el fin de que el estudiante pueda verificar sus resultados, pongo
a su disposicién mis soluciones a estos ejercicios, que estan publicadas en
el documento de trabajo Cdlculo II, Cuaderno de Fjercicios, Soluciones,
Lorena Zogaib, Departamento de Matematicas, ITAM, agosto 1 de 2016.
Recomiendo ampliamente al lector consultar las soluciones sélo después
de haber intentado resolver los ejercicios por si mismo.

Para la elaboracién de este documento conté con la colaboracién
de Alejandro Arriaga Vargas, que en ese momento era estudiante de
Economia en el ITAM. Alejandro realizé una transcripcion del texto en
Word a su versién actual en Scientific WorkPlace.

Agradezco de antemano sus comentarios y correcciones en relacién
con este material.

Lorena Zogaib
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CALCULO II
TAREA DE PRERREQUISITOS

1. Grafica las funciones fi(x) = Inz, fo(x) = In(—2z), f3(x) =1In
fa(z) = —Inz.

2. Grafica las funciones fi(x) = €%, fao(x) = e, f3(z) = e
fa(z) = —€”.

3. Escribe las propiedades de las funciones In x y e*.
4. Despeja y en e + eV = 4 y luego grafica esta curva.

5. Resuelve para x :
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(g) e 2Ine = %, x> 0.
(h) Ve = e,
(i) (eﬁ)2 =e".
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CALCULO II
TAREA 1
VECTORES. OPERACIONES CON VECTORES
(Tema 1.1)

1. Encuentra los puntos A y B, si v representa el vector A_B> , con
T =4 — 6}, y el punto medio del segmento de recta entre Ay B

es M(3,—-1).
— —

2.8 = (1,2,3) y b = (4,—1,1) calcula: a) H?’H b) Hwb
¢) H—?H )T -7, e) H?-?H.

Y

ﬁ A~ —~
3. Encuentra un vector b con direccién opuesta a @ = —i + 27, que
tenga: a) magnitud 2, b) el doble de la magnitud de @

4. Sean P(3,4,5) y Q(2,3,4). Determina: a) la distancia entre P y
—

@, b) la direccién del vector P@, c¢) el punto medio del segmento
de recta entre Py Q).

5. En cada inciso calcula @ - ?, @, H?H y el coseno del dngulo

entre @ y b :

(a) @ =3i—4j, b =4i+3j
— o R
(b) @ =3i, b =i+
— -~ ~ -~ — ~ ~
(¢) @=i+j+k b =2i+3j—4k
= ~ ~ — ~ ~
(d) @=i+k, b =3i+4j

@a)a - (b +7)
(b) b) (27+?) (37)
() ) (@—10)- (b +7)
(d) d) (@ - b)(c-7)

ﬁ
7. La proyeccién de un vector b en la direcciéon de un vector no nulo

%
a es el vector R
g b M E) N
Pr oY b = = = a .

a - a
- .= T -~ 7 T
Calcula Proyg b,si @ = —i+3j+4ky b =2i—j5+k.
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8. (a) Demuestra que H? + ?H = H7H2+H?H +2|a| H?H cosf.
Sugerencia: | 7| =7 -7

(b) Da ejemplos de vectores no nulos @ y b enR? que satisfagan:

112 112
i@ = |7 +

b b
2 2
i |le+2| =1+ |v +m7M?H
— —
b b

2
. =7+ _”7M7”

9. Encuentra todos los valores « tales que los vectores (3a, —1, —1)
y (a,2,1) sean ortogonales entre si.

~ ~ . . _ ~ A~

10. Sean u y v vectores ortogonales unitarios y sea w = au + [v.
— o~ — —
Calcula: a) w -u, b) W - w.

11. Sean 7' y ¥ vectores ortogonales, tales que || Z'|| =3y || 7| = 2.

Si w =27 — ¥, calcula: a) w - (57), b) W - w.
12. Sean Ty Y vectores tales que || 7| =2, | 7] =3, 7 - Y = -1
Si w =37 +2%, calcula: a) W -7, b) W - w

13. Erﬁuentra un vector que sea ortogonal a los vectores a = /z'\—}—l— 3?{:\
y b =21+ 5k.

14. En cada inciso determina si los vectores son paralelos, perpendi-
culares, o ninguna de las dos cosas:
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CALCULO II
TAREA 2
CURVAS PARAMETRICAS. RECTAS. PLANOS.
(Temas 1.2-1.4)

1. Identifica y grafica las siguientes curvas paramétricas 7 = Ti + y}
en el plano zy:

H=0+ti—tj, teR
m) = (m—l—l)z—l—(m2—1)}, m € R.

b) = (2— VEZD) i+ e 2VEL G h <4,

() T(t)=¢7—57, teR.

(g) 7(t) =Inti+1In(et) j, ¢>0.

(h) 7(t) =ti+In(1/t) j, t>0.

(i) 7(0) =3cosfi+3senl j, 6 €l0,2n).
G) T@) =—vVi—®i+ty, |t <1.

2. Sea 7 (A) = cosf i+ senf j, con 0 < 0 < 2.

(a) Encuentra el vector derivada d 7 /df.

(b) Calcula d7°/df en # = 0,Z 5,7, y muestra gréficamente que
estos tres vectores son tangentes a la curva 7 (6) en las posi-
ciones correspondientes.

(c) Demuestra que para esta curva se satisface 7 - (d7 /df) = 0,
para todo 6 € [0, 27) .;;Qué significa este resultado?

3. Sea 7' (t) = (sent cost) i+ (sen®t) j+ (cost) k la ecuacion de una
curva en R3.

— ¢ . .
(a) Prueba que la curva 77 (t) estd en una esfera unitaria con
centro en el origen.

(b) Encuentra el vector tangente a la curva, d7 /dt, y demuestra
que éste es ortogonal a 7, para todo valor de t. ;Cudl es la
razén de este hecho?

4. Da un ejemplo de una curva paramétrica 7 (t) en R? tal que
7 - (d7/dt) # 0 en general.
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5. Encuentra las ecuaciones paramétricas de la recta con la informa-
cién dada:

a) Pasa por el origen y es paralela al vector v = 3/5—2?+57€\.

b) Pasa por el punto P(1,2,3) y es paralela al eje y.

(a)
(b)
(c) Pasa por los puntos P(3,—1,4) y Q(1,—-2,0).
(d)
)

= z—-95.

1
d) Pasa por el punto P(1,2,3) y es paralela a larecta * _:I): = — %

(e) Pasa por el origen y es perpendicular a las rectas * = 1 — 3a,

y=3,z=14+2ayx=2+0by=-3b,z=1, con a,b € R.

6. Encuentra las ecuaciones paramétricas de la recta tangente a la
curva 7 () = cos0 i+ senf j, 0 < @ < 2w, en § = Z. Tlustra con
una grafica.

7. En cada inciso halla las ecuaciones paramétricas de la recta tan-
gente a la curva 7 (t), t € R, en el punto dado ¢ = to:

(a) 7 (t) = sent i+ (t2 —cost) j+ e k, to=0.

(b) T(t) =(262) 7+ (4) j+k, to=1.

8. Encuentra la ecuacion del plano con la informacién dada:

a) Pasa por el punto P(2, 1,5) y es ortogonal al vector @ = 3% — 43—1— 2% .
b) Pasa por los puntos A(1,—1,0), B(1,2,1) y C(3,1,—2).
c) Pasa por el punto A(1,1,1) y es paraleloal plano2x — 7Ty + 52z = 13.
)
)

(
(

(
(d 2—2.

x
Pasa por el origen y es perpendicular a la recta — 5 = 3—y = 3

(e) Contiene alasrectasz =2+2t,y=1—t,2=1y =z =3+s,
y=—-1+4s,2=s, t,seR.

(f) Pasa por el punto P(7,—4,3) y es paralelo al plano yz.

(g) Es vertical y pasa por los puntos P(1,0,0) y Q(0,1,0).

9. Da la ecuacién del plano que es perpendicular a la curva
ﬁ

T (t) = 3t 7 + 22 ?—i—tf’ % en el punto con ¢t = 1.

10. Halla el punto de interseccién de la curva

0 (t—=3\~
— 1-t = ~
t)=(t—2 4 — |k, t#-1
P = -2 e+ (1 )R AL

con el plano yz.
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11. Encuentra la interseccién del plano zy con la recta tangente a la
curva 7 (t) = sent cost i + sent j + cost ken ty = /4.

12. En cada inciso determina si los dos conjuntos son perpendiculares,
paralelos o ninguno:

(@) L1 ={(z,y,2) e R}z =1+2t, y=3—1t, 2= 3t, t € R},
ng{(x y,2) ER}x=3s, y=2+s, 2=1+2s, s € R}.

(b) m = {(z,y,2) € R¥|z — 3y + 52 =4},
7o = {(z,y,2) € R*| — 4z + 2y + 22 = 0} .

(c) L={(z,y,2) eER3|x=2—t, y=3+2t, 2 =1, t € R},
7 ={(z,y,2) e R}3x+y+2=5}.

(d) L={(x,y,2) eR¥|lz=2~1t, y=3+2t, z=1, t € R},
7= {(z,y,2) € R®z — 2y — 2 = 0}.

13. Sean I el ingreso, p = (ps, py, p.) €l vector de precios y 7 = (z,y, 2)
el vector de cantidades, con 7, I constantes.

(a) Encuentra la ecuacién cartesiana del plano presupuestal p - 7 = 1.

(b) Encuentra la ecuacion cartesiana del plano m que pasa por el
origen y es paralelo al plano p - ¥ = I.

(c) Encuentra las ecuaciones paramétricas de la recta L que pasa
por el origen y es perpendicular al plano p - @ = I.

14. En cada inciso justifica si la afirmacién es verdadera o falsa:

(a) Elplano z+y+z = 1 es perpendicular al plano — 2z —y+32 = 0.

(b) Larectaw = t, y = 2t, z = 3t, t € R, es paralela al plano
T+ 2y+ 32 =6.

(c) La ecuacién y = 4 — 2x representa una recta en R3.
(d) Larectax = 1+t, y =2t, z=1-3t, t € R, contiene al
punto P(0,—2,4).

15. Encuentra la ecuacién del hiperplano en R® que pasa por el punto
P(3,0,—2,1,5) y es perpendicular al vector v = (1, —2,4, —3, —1).
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CALCULO II
TAREA 3
TOPOLOGIA BASICA
(Tema 1.5)

1. En cada inciso: i) grafica el conjunto S, ii) identifica sus puntos
interiores (PI), exteriores (PE) y frontera (PF’), iii) indica si S
es abierto, cerrado, acotado, compacto, convexo:

(a) S={(z1,12) ER}|z1 €EZy 23 €Z}
(b) S ={(z1,22) € R?|xy € Z 0 75 € L}
(c) 8 ={(z1,22) ER*a1 ¢ Zy w2 ¢ Z}
(d) S ={(x1,72) € R?|0 < zy < 1}
(e) S ={(z1,72) e R?|0 <2y < 1}
(f) S ={(w1,12) € R¥dwy + 29 = 12, 71 > 0,25 > 0}
(g) S ={(21,22) € R¥af + 23 =1}
(h) S ={(z1,22) € R*|z? + 22 > 1}
(1) S = {(O 0)} = {(561,%2) (€ R2|£C1 =0y xy= 0}
)

2. En cada inciso grafica el conjunto S y determina si éste es abierto,
cerrado, acotado, compacto, convexo:

(a) S ={z e Rjz? <4} U {3}.
(b) S ={z €eRja? > 1}.

)

)
(c) S={(z,y) eR} -1<z<1lyy=0}
(d) S={(z,y) eR®lx+y=1, z,y>0}
(e) S={(z,y) eR¥z+y>1, x,y >0}
(£) S = {(2,9) € Bz +y > 0} U{(1,~ D)}
(g) S={(r,y) €ER?*[z+1Iny >0, y >0}
(h) S={(x,y) e R¥z?+y* <1, x>0}
(i) S={(x,y) e R?|0 < 2? + y* < 1}.

(G) S={(z,y) eR*x =13y =—13 t €R}.

3. Al conjunto {(z1, 72, 23) € R*|z1+x2+23 = 1, 2; > 0} se le conoce
como el simplejo estdndar en R3. Esboza la grifica del conjunto.

.Es compacto?; Es convexo?
© Lorena Zogaib



4. Demuestra que los siguientes conjuntos son convexos:

(a) A={z eR|1 <z <2}

(b) A={(z,y) e R*1 <z < 2}.
(c) A={(z,y) e R* y <z}
(@) A={7 eR"|||7|| < 1}.

5. Demuestra que el hiperplano Il = {7 € R"|a- 7 =c, @ € R", c € R}
es un conjunto convexo.

© Lorena Zogaib
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CALCULO II
TAREA 4
FUNCIONES EN VARIAS VARIABLES
(Temas 2.1-2.4)

1. En cada inciso encuentra y grafica el dominio de la funcién:

2. Para cada una de las siguientes funciones: i) escribe el dominio y
la imagen (usa notacién de conjuntos), ii) determina si el dominio
es un conjunto abierto, cerrado, acotado, compacto o convexo,
iii) encuentra las ecuaciones de las trazas, iv) dibuja algunas cur-
vas de nivel, indicando la direccién de crecimiento de la funcién,
v) esboza la gréfica de la superficie z = f(x,y):

(&) flz,y) =2 +y°

(b) f(z,y) =In(2? + ¢*)
(c) flz,y) =4 —a®—y?
(d) f(x,y) = a'Py'2,

(e) flx,y) = (zy)"/”

3. En cada inciso escribe el dominio y la imagen de la funcién y luego
proporciona la ecuacién y gréfica del conjunto de nivel que pasa
por el punto P dado:

(a) f(z,y) =In(ye”), P(0,1).

(b) f(xay) = 11’1(26 - 113'2 - y2)> P(3a 4)
© Lorena Zogaib
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(¢) f(z,y) =2Inz+1Iny, P(3,4)

(d) flz,y,2) =e V"V P(1,0,0)

(e) f(z,y,2) =V P(0,1,1)

(f) flz,y,2) ="V P(0,1,¢).

(8) flz,y,2)=1—e VI v=2 P(0,0,1).
(h) f(z,y,2) = eV 0 P(5,2,0).

4. En cada inciso grafica algunas curvas de nivel f(x,y) = ¢, indi-
cando la direccién de crecimiento de c:

(&) flz,y)=-z—y

(b) f(z,y) = |z|+ |yl

(c) f(z,y) =" —v.

(d) f(z,y)=x+Iny, y>0

(e) f(z,y) =lna+y, =>0

() flzy) =2+y, y=0

(8) flz,y) =22 +day+4+4(y+4), (z,y) € R2.
(h) f(z,y) =vZ+ 7y (z,y) €RZ
(i) f(z,y) =min{z,y}, (z,y)€R%,.
G) f(z,y) = max{z,y}, (z,y) €eR%,.
(k) flz,y)=e"+e¥, (z,y) € R2.

1) flry)=e*+e¥, (z,y)cR].

5. Identifica los siguientes conjuntos de puntos en R? :

)
)
(c)y=2x—1.
(d) 222 + 6y* + 422 = 12.
(e) 2 +y*—2* =1
(f) y =22
(g) 22—y — 2 =
(h) a? —y? — 2 =
(i) 22 —y? — 2 =

© Lorena Zogaib
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6. Calcula los siguientes limites:
(a) lim (bx+3zy+y—2).

(zy)—(1,1)
2?4y
r+y+ 1) '
(c) lim eV,
(z:y)—(0,In2)
; 2

(b)  lim )cos(

(z,y)—(0,0

(e) lim Ny
("E’y)ﬁ’(lvl) T — y

)  lim Ty —y —2x+ 2
(zyy)—(1,1) z—1

o VI=Vy+1
(x,y)—>(4,3) T — y - 1
y+4

lim .
(z,y)—(2,—4) 22y — 2y + 422 — 42

(h)

7. Demuestra que para las siguientes funciones no existe el limite
cuando (z,y) — (0,0) :

(@) fa.0) =22,

b) fr9) = 75

(© J) ==L

@ Je) = 25 w20
© T = L

© Lorena Zogaib
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8. Determina en qué puntos (x,y) € R? son continuas las siguientes
funciones y grafica la regién correspondiente:

%y

@ fry) =

9. Encuentra el valor de la constante C' de tal modo que f(z,y) sea

continua, si
(22 +5) sen (22 +y?)
T () £ (0.0)

C, (x,y) = (0,0).

flz,y) =

© Lorena Zogaib
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CALCULO II
TAREA 5
DIFERENCIACIC)N, LINEALIZACI()N, DIFERENCIAL
TOTAL Y REGLA DE LA CADENA
(Temas 3.1-3.3)

1. Encuentra las derivadas parciales f, y fy:

(a) f(z,y) =5bry — T2% — y* + 3z — 6y + 2.

(0) fle.y) = 5
(¢) flx,y) = /22° =3y
1
@) 19) = =
(e) f(z,y) = sen (v — 3y)
) f(z,y) = In®(x/y). Nota: In®u =# 5lnw.
(&) f(z,y) = (1 +ay)e
T+y
) fa) =in ().
flz,y) = (eﬁ)2 + Ve

2. Encuentra todas las primeras derivadas parciales de las siguientes
funciones:

(a) E(p,q) = ap*c®, a,b constantes.
(b) R(p1,p2) = Ozpf + yePP2 . 3, constantes.

(©) V(papy.T) = (Lp)

Pa +
(d) w(zy,...,2,) = > a;Inx; «; constantes.
i=1
N
(e) u(co,...,en) = (acy +bci—1), con a y b constantes.

t=1

(f) P(L,K,a,p) = (aL*? 4+ (1 — a)K'/P)r.

3. Demuestra que la funcién de produccion P (L, K) = [6;L" + (52K*P]7l/p

oP oP
satisface la ecuaciéon L— + K—— = P (L, K).

© Lorena Zogaib oL 0K
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10.

11.

12.

Demuestra que la funcién de produccién P (L, K) = ALK e*K/T

. ., . OP o°P
satisface la ecuacién L@L + K@K =(a+b)P(L,K).

Encuentra todas las derivadas parciales de segundo orden para f:
(a) f(z,y) = 3zy — 52° — 6y + 2.
(b) f(z,y) = 3ye ™.

. Sea f(z,y) = 2¥ + InVe*¥* +In (y/2?). Caleula f,, (e, 1).

Encuentra la linealizacién de f en el punto P:

(a) flz,y)=2+y*+1, P(1,1).
(b) f(z,y) =e*In(2+y), P(0,-1).
(¢) f(z,y) = (x+1)"(y+1)°, a,b constantes, P (0,0).

. Sea g (u,e) = [(14p) (1 —I—S)a]l/(l_’B) — 1, a, § constantes, 3 # 1.

Muestra que si p ~ 0 y € =~ 0, entonces

oo ()-

Supén que v(1,0) = —1, v,(1,0) = —4/3, v,(1,0) = 1/3. Utiliza la
linealizacién para encontrar un valor aproximado para v(1.01,0.02).

Utiliza la diferencial total dz para aproximar el cambio en z cuando
(z,y) se mueve de P a () y luego calcula el cambio exacto Az
utilizando una calculadora:

(a) z=22%y3 P(1,1), Q(0.99,1.02).
(b) z =2%—b5xy, P(2,3), Q(2.03,2.98).

La produccién de una empresa estd dada por P (L, K) = 120LY/3K'/2,
en donde L denota el trabajo y K el capital. Se planea disminuir
la fuerza de trabajo, de 1,000 a 999, e incrementar la produccion,
de 24,000 a 24,082. Aproxima el cambio en el capital.

De acuerdo con un estudio de alcohdlicos anénimos, las demandas
diarias en el D.F. de Bacardi blanco (D;) y brandy Presidente (Ds)
estdn dadas por

6000 py/*

Dy (p1,p2) = ——=5— Da(p1,p2) =

2000 p;/?

© Lorena Zogaib P P2
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en donde p; y ps son los precios del Bacardi y del Presidente,
respectivamente. En un momento dado, los precios son p; = 9 y
p2 = 8. Bacardi se verd obligado a cambiar su precio, debido a la
variacién de la produccién de cana de azticar.

(a) {Qué sucede con la demanda de Bacardi, si su precio aumenta
de $9 a $9.50, mientras que Presidente mantiene su precio
constante?

(b) Si Bacardi cambia su precio de acuerdo con el inciso anterior,
i.como debe Presidente cambiar su precio, si desea mantener
constante su demanda?

13. El volumen V' de un cilindro circular recto de radio r y altura h esta
dado por V' = 7r?h. Si el radio cambia de ro = 1 ar; = 1.03,
y la altura cambia de hg = 5 a hy = 4.9, estima el cambio ab-
soluto (dV'), el cambio relativo (dV/V;) y el cambio porcentual
(dV/Vy x 100%) en el valor del volumen.

14. Dibuja un diagrama de drbol y escribe la férmula de la regla de la
cadena para calcular las derivadas indicadas:

(o) Srsi == fla,y) 2 =g(0), y=h(1).
0) <52 = fla9,0), 7 =9(), y=h ().
(©) G2y O si == fla), 1 =g (1), y=h(t.5).

0z 0z
(d) aygaslz_f(xut)v x_g<t78)

15. Sea U = f (z, z) el bienestar total de una sociedad, en donde x es
un indice de la cantidad total de bienes producidos y consumidos
y z = h(z) es una medida del nivel de contaminacién. Escribe una
expresién para calcular como cambia U al cambiar x y luego aplica
este resultado para f (x,2) = Aln(1 + (2/2)%), con A, € R*.

16. Sea U = f(c1,co,t), con ¢; = ¢1(t) y c2 = c2(t,w). Da una
expresién para calcular cémo cambia U al cambiar ¢ y luego aplica
este resultado a f (¢, c2,t) = e 1In (c1cp).

17. La cantidad = de un bien demandado depende del precio p del
bien y la cantidad a que el productor gasta en publicidad, es decir,
x = f(p,a), con f,(p,a) <0y fu(p,a) > 0. El precio depende del
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clima w y el impuesto t, es decir, p = g(w,t), con g,(w,t) > 0
y g:(w,t) < 0. La cantidad de publicidad depende sélo de ¢, es
decir, a = h(t), con h'(t) > 0. Si el impuesto aumenta, discute qué
sucede con la demanda (aumenta, disminuye, o ninguna de éstas).

18. Define la funcién F' de dos variables por F'(z,y) = f(g9(z,y), h(k(zx))),
donde f, g, h y k son funciones diferenciables. Encuentra la derivada
parcial de F' con respecto a x.

19. Define la funcién F' de dos variables por F(p, q) = pf(p,q, m(p,q)),
donde f y m son funciones diferenciables. Encuentra la derivada
parcial de F' con respecto a p.

20. Una empresa produce un solo bien utilizando un solo insumo. Sean
f su funcién de produccion (diferenciable), w el precio del insumo
y p el precio del bien. Sea z(w,p) la cantidad de insumos que
maximizan el beneficio de la empresa. De esta manera, su bene-
ficio méximo es w(w,p) = pf(z(w,p)) — wz(w,p). Encuentra una
expresién para determinar cémo cambia el beneficio méximo si se
incrementa p.
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CALCULO II
TAREA 6
DERIVACION IMPLfCITA, VECTOR GRADIENTE Y
PLANO TANGENTE
(Temas 3.4-3.5)

1. Determina si la ecuacién 222 44xy—1y*+67 = 0 define a y como una
funcién implicita diferenciable de = alrededor del punto P (1,3).

d
En ese caso, calcula &y
Tlp
2. Las siguientes ecuaciones definen a y como funcién implicita dife-
renciable de x. En cada caso, calcula dy/dz en el punto P:

(a) 2*+zy+y* =7, P(L,2).
(b) e +1n(z/y) =1, P(1,1).
(c) ze¥ +sen(zy) +y—In2=0, P(0,ln2).

3. Sea P(L,K) = LY2K'? una funcién de produccién. Utiliza el
teorema de la funcién implicita para calcular dK/dL en el punto
(Lo, Ko) = (25,4) de la isocuanta P (L, K) = 10.

4. Sea P(L,K) = (L*3¢%/6) (K'/3e /%) una funcién de produc-
ciéon. Utiliza el teorema de la funcién implicita para calcular
dK /dL en el punto (Lo, Ko) = (1,1) delaisocuanta P (L, K) = e /3.

5. Para una funcién de produccién P (L, K), la tasa marginal de
sustitucién técnica (T'MS) entre K y L en cada punto de una
isocuanta P (L, K) = @y es el negativo de la derivada, —dK/dL,
de la curva isocuanta en ese punto. Encuentra la T'MS para la
funcion CES, P (L, K) = A(aL? + (1 —a) K*)"? | —00 < p < 1,
p # 0, y compédrala con la T'MS de la funcién de Cobb-Douglas,
P(L,K)=AL*K'™ en donde 0 < a < 1.

6. Sea D = f(t,p) la demanda de un bien en funcién del precio
sin impuestos p y del IVA unitario ¢, y sea S = ¢ (p) la funcién
de oferta. Determina si la condicién de equilibrio f (t,p) = g (p)
define a p como funcién diferenciable de t. En caso afirmativo,
encuentra una expresion para dp/dt.

Hy)

7. La ecuacién Y = 4+ I define a la renta nacional Y como

una funcién diferenciable de la inversién I, en donde R/(Y) < 1.

Determina cémo cambia Y si cambia 1.
© Lorena Zogaib
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8. Determina si la ecuacién 2%y + %z + 2%z = —1 define a & como
funcién de y y z en la vecindad del punto P (1,2,—1). En caso
afirmativo, calcula las derivadas parciales 0x/Jy y 0z/0z.

9. Las siguientes ecuaciones definen a z como funcién implicita dife-
renciable de z y y. En cada caso, encuentra 0z/0x y 0z/0y en el
punto P:

(a) zeV +ye* +2lnxr —2—-3In2=0, P(1,In2,In3).
(b) z¥+y*+2*—-3=0, P(1,1,1).
10. Una funcién de produccion generalizada @ = P (L, K) esté definida

implicitamente por Qe’® = AL*K?, con A, o, 3,7 > 0. Obtén los
productos marginales 0Q /0L y 0Q JOK.

11. El valor de equilibrio de la variable x es solucién de la ecuacién
f(z,a,B) + g(h(z), k(a)) = 0, en donde o y  son pardmetros y
fyg,h y k son funciones diferenciables. ;Cémo afectarfa al valor
de equilibrio = un cambio en el pardmetro o (dejando constante a

p)?

12. El valor de equilibrio de la variable x es solucién de la ecuacién
f(z,g9(z,a),B) + h(xz,B) = 0, en donde o y § son pardmetros y
f,g v h son funciones diferenciables. ;Cémo afectarfa al valor de
equilibrio = un cambio en el pardmetro « (dejando constante a 3)7

13. La funcién g se define implicitamente por la condicién F'(f(x,y),g(y)) = h(y).
Encuentra la derivada ¢'(y) en términos de las funciones F| f, g, h
y sus derivadas.

14. Calcula el gradiente V f de la funcién f en el punto P y dibtjalo
sobre la curva de nivel que pasa por ese punto:

=y—z, P(2,1).

=y—2z% P(-1,0).

=2-—22—y* P(1,1).

=In(z*+y?), P(1,1).

15. Calcula el gradiente de la funcién en el punto dado:

(a) f(z,y)=In(z¥+1), P(e1).
(b) P(L,K) = VVL+ VK, (Lo, Ko)=(1,9).
(c) flz,y,2) =a2*+y*—222+ zlnz, P(1,1,1).
© Lorena Zogaib
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Calcula f y Vf en el punto P:

(a) f(z,y) = 221271 P (4,2).
(b) f(z,y) =zIn (%) . Ple1).
(¢) f(z,y) =1In (\/elﬁxz +é® lny> . P(1,1).

Considera la superficie z = f(z,y), con f(z,y) = zrye** Y. En-
cuentra un vector normal a la curva de nivel f(z,y) = 2 en el
punto P(1,2).

Entll)entra la derivada direccional de f en el punto P en la direccién
de A:

(a) f(z,y) =2zy —3y*, P(5,5), X:4/2'\+3j.
(b) f(z,y,2) =22 +22—322, P(1,1,1), A=i+]+k

Encuentra la direccién en la que la funcién f (z,y) = 2* + zy + 3>
crece mds rapidamente, y la direccion en la que decrece més rapi-
damente, en el punto Py (—1,1).

La temperatura en cada punto (z,y,z) de una habitacién estd
dada por T (z,y,2) = 2yz(1 —2)(2—y)(3—2), con 0 < z < 1,
0 <y <2 0<z<3 Siun mosquito se localiza en el punto
(1/2,1,1), ;hacia qué direcciéon debe volar para enfriarse lo més
rapidamente posible?

Encuentra un vector normal a las siguientes superficies z = f (z, )
en el punto P :

18
(a) f<x7y>:_ ($+1>2+y2—|—1’
(b) f(z,y) =ay"/*, P(1,¢%¢%).

P(1,1,-3).

Encuentra las ecuaciones de i) el plano tangente y ii) la recta nor-
mal a las siguientes superficies z = f (x,y) en el punto P:

(a) f(z,y)=m=xe¥, P(1,0,1).

(b) f(z,y)=e"¥, P(0,0,1).
(c) f(x,y) =3 —ze®, P(2,0,1).
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Y

+ zy

23. Encuentra el punto de la superficie z = T en donde el vector

normal es paralelo al eje z.

24. Encuentra el punto de la superficie z = e~V (@=D*+¥*+1 op donde
el plano tangente es horizontal y escribe la ecuacién de ese plano
tangente.

25. Encuentra el punto de la superficie z = 222+ 3y? en donde el plano
tangente es paralelo al plano 8¢ — 3y — 2z = 0 y escribe la ecuacion
de ese plano tangente.

26. Encuentra el punto de la superficie 2 = 16 — 422 — 3? en donde
el plano tangente es perpendicular a la recta x = 3 + 4¢t, y = 2t,
z=2—1,t € R, yescribe la ecuaciéon de ese plano tangente.
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CALCULO II
TAREA 7
FUNCIONES HOMOGENEAS
(Tema 3.6)

1. En cada inciso determina si la funcién f es homogénea, y de qué

grado:
(a) flz,y) =" +y°
(b) f(z,y) =2
(c) flz,y)=a*+y°
(d) flz,y) = 7
Ty

(©) Flo2) = 5
(f) f(z,y) = In(zy).

An z? + y?
® flog) =i (L)

(b) f(2,y) = /@Gl (xz ;;/yz) -

(1) f(a1,72) = (2¢+ 24 d c RT.

2. Supén que f(7') es homogénea de grado r y g(@) es homogénea
de grado s # 7. Determina si la funcién h en cada inciso es ho-
mogénea, y de qué grado:

(a) W(Z) = f()g(T)
. f(@)

() (7)==

(c) h(7) = f(7) +g(7)
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3. Sea u(x,y) una funcién de utilidad, homogénea de grado 1. De-
termina si las siguientes funciones de u son homogéneas, y de qué
grado:

@ S =t (H22)).

(b) f(z,y) = Inu(z,y).

4. Sea H = e?, donde Q(a,b) = Aa®b®, a+ # 0. ;Es H una funcién
homogénea?

5. Demuestra que la pendiente de la recta tangente a las curvas de
nivel de una funcién homogénea, z = f(z,y), es constante a lo
largo de rayos que parten del origen.

6. Demuestra que la funcién f(z,y) = % es homogénea y determina
de que grado. Luego verifica que f satisface el teorema de Euler,
7 -Vf(Z)=kf(Z), con k el grado de homogeneidad de f.

7. Demuestra que una funcién de produccién tipo Cobb-Douglas,
F(L,K) = AL*K”, es homogénea de grado o + 3. Luego veri-
fica que F satisface el teorema de Euler, LF}, + KFx = (a + () F.

8. Demuestra que los productos marginales F y Fi de una funcién
de produccién tipo Cobb-Douglas, F(L,K) = AL*K”, son ho-
mogéneos de grado a + 5 — 1.

9. Demuestra que la funcién CES, F(L, K) = (0L ™"+(1—6)K—°)~™/*,
es homogénea de grado m. Luego verifica que F' satisface el teo-
rema de Euler, LF; + KFx = mF.

10. Demuestra que la funcién de produccién F(L, K) = AL*KbeK/E
es homogénea de grado a + b. Luego verifica que F' satisface el
teorema de Euler, LF, + KFy = (a + b)F.

11. Sea f(z,y) una funcién homogénea de grado 2, tal que f(2,3) =6
y [2(2,3) =3.
(a) {Cudanto vale f(4,6)7
(b) {Cuénto vale f,.(4,6)7

(c) Utiliza el teorema de Euler para encontrar el valor de f,(2,3).
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12. Sea F(L, K) una funcién de produccién homogénea de grado 1. Se
sabe que F'(100,40) = 300, F(100,40) = 1y Fx(100,40) = 5. La

F(L K
productividad media del trabajo, M, se define como M (L, K) = %

(a) Determina si M es homogénea, y de qué grado.
(b) Calcula M(25,10), M (25,10) y Mk (25,10). Sugerencia:
M(25,10) = M ((1)100, (3)40).
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CALCULO II
TAREA 8
FUNCIONES CC)NCAVAS, CONVEXAS,
CUASICONCAVAS Y CUASICONVEXAS
(Temas 4.1-4.3)

1. En cada inciso encuentra el polinomio de Taylor de orden 2, P, (x, y),
generado por f en el punto (zg,yo) dado:

1
_.f(j‘—y—|—17 (QTanO)—(OaO)'

(b) f(z,y)=e*Iny, (z0,5)=(0,1).
(c) f(z,y)=e""Y, (20,50) = (—1,1).

2. A partir de la definicién, demuestra que las siguientes funciones
son convexas en su dominio:

(a) f:R—R, f(z)=|z].
(b) f:R—R, f(z)=2z%
(c) f:RZ=R, fz,y) = |z +yl
(d) f:R2 =R, f(x,y) = 2%+

3. Sea C'(y) el costo de mantenimiento de una empresa para un nivel
de produccién anual y, con C' > 0 y C” > 0. La empresa cambia
su nivel de produccién, de un valor y; durante una fraccién \ de
ano (0 < A < 1), a otro valor y» durante la fraccién 1 — A restante,
de modo que su costo total anual es AC(y1) + (1 — A) C (y2). Se
estd considerando mantener un tnico nivel Y = Ay; + (1 — A) 32 a
lo largo de todo el ano. ;Es ésta una buena idea? Argumenta.

4. Los ejidatarios del Valle del Yaqui tienen una funcién de demanda
p = f(q),con f' <0y f”<0. Venden ¢; unidades en el ciclo de
verano y ¢o < ¢; unidades en el de invierno, obteniendo un ingreso
total de ¢1f(q1) + ¢2f(¢2). No hay costo de almacenaje. Para
estabilizar precios el gobierno les pide que vendan ﬂ%‘ﬁ en cada
ciclo. ;Es perjudicial, o benéfica, esta medida para los ejidatarios?

5. Utiliza la matriz hessiana para determinar si las siguientes fun-
ciones son céncavas, convexas, estrictamente céncavas, estricta-
mente convexas o ninguna de éstas:

(a) flz,y) =2 +y>
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(b) f(z,y) = (z+y)

(c) flz,y) = —¢*

(d) f(z,y) =x+y—e" —e"tv.
(e) flw,y) =ye”, y>0

) f(z,y) = ax® +by?*, a,b<0.
(8) flz,y) =62 +2y

6. Sea f(x,y) = —22%+ (2a + 4)zy — 2y* + 4ay. {Para qué valores de
la constante a es f una funcién céncava?;Para qué valores de a es
f una funcién convexa?

7. Para cada una de las siguientes funciones f en R? determina si
es concava, convexa, cuasicéncava o cuasiconvexa (recuerda que f
puede presentrar varias de estas propiedades):

(a) (k)
vy Tt y=sm
=] - |
X X{ X
(c) (d)
Fa y = fx) Y y = fix)
?—x "rx
(e) ()
Ya y = flx]
Fa
y = fix)
\f"\ . .
. 'x
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8. Para cada una de las siguientes funciones f en R? encuentra los
contornos CSy(1) y Cl(1) :

(@) f R {2} R () = 5.

(b) f:(0,e?] =R, f(z)=+v2—Inzx.

9. Muestra que f(x) = Inz es cuasicéncava y cuasiconvexa en RY.

10. Para cada una de las siguientes funciones f en R3 encuentra y
grafica los contornos superior C'Sy(k) e inferior CI¢(k), para un
valor tipico de k, y determina si f es cuasicéncava, cuasiconvexa,
ambas o ninguna de éstas:

FiR SR, f(n,y) = 22t o

f:R2, =R, f(z,y)=2Inz+8Iny.

f:R:E - R, f(z,y) = - —4y.
[:RE=R, f(z,y) =4 — 2% — 2

fR =R, fz,y) = /22 + 12

[ R?2 =R, flr,y) =1—ye %

[ A(x,y) € R? |22 +y? > 16} = R, f(x,y) = /22 +y2 — 16.

11. Para la funcién f(x,y) = /22 —y + 1 encuentra y grafica:

(a) Los contornos Cf, C'Sy y CI; correspondientes a k = 1.
(b) Los contornos Cf, C'Sy y CIy correspondientes a k = 0.
(c) Los contornos Cy, C'Sy y Cly correspondientes a k = —1.

12. La figura muestra una curva de nivel tipica de una funcién z = f(z,y)
junto con la direccién del gradiente V f en esa curva. De acuerdo
con esta informacién, puedes asegurar que f es: i) céncava, ii) con-
vexa, iii) cuasicéncava, iv) cuasiconvexa, v) algunas de las anterio-
res (jcudles?), vi) ninguna de éstas.

¥
ke
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13. Argumenta por qué la funcién de utilidad u(x, y, z) = min {z, max {y, 2z} }
no es una funcién cuasicéoncava.

14. Demuestra que una funcién de produccién tipo Cobb-Douglas,
P(L,K) = L°K’ a,b> 0, siempre es cuasicéncava en R? .
Adicionalmente, si a+b < 1, entonces P es estrictamente céncava,
y si a+ b =1, entonces P es céncava no estricta.
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CALCULO II
TAREA 9
OPTIMIZACION LIBRE. CRITERIO DEL HESSIANO
(Tema 5.1)

1. Halla los puntos criticos de la funcién f (x,y) = 3zy — 2%y — zy>.

2. Encuentra y clasifica los puntos criticos de las siguientes funciones:

(a) f(z,y) =2®+ 22y

(b) f(z,y) = vy — 2%y — xy®

(c) f(x,y) =4dzy —a* —y*

(d) f(2,y) =2y —2*—y* + 3y

(e) f(fﬂ,y)—%+wy+l, z#0, y#0

(a) f(z,y)=1—2a>

(b) f(z,y)=a*+y*

(c) f(,y) =15z +v)*
(d) f(z,y) =y"

4. Encuentra los maximos, minimos o puntos silla de f (z,y), si se
sabe que f, =922 -9y f, =2y + 4.

5. Sea f (z,y) = az® + y* — 2y, con a # 0. Encuentra y clasifica los
puntos criticos de f.

6. Sea f (z,y) = az® + ay* — 2xy — 22 + 5, con |a| # 1. Encuentra y
clasifica los puntos criticos de f.

7. Sea f (z,y) = ax?y + bxy + 2zy* + c. Halla los valores de a,b y ¢

tales que f (x,y) tenga un minimo local fi, = —% en (%, %) .
1/3 1/2 ., )
8. Sea II (vy,v2) = pvy’ vy" — q1u1 — qove una funcién de beneficio,

con p, g1, G, v1, v2 > 0.

(a) Encuentra los niveles vy, v9, que maximizan el beneficio y en-
cuentra el beneficio méximo.

(b) Verifica que efectivamente se trata de un méximo.
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CALCULO II
TAREA 10
OPTIMIZACION RESTRINGIDA. TEOREMA DE LA
ENVOLVENTE
(Temas 5.2-5.4)

1. Encuentra y clasifica los valores extremos de las siguientes fun-
ciones sujeto a restricciones de igualdad:

(a) f(z,y) =2x+y sa. o+ ,y=2

(b) f(z,y)=ax+y sa.a—yr—/y=1 (a>1).
() flz,y) =22+ sa. §+%:1 (a,b > 0).
(d) f(r,y,2)=z+y+2 sa y*+22=1, v+ 2=2.

2. Encuentra y clasifica el punto que optimiza f (z,y) = 10z'/2y'/3
sujeto a 2z + 4y = I, con I > 0 un pardmetro. Si f* (/) denota el
valor 6ptimo de f, verifica que df*/dI = \".

3. Encuentra y clasifica el valor extremo de f(x,y) = —2x+ 2y sujeto
ay—Inx = 1. Si f* denota el valor 6ptimo de f, aproxima el cambio
en f* sise utiliza y — Inx = 1.15 como nueva restriccién.

4. Resuelve los siguientes problemas de optimizacion con restricciones
de igualdad:

(a) méx f(z,y) = —2* —y* sa. ar+y =1, cona > 0 un
pardmetro. Si f*(a) denota el valor maximo de f, con el
teorema de la envolvente determina df*/da.

(b) min C(x,y) = ax +by sa. lnzx+y =1, cona, b >0
pardametros. Si C* (a,b) denota el valor minimo de C, con el
teorema de la envolvente determina 0C*/0a y 0C* /0b.

(¢) min f (z,y) = z+ay s.a. In(zy) = a, con a > 0 un pardmetro
y x,y > 0. Si f*(a) denota el valor minimo de f, con el
teorema de la envolvente determina df*/da.

5. En relacién con los incisos del problema 4, presenta un argumento
para justificar que efectivamente se trata de un méximo o de un
minimo, seguin proceda.
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6. Sea U(z,y) una funcién de utilidad y sean p;, po, los precios de los
bienes x,y. Se desea maximizar la utilidad, dado un presupuesto
1, es decir,
méx U(z,y)

sa. pr+py=1,

con (z,y) las variables de decision y (p1,p2, I) las variables exo-
genas. Se define la funcién de utilidad mdxima, o funcién valor,
como

V (p17p27 I) = U('r* (p17p27 I) ;y* (pl;pQ; I));

en donde z* (p1,pe, 1), y* (p1,pa, I) es la soluciéon del problema.
Prueba que en 6ptimo se cumplen las siguientes relaciones:

1% (p1>p27l) A —)\*.’If*
dp1 ’
av(plap%-[) *
—:—A %}
Ip2 Y
av (p1>p27[) :)\*
ol ;

7. Para la funcién de utilidad en cada inciso, resuelve el problema
méx U (z,y) s.a. prox + poy = I, con py,pa, I > 0 pardmetros
(x,y > 0) y luego determina 9V /dp,, OV/Ops y OV /OI:

(a) U(x,y):%lnx—i-%lny
(b) U(z,y) =y+Inz
1 1
() U(x,y)——;—g.
(d) U(x,y) =100 —e* — e

8. Considera el problema de maximizacién del beneficio
méx (L, K;a,b,w,r,p) =p(alnL+bln K) —wL — 1K,
con a, b, w,r,p > 0 pardmetros.

(a) Encuentra los niveles 6ptimos (L*, K*) y el beneficio méximo
I(a,b,w,r,p).

(b) Con el teorema de la envolvente determina 01I/da.
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9.

10.

11.

Sea f(z1,x2) una funcién de produccién y sean wy, ws, los precios
de los insumos x1, x5 > 0. Se desea maximizar beneficios, dado un
nivel de produccion g, es decir,

max pq — (w11 + wes)

sa.  f(x,x2) =g,

con (x1,x,q) las variables de decisién y (wq,ws, p) las variables
exogenas. Se define la funcién de beneficio méximo como

H(wh wQ,p) = pq*<w17w2ap) - w1ﬂ(w1,w2ap) - wﬂ;(wl, w27p>7

en donde x}(wy, we, p), xh(wy,wy,p) y ¢ (w1, ws,p) es la solucion
del problema. Prueba que en el 6ptimo se cumplen las siguientes
relaciones (Lema de Hotelling):

oIl
W:qmwl,wm
11
8w¢

Demuestra que con el método de Lagrange no puedes encontrar el
punto que maximiza f (z,y) = —z>—y° sujeto a (z — 1)°—y> = 0.
Encuentra el 6ptimo utilizando el método gréfico. Justifica por qué
el método de Lagrange falla en este ejemplo.

En los siguientes problemas de optimizacién con restricciones de
desigualdad: i) escribe el problema en un formato adecuado,
ii) escribe la funcién lagrangeana y las condiciones correspondientes
de Kuhn-Tucker, iii) dibuja la regién factible y algunas curvas de
nivel de la funcién f, y iv) usa la informacién del inciso anterior
para encontrar rdpidamente la solucién 6ptima.

(a) min f (z,y) = (z —4)* + (y —4)* sa. v4+y <5, z,y >0.
(b) méx f (z,y) =9—2%—9? sa. v+y <3, 20+3y > 6, v > 0.

(c) min f(z,y) = (x—4)° 4+ (y—4)° sa z4+y>5, z <6,
9 < 11.

(d) méx f(z,y)=—2v—y sa. 22 +y<1, -2 +2x+y>1.
(e) méx f(2,y) =2+ /Yy sa. y>x, v+y <2, 2>0.
(f) méx f(v,y) =2y —2z sa x+2y <6, 2> +y* <8, z,y >0,
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12. Considera el problema de maximizacién de la utilidad
U(z,y) =Inx + y sujeto a p1x + poy < I, y > 0, con py,pa, I >0
parametros (claramente, > 0). Demuestra que la posicién del
6ptimo (z*, y*) depende de si I > ps 0 I < py. En cada uno de estos
casos analiza el comportamiento de la curva de ingreso-consumo

(@*(1), y(1))-

13. Considera el problema de maximizacién de la utilidad
U(z,y) = x + /y sujeto a p1x + poy < I, x > 0, con py,pa, I > 0
pardmetros (claramente, y > 0). Demuestra que la posicién del
éptimo (x*, y*) depende de si I > p? /4py 0 I < p? /4py. En cada uno
de estos casos analiza el comportamiento de la curva de ingreso-
consumo (z*(1),y*(I)).
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CALCULO II
TAREA 11
FUNCIONES DE R" EN R™. REGLA DE LA CADENA.
TEOREMA GENERAL DE LA FUNCION IMPLICITA
(Temas 6.1-6.3)

1. Los siguientes incisos definen diferentes funciones de R™ en R™.
Para cada funcién identifica los valores correspondientes de n y m.
Luego escribe una expresién para la derivada de la funcién:

(a) flz,y) =Py,
(b) F(t) = (t,t3,1).

(c) u(zy,...,xy) = s a;Inx;.
=
(d) z+y+2=1
(© () = o+ 31 = 9%, 22).
() Flz,y) = (€% —y,9°7).

2. Considera las funciones de demanda ¢; = 6p1_2p§/ 2y, G2 = 4p1py L2,
donde p1, po v y varian respecto al tiempo ¢ de acuerdo con las ecua-

CiOIleS P11 =V ].2157 D2 = t27 y = = 1 Sean F(p17p27y> — (ql,qQ),
G(t) = (plap2ay)) y H=FodG.

(a) Identifica los valores de k y n para la composicién
H = Fo(G : R¥ — R" y proporciona la regla de corres-
pondencia de H.

(b) Encuentra una expresién para la derivada DH (t)
(c) Evalua H(t) y DH(t) en t = 3 e interpreta el resultado.

3. Considera las funciones de demanda ¢; = 6p1_2p?2’/ 2y, ¢ = 4p1py 2,
donde p;, po y y varfan respecto al tiempo ¢t y a la tasa de interés
r de acuerdo a las ecuaciones p; = V/12t, p, = 10rt?, y = 20r. Sean

F(pl y P2 7y> = (qhQQ)a G(tvr> = (pl y P2 73/) y H = FOG

(a) Identifica los valores de k y n para la composicién
H = Fo(d : R¥ — R" y proporciona la regla de corres-
pondencia de H.

(b) Encuentra una expresién para la derivada DH (t,r).

(c) Evalia H(t,r) y DH(t,r) en t = 3,7 = 0.1 e interpreta el

resultado.
© Lorena Zogaib

35



4. Sean F(w,i,r,Q) = (L(w,i,r,Q), K(w,i,r,Q),T(w,i,7,Q)) y
G(t,s) = (w(t, s),i(t,s),r(t,s),Q(t,s)). Haz un diagrama y escribe
el producto de matrices para la derivada D (F o G) .

5. Determina bajo qué condiciones las ecuaciones © +y = uv y
xy = u — v definen implicitamente a x y v como funciones diferen-
ciables de u y y. En ese caso, utiliza el teorema general de la fun-

R : ) Oxr Oxr Ov Ov
cién implicita para encontrar las derivadas parciales —, —, —, —.
ou’ Jy’ Ou’ Oy
6. Determina bajo qué condiciones las ecuaciones Qe? — KL =0y

K 4+ L — m = 0 definen implicitamente a ) y m como funciones
diferenciables de L y K, donde @Q,m,L, K > 0. En ese caso,
determina —.
oK
ax?
7. Sea f(x,y) = — + zy* + & +y, con a > 0 un parametro.

2
(a) Escribe (no resuelvas) las condiciones de primer orden que
debe satisfacer el punto 6ptimo z*(a), y*(a).

(b) Suponiendo que las ecuaciones del inciso (a) definen implicita-
mente a x* y y* como funciones diferenciables de a, encuentra
dx*(a) dy*(a)

da 7 da

8. Sea f(z,y) = ae® — be¥ — 2 + 32, con a,b > 0 pardmetros.

(a) Escribe (no resuelvas) las condiciones de primer orden que
debe satisfacer el punto 6ptimo z*(a, b), y*(a, b).

(b) Suponiendo que las ecuaciones del inciso (a) definen implici-
tamente a x* y y* como funciones diferenciables de a y b,

encuentra

Oa

9. Considera el problema de maximizacién de azxr + by sujeto a
xt + y4 = ¢, con a,b y ¢ pardmetros.

(a) Demuestra que las condiciones de primer orden conducen al
sistema

ay® —bad =0

x4+y4:c.
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(b) Suponiendo que el sistema anterior define a = y a como fun-

ciones de y,b y ¢, utiliza el teorema general de la funcién

ox
implicita para encontrar —.

Jdy

10. Sea Q(L, K) la funcién de produccién de una empresa y sean p, w 'y
r los precios por unidad del producto, el trabajo y el capital, res-

pectivamente. La funcién de beneficio de la empresa esta dada por
(L, K)=pQ(L,K)—wL—rK.

(a) Escribe las condiciones de primer orden que deben satisfacer
los niveles 6ptimos L* y K* de los factores de la produccion.

(b) Escribe las condiciones de segundo orden que efectivamente
garantizan que los niveles del inciso anterior maximizan (lo-
calmente) los beneficios.

(c) Con el teorema general de la funcién implicita demuestra que
el sistema de ecuaciones del inciso (a) define implicitamente

a los niveles éptimos L* y K* como funciones diferenciables
0K 0L

de los precios p,w y r. Obtén férmulas para — y —.
dp ° Or
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