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Prólogo

Este documento constituye un material de apoyo para el cursode Cálculo III para
las carreras de Economía y Dirección Financiera en el ITAM. Se trata de una
recopilación de mis notas de clase, con el fin de agilizar la discusión de los temas
en el aula. El material se presenta en estricto apego al ordendel temario vigente,
aunque claramente es discutido bajo un enfoque personal y enun lenguaje sencillo,
a veces coloquial.

Estas notas no pretenden sustituir la lectura de la bibliografía seleccionada para
el curso. Están basadas en material extraído precisamente de esos textos, así como
de documentos y libros escritos por mis colegas y amigos del Departamento de
Matemáticas del ITAM. Un especial agradecimiento a mi colega y amiga, la Dra.
Carmen López Laiseca, por compartir conmigo sus ejerciciosy por sus valiosas
sugerencias en cuanto al contenido del curso. También quisiera agradecer a Rigel
Jarabo García, estudiante de Economía, quien prestó su Servicio Social elaborando
una parte del material gráfico de este texto.

Se espera que el estudiante resuelva una gran variedad de ejercicios sobre
el tema, que no han sido incluidos en este documento debido a su extensión.
Al respecto, el estudiante puede utilizar el documento de trabajoCálculo III,
Cuaderno de Ejercicios, Lorena Zogaib, Departamento de Matemáticas, ITAM,
agosto 1 de 2016. Mi agradecimiento a Angélica Martínez Leyva, estudiante de
Economía y Ciencia Política, quien prestó su Servicio Social transcribiendo a Latex
el cuaderno de ejercicios del curso. El material gráfico de ese cuaderno estuvo a
cargo de Rigel. Ellas dos realizaron una linda y útil aportación a la comunidad
ITAM.

Agradezco todas las sugerencias y correcciones que he recibido de mis colegas
y varias generaciones de estudiantes. De antemano ofrezco una disculpa al lector
por los errores y omisiones que encuentre en este texto. Siempre serán bienvenidas
las correcciones y comentarios que me hagan llegar.

Lorena Zogaib
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Capítulo 1

Integración

1.1 Integral indefinida. Integración por sustitución

1.1.1 Antiderivada. Integral indefinida

Dada una función diferenciableF (x), su derivadaf(x) = dF (x)/dx se
define como la razón de cambio instantánea deF en cada punto interiorx
de su dominio. Ésta representa la pendiente de la recta tangente a la curva
y = F (x) en el punto(x, F (x)), como se ilustra en las siguientes gráficas.
La gráfica superior muestra una función diferenciableF (x), cuya derivada es
la funciónf(x) = dF (x)/dx mostrada en la gráfica inferior.
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Capítulo 1 Integración

En muchas aplicaciones nos interesa resolver el problema inverso, a saber, dada
una funciónf buscamos una funciónF cuya derivada seaf . En ese caso, decimos
queF es unaantiderivadadef .

Definición. Se dice que la función diferenciableF es unaantiderivadao
primitiva de la funciónf en un intervalo abiertoI si, para todox ∈ I,

dF (x)

dx
= f(x).

Por ejemplo, una antiderivada de la funciónf(x) = 2x es la funciónF (x) = x2,
ya quedx2/dx = 2x. Nota que ésta no es la única antiderivada def , ya que
también las funcionesF (x) = x2 + 1 o F (x) = x2 − 5 tienen por derivada2x. De
hecho, el conjunto de antiderivadas def(x) = 2x es infinito, ya que para cualquier
constanteC se satisfaced (x2 + C) /dx = 2x. Así, x2 + C representa el conjunto
de todas las antiderivadas de la funciónf(x) = 2x. A esta familia infinita de
antiderivadas se le conoce como laintegral indefinidadef .

Definición. La integral indefinida de la funciónf(x) con respecto ax se denota
por
�
f(x)dx y representa el conjunto de todas las antiderivadas def . En ese caso

escribimos �
f(x) dx = F (x) + C,

en dondeC es una constante arbitraria yF es tal quedF (x)/dx = f(x). El
símbolo

�
se conoce comosigno de integral, la funciónf es elintegrandoy x es

la variable de integración.

Por ejemplo, comoF (x) = x2 es una antiderivada def(x) = 2x, por lo tanto la
integral indefinida def con respecto ax es

�
2x dx = x2 + C.

Pero también pudimos haber seleccionado aF (x) = x2 + 1 como antiderivada de
f , obteniendo

�
2x dx =

�
x2 + 1

�
+ C

= x2 + (C + 1)

= x2 + C
′
,
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1.1 Integral indefinida. Integración por sustitución

conC ′ = C + 1. En realidad, ambos resultados representan la misma familiade
funciones (C y C ′ son arbitrarias). El primer resultado es más simple.

A partir de la definición de integral indefinida, debe resultar claro que
�
dF (x)

dx
dx = F (x) + C y

d

dx

�
f(x) dx = f(x).

Ejemplos:

1.
�
r′(θ) dθ = r(θ) + C.

2.
d

dt

�
e
√

t dt =e
√

t.

Propiedades de la integral indefinida

1.
�
[kf(x)] dx = k

��
f(x) dx

�
, para todok ∈ R

2.
�
[f(x) + g(x)] dx =

�
f(x) dx+

�
g(x) dx.

Ejemplo:
�

[ 5f(x)−1

3
g(x) ] dx = 5

�
f(x) dx−1

3

�
g(x) dx.

Cuidado:
�
(fg)dx �=

��
fdx

� ��
gdx
�

y
�
(f/g) dx �=

��
fdx

�
/
��
gdx
�
.

Algunas fórmulas de integración directa

1.
�
dx = x+ C.

2.
�
xn dx =

xn+1

n+ 1
+ C , n �= −1.

3.
�
x−1 dx =

� dx
x
= ln |x|+C , x �= 0.

4.
�
senx dx = − cosx+ C.

5.
�
cosx dx = sen x+ C.

6.
�
sec2 x dx = tan x+ C.

7.
�
csc2 x dx = − cot x+ C.

8.
�
secx tanx dx = secx+ C.

9.
�
cscx cot x dx = − cscx+ C.

10.
�
ex dx = ex+C.

11.
�
ax dx =

1

ln a
ax+C, a > 0, a �= 1.
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Capítulo 1 Integración

Ejemplos:

1.
� 4x

√
x3

x5
dx = 4

�
x
−5/2

dx = 4

�
x−3/2

−3/2

�
+C = −8

3
x−3/2 + C.

2.
�
[
√
5 +

	√
t] dt =

�
[
√
5 + t1/4] dt =

√
5 t+

t5/4

5/4
+ C =

√
5 t+

4

5
t5/4 + C.

3.
�
3x dx =

1

ln 3
3x + C.

4.
� sen x
cos2 x

dx =
� � 1

cosx

�
sen x
cos x

�
dx =

�
secx tanx dx =secx+ C.

5.
�
(ln(2x)− ln x) dx =

�
ln
�
2x
x

�
dx =

�
ln 2 dx = ln 2

��
dx
�
= x ln 2 + C.

Es importante observar que la integral indefinida siempre debe contener la
constante de integraciónC. Esta constante indica que la integral indefinida
representa una infinidad de funciones, o familia de curvas solución, que poseen la
misma pendiente en cada punto de su dominio. Por ejemplo, la familia de curvas
y(x) cuya pendiente en cada puntox es

dy

dx
= 2x

está dada por

y(x) =

�
dy

dx
dx =

�
2x dx = x2 + C,

que representa una infinidad de parábolas desplazadas verticalmente, como se
muestra en la siguiente figura.

Sólo cuando se desea seleccionar la curva particular de la familia que pasa por un
punto dado(x0, y0) entonces la constanteC deja de ser arbitraria, para tomar un
valor específico. A esto se le conoce como unproblema de valores iniciales. Por
ejemplo, nos preguntamos cuál es la curvay(x) cuya pendiente en cada puntox es
dy/dx = 2x y que además pasa por el punto(1, 2). Es decir, buscamos una función
y(x) tal que

y′(x) = 2x, y(1) = 2.
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1.1 Integral indefinida. Integración por sustitución

Sabemos que la solución a la ecuacióny′(x) = 2x es la familia de curvas
y(x) = x2 + C. Como

y(1) = 12 + C = 2,
por lo tantoC = 1. Así, la curva que satisface las condiciones anteriores es

y(x) = x2 + 1.

Un problema de valores iniciales puede involucrar derivadas de orden superior.
En ese caso, cada integral indefinida tiene asociada una constante de integración
diferente. Para determinar el valor de todas esas constantes será necesario
especificar un número de condiciones iniciales igual al orden de la derivada mayor.
Así, por ejemplo, buscamos una funcióny(x) tal que

y′′(x) = 6x, y(0) = −2, y′(0) = 1.

Para ese fin, llevamos a cabo la primera integración, obteniendo

dy

dx
=

�
d2y

dx2
dx

=

�
6x dx

= 3x2 + C1,

Integrando nuevamente, se tiene

y(x) =

�
dy

dx
dx

=

�
(3x2 + C1) dx

= x3 + C1x+ C2.

Por último, para determinar los valores deC1 y C2 utilizamos las condiciones
iniciales dadas, es decir,

y(0) = −2 = (0)3 + C1 (0) + C2

y′(0) = 1 = 3 (0)2 + C1

obteniendoC1 = 1 y C2 = −2. De esta manera, la solución a la ecuación
y′′(x) = 6x con los valores iniciales dados es

y(x) = x3 + x− 2.
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Capítulo 1 Integración

1.1.2 Integración por sustitución

El método de integración por sustitución se utiliza cuando el integrando es la
derivada de una composición de funciones. La idea es introducir un cambio de
variable en la integral original, que presenta una forma relativamente compleja,
con el fin de convertirla en una integral directa o, al menos, más manejable. Por
ejemplo, compara las siguientes integrales

�
sen x dx vs

�
sen (x2) 2x dx.

La integral de la izquierda es una integral directa de la forma
�
f(x)dx, con

f(x) = sen x, dada por
�
sen x dx = − cosx+ C.

En contraste, la integral de la derecha es de la forma
�
f(g(x)) g′(x) dx, en donde

el integrando es la derivada de la composiciónf(g(x)), conf(g(x)) = sen [g(x)]
y g(x) = x2. En ese caso, resulta natural proponer la sustituciónu = x2. De este
modo, tenemos

u = x2 ⇒ du = d(x2) = 2x dx
y la integral original se reduce a

�
sen (x2) 2x dx =

�
sen u du = − cosu+ C = − cos(x2) + C.

Método de sustitución para integrales indefinidas.Seau = g(x), cong

diferenciable, y seanf y F tales quef(u) =
dF (u)

du
. Entonces

�
f(g(x)) g′(x) dx =

�
f(g(x)) dg(x) =

�
f(u) du = F (u) + C = F (g(x)) + C.

Ejemplo:

Determina
� √

2 + 5x dx.

Para ello, proponemosu = 2 + 5x. En ese caso,

u = 2 + 5x ⇒ du = d(2 + 5x) = 5 dx.
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1.1 Integral indefinida. Integración por sustitución

Observamos que en el integrando hace falta un factor5 para completar la
diferencialdu. Como se trata de un factor constante, podemos multiplicar ydividir
la integral por5, de donde

� √
2 + 5x dx =

�
1

5

�� √
2 + 5x (5 dx)

=
1

5

�
u1/2 du

=
1

5

�
u3/2

3/2

�
+ C

=
2

15
u3/2 + C

=
2

15
(2 + 5x)3/2 + C.

Observa que a partir del tercer renglón también pudimos haber escrito
1
5



u3/2

3/2
+ C

�
= 2

15
(2 + 5x)3/2 + 1

5
C, que es equivalente al resultado obtenido.

Este método no es útil cuando se tiene una integral de la forma
�
f(g(x)) dx

en donde falta el factorg′(x) en el integrando, salvo queg′(x) sea una constante,
como en el ejemplo anterior. Por ejemplo, considera la integral

�
sen (x2) dx

y vuelve a intentar el cambio de variableu = x2. Notarás que
�
sen (x2) dx =

�
sen u dx =

�
sen u

du

2x
=

�
senu

du

2
√
u
=etc,

que contiene variables mezcladas, por lo que no puede integrarse ni con respecto a
x ni con respecto au.

El método de sustitución puede complementarse con algún otro método, o con
el uso de identidades matemáticas y trucos varios. Por ejemplo, considera las
integrales

�
sen2x dx y

�
cos2 x dx. Sabemos que éstas no son directas, ya que las

funcionessen2x y cos2 x no poseen una antiderivada simple. Por esta razón, es útil
utilizar las siguientes identidades trigonométricas (¿sabes cómo deducirlas?)

sen2 x =
1− cos(2x)

2
, cos2 x =

1 + cos(2x)

2
.

Con la primera de éstas encontramos
�
sen2x dx de la siguiente manera

�
sen2 x dx=

�
1− cos(2x)

2
dx =

�
1

2
dx−

�
cos(2x)

2
dx.
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Capítulo 1 Integración

Introduciendo el cambio de variableu = 2x se tiene

u = 2x ⇒ du = d(2x) = 2 dx,

de modo que
�
sen2 x dx =

�
1

2
dx− 1

2

�
cos(2x)

2
(2 dx)

=
1

2

�
dx− 1

4

�
cosu du

=
1

2
x− 1

4
sen u+ C

=
x

2
− sen (2x)

4
+ C .

Invitamos al entusiasta lector a demostrar que
�

cos2 x dx =
x

2
+
sen (2x)

4
+ C .

Con estas dos nuevas fórmulas, ampliamos nuestra tabla anterior, ahora adaptada
al caso general de integrales por sustitución.

Algunas fórmulas de integración por sustitución

Seau = g(x), cong una función diferenciable. Entonces,

1.
�
du = u+ C.

2.
�
un du =

un+1

n+ 1
+ C , n �= −1.

3.
�
u−1 du =

� du
u
= ln |u|+C, u �= 0.

4.
�
sen u du = − cosu+ C.

5.
�
cosu du = sen u+ C.

6.
�
sec2 u du = tan u+ C.

7.
�
csc2 u du = − cot u+ C.

8.
�
secu tan u du = secu+ C.

9.
�
cscu cot u du = − cscu+ C.

10.
�
sen2u du =

u

2
− sen (2u)

4
+ C.

11.
�
cos2 u du =

u

2
+
sen (2u)

4
+ C.

12.
�
eu du = eu+C.

13.
�
au du =

1

ln a
au+C, a > 0, a �= 1.
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1.2 Sumas finitas. Sumas de Riemann. Integral definida

Ejemplos:

1.
�
e(2−3x)/4 dx.

Seau = 2−3x
4

, de modo quedu = −3
4
dx.

∴
�
e(2−3x)/4 dx =

�
−4
3

� �
e(2−3x)/4

�
−3
4
dx
�
= −4

3

�
eu du

= −4
3
eu + C = −4

3
e(2−3x)/4 + C.

2.
� ln (2x)

x
dx.

Seau = ln (2x), de modo quedu = dx
x
.

∴
� ln (2x)

x
dx =

�
ln (2x)

�
1
x
dx
�
=
�
u du = u2

2
+ C = ln2(2x)

2
+ C.

3.
�
3cos x senx dx.

Seau = cos x, de modo quedu = −senx dx.

∴
�
3cos x senx dx = −

�
3cos x (−sen x) dx = −

�
3u du = − 1

ln 3
3u + C

= − 1

ln 3
3cos x + C.

4.
�
e2x
√
1− e2x dx.

Seau = 1− e2x, de modo quedu = −2e2x dx.

∴
�
e2x
√
1− e2x dx =

�
−1

2

�� √
1− e2x (−2e2x) dx =− 1

2

� √
u du

= −1

2

�
u3/2

3/2

�
+ C = −1

3
(1− e2x)3/2 + C.

1.2 Sumas finitas. Sumas de Riemann. Integral definida

1.2.1 Sumas finitas

Definición. Seank0, n ∈ Z, conk0 ≤ n. Unasuma finitaes una expresión de la
forma

n�

k=k0

ak = ak0 + ak0+1 + ak0+2 + . . .+ an,

en dondek = k0, k0 + 1, . . . , n se denomina elíndicede la sumatoria,ak es el
k-ésimo término, k0 es elíndice inferiory n el índice superiorde la sumatoria.
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Capítulo 1 Integración

Los siguientes ejemplos ilustran la notación:

1.
4

k=−1
k = −1 + 0 + 1 + 2 + 3 + 4 = 9.

2.
3

k=1

(−1)kk2 = (−1)112 + (−1)222 + (−1)332 =− 1 + 4− 9 = −6.

3.
3

k=3

(−1)kk2 = (−1)332 = −9.

4.
n

k=0

3k = 1 + 3 + 32 + . . .+ 3n−1 + 3n.

5.
4

k=1

1 = 1 + 1 + 1 + 1 = 4.

6.
n

k=1

1 = 1 + 1 + . . .+ 1 = n.

7.
n

k=1

x2k∆xk = x21∆x1 + x
2
2∆x2 + . . . + x

2
n∆xn.

Nota que en la suma
n

k=k0

ak el resultado final no depende del índicek. Esto

significa quek es un índice mudo, por lo que puedes reemplazarlo por cualquier
otra letra, con excepción dek0 y n. Así, por ejemplo,

n�

k=n−2
ak =

n�

i=n−2
ai =an−2 + an−1 + an.

Asimismo, un mismo resultado puede expresarse de maneras distintas mediante un
cambio de índices, como se muestra en el siguiente ejemplo (l ≥ i):

l�

k=i

F (k) =
l−i�

j=0

F (j + i) =F (i) + F (i+ 1) + . . .+ F (l).

Propiedades de la sumatoria

Seank0, n ∈ Z, conk0 ≤ n, y seac ∈ R. Entonces

1.
n

k=k0

c = c(n− k0 + 1).

2.
n

k=k0

cak = c
n

k=k0

ak.

3.
n

k=k0

(ak + bk) =
n

k=k0

ak +
n

k=k0

bk.

14



1.2 Sumas finitas. Sumas de Riemann. Integral definida

Ejemplo:

5�

k=3

(2k + 4) = 2
5�

k=3

k +
5�

k=3

4 = 2(3 + 4 + 5) + (4 + 4 + 4) = 36.

Fórmulas de sumatorias especiales(k0 = 1)

Sean ∈ Z, conn ≥ 1. Entonces

1.
n

k=1

k =
n(n+ 1)

2
.

2.
n

k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

3.
n

k=1

k3 =

�
n(n+ 1)

2

�2
.

Ejemplo:

100�

k=1

(k + 2)(k − 5) =
100�

k=1

(k2 − 3k − 10) =
100�

k=1

k2 − 3
100�

k=1

k−
100�

k=1

10

=
100(100 + 1)(2(100) + 1)

6
− 3(100)(100 + 1)

2
− 10(100)

= 322 200.

Además de las anteriores, existen otras sumatorias especiales, que revisten de
gran interés debido a sus aplicaciones prácticas. Una de ellas, posiblemente la más
importante y útil, es la suma geométrica, que presentamos a continuación.

Definición. Sean ∈ Z, conn ≥ 1. Unasuma geométricaes una expresión de la
forma

n�

k=1

rk−1 = 1 + r + r2 + . . . + rn−1,

conr ∈ R una constante.

Para encontrar el valor de la suma geométrica, primero nota que sir = 1,
entonces

n�

k=1

1k−1 = 1 + 1 + 1 + . . .+ 1 = n.
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Capítulo 1 Integración

Ahora procedemos a determinar
n�

k=1

rk−1 parar �= 1. Para ello es conveniente

denotar la suma comoSn =
n�

k=1

rk−1, es decir,

Sn = 1 + r + r2 + r3 + · · ·+ rn−2 + rn−1.
Luego utilizamos el truco de multiplicarSn por r

rSn = r + r2 + r3 + r4 + · · ·+ rn−1 + rn,

de modo que la substracciónSn − rSn se convierte simplemente en

Sn − rSn = 1− rn,

o bien, factorizandoSn en el lado izquierdo,

(1− r)Sn = 1− rn.

Por último, como hemos supuestor �= 1, en esta última ecuación podemos despejar
Sn, obteniendo

Sn =
1− rn

1− r .
Concluimos que

n�

k=1

rk−1 =
1− rn

1− r , r �= 1.

Ejemplos:

1.
20�

k=1

�
1

2

�k−1
= 1+

�
1

2

�
+

�
1

2

�2
+ · · ·+

�
1

2

�19
=

1−
�
1
2

�20

1−
�
1
2

� = 2
�
1− 1

220

�
.

2.
10�

k=1

�
−1

2

�k−1
= 1−

�
1

2

�
+

�
1

2

�2
−· · ·−

�
1

2

�9
=

1−
�
−1
2

�10

1−
�
−1
2

� = 2
3

�
1− 1

210

�
.

3.
97�

k=1

3k−1 = 1 + 3 + 32 + · · ·+ 396 =
1− 397

1− 3
= −1

2
[1− 397] .

4. El precio actual de un bono cuponado está dado porp =
N−1�

t=1

cβt +K, en donde

c es el valor del cupón,0 < β < 1 es una tasa de descuento,K es un valor
terminal (valor nominal) yN > 2. En este caso, el valor de la suma es

p = cβ
N−1�

t=1

βt−1 +K = cβ

�
1− βN−1

1− β

�
+K.
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1.2 Sumas finitas. Sumas de Riemann. Integral definida

Además de la suma geométrica, otro tipo de suma de interés es la familia
denominada como sumas telescópicas, definidas a continuación.

Definición. Seank0, n ∈ Z, conk0 ≤ n. Unasuma telescópicaes una expresión
de la forma

n�

k=k0

(ak+1 − ak).

Como una suma telescópica involucra la resta de elementos consecutivos, casi
todos los términos se irán cancelando en parejas, sobreviviendo sólo dos de ellos,
es decir,

n�

k=k0

(ak+1 − ak) = (ak0+1 − ak0) + (ak0+2 − ak0+1) + (ak0+3 − ak0+2)

+ . . .+ (an − an−1) + (an+1 − an)

= an+1 − ak0 .

Así, por ejemplo,
n�

k=1

�
(k + 1)2 − k2

�
=

�
22 − 12

�
+
�
32 − 22

�
+
�
42 − 32

�

+ . . .+
�
n2 − (n− 1)2

�
+
�
(n+ 1)2 − n2

�

= −12 + (n+ 1)2

= (n+ 1)2 − 1.

1.2.2 Sumas de Riemann

Las sumas finitas pueden utilizarse para aproximar el áreaA bajo una curva
y = f(x) en un intervalo[a, b], conf una función no negativa, f ≥ 0, y acotada.
La idea es aproximar esa área por la sumaSP de las áreas de muchos rectángulos
delgados, como lo muestra la siguiente figura.
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Capítulo 1 Integración

La base de los rectángulos se obtiene construyendo una particiónP del intervalo
[a, b] en n subintervalos. Para ello, se seleccionan − 1 puntos interiores
x1, x2, . . . , xn−1 en [a, b] tales quea = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b.
La particiónP = {x0, x1, x2, . . . , xn−1, xn} define entonces una familia den
subintervalos[x0, x1] , [x1, x2] , . . . , [xn−1, xn], con longitud∆xk = xk − xk−1,
para cadak = 1, . . . , n.

Para determinar la altura delk-ésimo rectángulo se selecciona un punto arbitrario
ck ∈ [xk−1, xk] en el subintervalo correspondiente, de modo que su altura estará
dada por el valor de la función,f(ck), en ese punto. Así, el rectángulo tiene por
base el subintervalo[xk−1, xk] en el ejeX, y por alturaf(ck), de modo que su área
esf(ck)∆xk. Al sumar losn productosf(ck)∆xk obtenemos finalmente el área
totalSP del conjunto de rectángulos, es decir,

SP =
n

k=1

f(ck)∆xk.

Esto es lo que se conoce como unasuma de Riemannparaf en el intervalo[a, b] .

El valorSP de una suma de Riemann para aproximar el áreaA bajo una curva
y = f(x) depende del númeron de subintervalos considerados, así como de las
longitudes∆xk de los subintervalos. Asimismo, la selección de los númerosck en
cada subintervalok determinará si los rectángulos correspondientes quedaránpor

18



1.2 Sumas finitas. Sumas de Riemann. Integral definida

debajo, por encima, o cruzando la curva.

A medida que se refina la particiónP se incrementa el número de intervalos
y los rectángulos se adelgazan. Si la funciónf es lo suficientemente "decente",
entonces es de esperarse que la sumaSP aproxime con mayor exactitud el valor
del áreaA, sin importar si los rectángulos van por debajo o por encima de la curva.
En ese caso, es posible demostrar que en el límite cuando el tamaño de la partición
tiende a cero,||P || → 0, el valor de la suma infinita es independiente tanto de
la partición utilizada como de la selección de los puntosck. Su valor es único y
coincide precisamente con el áreaA, es decir,

A = ĺım
||P ||→0

SP = ĺım
n→∞

n�

k=1

f(ck)∆xk.

A este límite, cuando existe, se le conoce como integral definida def entrex = a

y x = b y se denota por
� b

a
f(x)dx. La notación en términos del signo de integral

se hará evidente en la sección 1.3, cuando estudiemos el Teorema Fundamental del
Cálculo.

Definición. Seaf una función definida en el intervalo[a, b] y seaP
una partición de[a, b], con puntos de la particiónx0, x1, . . . , xn, en donde
a = x0 < x1 < . . . < xn = b. Seanck ∈ [xk−1, xk], ∆xk =xk − xk−1 y
||P || = máx {∆xk} . La integral definidadef entrex = a y x = b es el límite

b�

a

f(x) dx = ĺım
||P ||→0

n�

k=1

f(ck)∆xk,

cuando este límite existe. En ese caso, se dice que la funciónf esintegrable,o
Riemann integrable, en el intervalo[a, b].
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Capítulo 1 Integración

Ejemplo:

Expresa el límite ĺım
||P ||→0

n

k=1

(2ck − 5)3∆xk como una integral definida, siP

denota una partición del intervalo[0, 2].

En este caso,f(x) = (2x− 5)3, de modo que

ĺım
||P ||→0

n�

k=1

(2ck − 5)3∆xk =

2�

0

(2x− 5)3dx.

El límite ĺım
||P ||→0

n

k=1

f(ck)∆xk no siempre existe, es decir, no toda función es

Riemann integrable. El siguiente teorema establece una condición suficiente para
que ese límite exista.

Teorema.Toda función continua es Riemann integrable. Esto es, si unafunción
f es continua en un intervalo[a, b] , entonces existe su integral definida sobre[a, b] .

Demostración:

La condición de que la funciónf sea continua en un intervalo cerrado te
garantiza quef siempre alcanza sus valores mínimo y máximo en ese intervalo.
De esta manera, la función alcanzará un valor máximo, maxk, y un valor mínimo,
mink, en cada subintervalok. La suma de los productosmı́nk△xk asociados con
los valores mínimos es el número

L = min1△x1 + min2△x2 + . . .+ minn△xn,

conocido como lasuma inferiordef en la particiónP, que representa el área de
los rectángulos que están por debajo de la gráficay = f(x).

Asimismo, la suma de los productos maxk△xk asociados con los valores máximos
de la función es el número

U = max1△x1 + max2△x2 + . . .+ maxn△xn,

20



1.2 Sumas finitas. Sumas de Riemann. Integral definida

conocido como lasuma superiordef en la particiónP , que representa el área de
los rectángulos que están por encima de la gráficay = f(x).

De esta manera, los númerosL y U constituyen una cota para la suma de Riemann,
es decir,

L ≤
n�

k=1

f(ck)∆xk ≤ U.

La diferenciaU − L es por tanto un número no negativo, que representa el área de
los bloquecitos mostrados en la siguiente figura.

A medida que�P� → 0 los bloquecitos se vuelven más numerosos, estrechos y
chaparritos, de modo que la diferenciaU − L se hace cada vez más pequeña, es
decir,

ĺım
||P ||→0

(U − L) = 0,

o bien,
ĺım

||P ||→0
L = ĺım

||P ||→0
U.

En ese límite, se satisface entonces

ĺım
||P ||→0

L = ĺım
||P ||→0

n�

k=1

f(ck)∆xk = ĺım
||P ||→0

U,

de modo que cuando�P� → 0 el valor de la suma de Riemann
n

k=1

f(ck)∆xk

coincide tanto con el de la suma inferiorL como con el de la suma superior
U , independientemente de la partición utilizada y de la selección de los valores
representativosck. La función es, por tanto, Riemann integrable.
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Capítulo 1 Integración

La continuidad def en [a, b] no es una condición necesaria para quef sea
Riemann integrable. El siguiente teorema establece una versión menos restrictiva
que la anterior, en relación con la existencia de la integraldefinida def sobre[a, b] .

Teorema.Si f es acotada en un intervalo[a, b] y si f es continua, excepto en un
número finito de puntos, entoncesf es integrable en[a, b] .

De acuerdo con el teorema anterior, un tipo de funciones discontinuas que sí
son integrables son las funcionescontinuas por tramos. En este caso, la integral
definida sobre el intervalo[a, b] puede escribirse como la suma de integrales sobre
los subintervalos de[a, b] en los que la función es continua. Así, por ejemplo, si

f(x) =






f1(x), a ≤ x < c
f2(x), c ≤ x ≤ d
f3(x), d < x ≤ b

conf2(c) �= ĺım
x→c

f1(x) y f2(d) �= ĺım
x→d
f3(x), entonces

� b

a

f(x)dx =

� c

a

f1(x)dx+

� d

c

f2(x)dx+

� b

d

f3(x)dx.

Un tipo especial de funciones discontinuas que no son Riemann integrable
son las funciones que no son continuas en ningún subintervalo de[a, b]. Un lindo
ejemplo al respecto está dado por la función

f(x) =

�
1, si x es racional,
0, si x es irracional.

Esta función no es integrable en ningún intervalo[a, b], ya que

U =
n

k=1

maxk ∆xk =
n

k=1

1 ·∆xk = b− a,

L =
n

k=1

mı́n k ∆xk =
n

k=1

0 ·∆xk = 0,

∴ ĺım
||P ||→0

U �= ĺım
||P ||→0

L.
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1.2 Sumas finitas. Sumas de Riemann. Integral definida

La integral definida
� b

a
f(x)dx representa un área sólocuandof ≥ 0.

Cuandof puede tomar valores negativos a lo largo del intervalo[a, b] la integral
definida pierde su significado geométrico de área, convirtiéndose en una suma
de contribuciones, que puede tomar un valor positivo, negativo o inclusive cero,
dependiendo del signo de los productosf(ck)∆xk.

b�

a

f(x) dx > 0
b�

a

f(x) dx < 0
b�

a

f(x) dx = 0

También observa que si el intervalo de integración[a, b] se recorre en sentido
inverso, es decir deb haciaa, conb > a, entonces∆xk ≤ 0 y el signo de la integral

se invierte. Así, por ejemplo, paraf ≥ 0 se tiene
a�

b

f(x) dx < 0.

Los siguientes ejemplos ilustran cómo utilizar las sumas deRiemann para
determinar el área bajo una función no negativaf ≥ 0 en un intervalo dado[a, b].
Por simplicidad, en todos los casos supondremos que los subintervalos están
igualmente espaciados, es decir,

∆xk ≡ ∆x =
b− a
n
,

y tomaremos comock al punto final del correspondiente subintervalok, es decir,

ck = a+ k ∆x,

como se ilustra en la siguiente figura.
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Capítulo 1 Integración

Ejemplos:

1. Encuentra la integral definida de la función constantef(x) = C en el intervalo
[a, b], conC > 0, b > a.

Aquí f(ck) = C, y nota que∆x no depende dek. De esta manera,

b�

a

C dx = ĺım
||P ||→0

n

k=1

C ∆x

= ĺım
n→∞

C (∆x)
n

k=1

1

= ĺım
n→∞

C (∆x)n

= ĺım
n→∞

C

�
b− a
n

�
n

= ĺım
n→∞

C (b− a) = C(b− a).

ComoC > 0, nota queC(b − a) representa el área del rectángulo entre
f(x) = C y el ejex, en el intervalo[a, b].

2. Encuentra la integral definida def(x) = x en[a, b], conb > a > 0.

Aquí f(ck) = ck. De esta manera,

b�

a

x dx = ĺım
||P ||→0

n

k=1

ck ∆x = ĺım
n→∞

n

k=1

(a+ k∆x) ∆x

= ĺım
n→∞

�
a (∆x)

n

k=1

1 + (∆x)2
n

k=1

k

�

= ĺım
n→∞

�
a (∆x)n+(∆x)2

n(n+ 1)

2

�

= ĺım
n→∞

�

a

�
b− a
n

�
n+

�
b− a
n

�2
n(n+ 1)

2

�

= ĺım
n→∞

�
a(b− a) + (b− a)2

2

�
n+ 1

n

��

= a(b− a) + (b− a)2
2

ĺım
n→∞

�
1 +

1

n

�

= a(b− a) + (b− a)2
2

=
b2

2
− a

2

2
.

Aquí
b2

2
− a

2

2
representa el área del trapecio entref(x) = x y el ejex, en el

intervalo[a, b] dado.
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3. Encuentra la integral definida de la funciónf(x) = x2 en el intervalo[a, b], con
b > a > 0.

Aquí, f(ck) = (ck)
2 . De esta manera,

b�

a

x2 dx = ĺım
||P ||→0

n�

k=1

(ck)
2 ∆x

= ĺım
n→∞

n�

k=1

(a+ k∆x)2 ∆x

= ĺım
n→∞

�

a2∆x
n�

k=1

1 + 2a(∆x)2
n�

k=1

k + (∆x)3
n�

k=1

k2

�

= ĺım
n→∞

�
a2 (∆x)n+2a(∆x)2

n(n+ 1)

2
+ (∆x)3

n(n+ 1)(2n+ 1)

6

�

= ĺım
n→∞

�

a2
�
b− a
n

�
n+2a

�
b− a
n

�2
n(n+ 1)

2
+

�
b− a
n

�3
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

�

= ĺım
n→∞

�

a2(b− a) + a (b− a)2
�
n+ 1

n

�
+
(b− a)3

6

�
n+ 1

n

��
2n+ 1

n

��

= a2(b− a) + a (b− a)2 ĺım
n→∞

�
1 +

1

n

�
+
(b− a)3

6
ĺım

n→∞

�
1 +

1

n

�
ĺım

n→∞

�
2 +

1

n

�

= a2(b− a) + a (b− a)2+(b− a)3
3

=
b3

3
− a

3

3
.
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Capítulo 1 Integración

En el siguiente par de ejemplos hay que proceder al revés, es decir, te dan la
suma de Riemann y te piden reconocer de qué integral se trata.Para ello, recuerda
que

b�

a

f(x) dx = ĺım
∆x→0

n�

k=1

f(ck)∆x, ck = a+ k ·∆x, ∆x =
b− a
n
.

Ejemplos:

1. Expresaĺım
n→∞

n

k=1

sen

�
kπ

n

�
·

π
n

�
como una integral definida.

En este ejemplo, la respuesta es bastante directa. Seack =
kπ

n
. Se tiene

ck =
kπ

n
=⇒ f (ck) = sen (ck) .

Como

ck =
kπ

n
= 0 + k


π
n

�
= a+ k∆x,

por lo tanto

a = 0,

∆x =
π

n
=
b− a
n
,

b = π + a = π.

Así,

ĺım
n→∞

n�

k=1

sen

�
kπ

n

�
·

π
n

�
=

π�

0

sen x dx.

2. Expresaĺım
n→∞

n

k=1

�
2 +

4k

n

�
4

n

�
como una integral definida.

En este ejemplo hay dos respuestas, al menos, que son equivalentes entre sí. La

idea es identificarck en la expresiónĺım
n→∞

n�

k=1

�

2 +
4k

n� �� �
f(ck)

�
4

n

�

� �� �
∆x

.

a. Seack = 2 +
4k

n
. Se tiene

ck = 2 +
4k

n
=⇒ f (ck) =

√
ck.
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Como

ck = 2 +
4k

n
= 2 + k

�
4

n

�
= a+ k∆x,

por lo tanto

a = 2,

∆x =
4

n
=
b− a
n
,

b = 4 + a = 4 + 2 = 6.

Así,

ĺım
n→∞

n�

k=1

�

2 +
4k

n

�
4

n

�
=

6�

2

√
x dx.

b. Seack =
4k

n
. Se tiene

ck =
4k

n
=⇒ f (ck) = (2 + ck)

2 .

Como

ck =
4k

n
= 0 + k

�
4

n

�
= a+ k∆x,

por lo tanto

a = 0,

∆x =
4

n
=
b− a
n
,

b = 4 + a = 4 + 0 = 4.

Así,

ĺım
n→∞

n�

k=1

�

2 +
4k

n

�
4

n

�
=

4�

0

√
2 + x dx.

1.2.3 Integral definida

De las sumas de Riemann de la sección anterior aprendimos que
� b

a

C dx = C(b− a),
� b

a

x dx =
b2

2
− a

2

2
y

� b

a

x2 dx =
b3

3
− a

3

3
.

Así, por ejemplo, la integral definida dex2 en el intervalo[−1, 2] es
� 2

−1
x2 dx =

23

3
− (−1)3

3
=

8

3
+

1

3
= 3.
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Capítulo 1 Integración

En la sección 1.3 aprenderemos cómo calcular integrales definidas más generales,
sin utilizar sumas de Riemann, a partir de su conexión con el concepto de
antiderivada.

Nota que la integral definida
� b

a
f(x)dx es un número (no una función), en

dondex es unavariable mudaque puedes reemplazar por cualquier otra letra sin
que cambie el resultado. Esto es,

� b

a

f(x) dx =

� b

a

f(t) dt.

Así, por ejemplo,
� 2

−1
x2 dx =

� 2

−1
t2 dt =

� 2

−1
y2 dy = 3.

Esto difiere del caso de integrales indefinidas, en donde
�
f(x)dx es una función

dex (no un número), de modo que
�
f(x)dx �=

�
f(t)dt.

Propiedades de la integral definida

Seanf y g funciones Riemann integrables y seak ∈ R. Entonces,

1.
� a

a
f(x) dx = 0.

2.
� b

a
f(x) dx = −

� a

b
f(x) dx. Orden de integración

3.
� b

a
k · f(x) dx = k ·

� b

a
f(x) dx. Múltiplo constante

4.
� b

a
(f(x) + g(x)) dx =

� b

a
f(x) dx+

� b

a
g(x) dx. Suma

5.
� b

a
f(x) dx+

� c

b
f(x) dx =

� c

a
f(x) dx. Aditividad

6.mı́n f · (b− a) ≤
� b

a
f(x) dx ≤ máx f · (b− a). Desig. Max-Min

7. f(x) ≥ g(x), ∀x ∈ [a, b]⇒
� b

a
f(x) dx ≥

� b

a
g(x) dx. Dominación

f(x) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b]⇒
� b

a
f(x) dx ≥ 0. Dominación

Ejemplos:

1. De la propiedad 4 se sigue que

� 2

−1

�
x2 + 2

�
dx =

� 2

−1
x2dx+

� 2

−1
2 dx = 3 + 6 = 9.
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2. Si
� 5
−1 f(x) dx = 3 y

� 3
−1 f(x) dx = 1, de la propiedad 5 se tiene

� 5

3

f(x) dx =

� 5

−1
f(x) dx−

� 3

−1
f(x) dx = 3− 1 = 2.

3. Con la desigualdad 6 se puede demostrar que
� 1
0

√
1 + cosx dx �= 2. Para ello,

definef(x) =
√
1 + cosx y nota que su valor máximo en el intervalo[0, 1] es

máx f =
√
1 + 1 =

√
2 (cuandox = 0). De la desigualdad Max-Min se sigue

� 1

0

√
1 + cosx dx ≤

√
2 · (1− 0) =

√
2,

que es un número menor que2. Concluimos que
� 1
0

√
1 + cosx dx �= 2.

1.3 Teorema Fundamental del Cálculo

El Teorema Fundamental del Cálculo (TFC) establece la relación entre los procesos
de integración y diferenciación. Para ello, se parte de una función continuaf(t) en
[a, b], a partir de la cual se define una segunda funciónF (x) como

F (x) =

� x

a

f(t) dt,

para cadax ∈ [a, b]. La funciónF (x) es la integral definida def(t) con límite
superior variable,x.

Teorema Fundamental del Cálculo (parte 1)

Si f es continua en[a, b], entonces la función

F (x) =

� x

a

f(t) dt

es derivable en cada puntox ∈ (a, b) y su derivada está dada por

dF (x)

dx
=
d

dx

� x

a

f(t) dt = f(x).
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