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las carreras de Economia y Direccion Financiera en el ITA8tr&ta de una
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Capitulo 1
Integracion

1.1 Integral indefinida. Integracion por sustitucion

1.1.1 Antiderivada. Integral indefinida

Dada una funcion diferenciablé(x), su derivadaf(r) = dF(z)/dx se
define como la razén de cambio instantaned’den cada punto interior

de su dominio. Esta representa la pendiente de la rectan@ngéa curva

y = F(z) en el puntoz, F(z)), como se ilustra en las siguientes gréficas.
La gréfica superior muestra una funcion diferencidble), cuya derivada es
la funcion f(z) = dF(x)/dx mostrada en la gréfica inferior.

"1 y=Fx)

F'(xl)c:ﬂ Fr(xz) oy

Fii=0

y =Jf{x) = Fix)

grafica de las
pendientes de Fix)
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Capitulo 1 Integracion

En muchas aplicaciones nos interesa resolver el probleraesm a saber, dada
una funciénf buscamos una funciéh cuya derivada seA. En ese caso, decimos
gueF' es unaantiderivadade f.

Definicion. Se dice que la funcion diferenciable es unaantiderivadao
primitiva de la funcidonf en un intervalo abiertd si, para todac € I,
dF(x)
dx

= f(=).

Por ejemplo, una antiderivada de la funcifiz) = 2z es la funciont'(z) = 22,
ya quedz?/dx = 2x. Nota que ésta no es la Unica antiderivadafdga que
también las funcioneB(z) = 2> + 1 0 F(z) = 2* — 5 tienen por derivadax. De
hecho, el conjunto de antiderivadas fle) = 2z es infinito, ya que para cualquier
constante”’ se satisfacé (¢ + C) /dx = 2x. Asi, 2? + C representa el conjunto
de todas las antiderivadas de la funciffx) = 2z. A esta familia infinita de
antiderivadas se le conoce comargegral indefinidade f.

Definicion. La integral indefinida de la funciéri(z) con respecto a se denota
por [ f(x)dxz y representa el conjunto de todas las antiderivada’ &a ese caso
escribimos

/f(a:) de = F(z)+ C,

en dondeC' es una constante arbitrariayes tal queiF'(z)/dx = f(z). El
simbolo | se conoce comsigno de integralla funciénf es elintegrandoy = es
la variable de integracion.

Por ejemplo, comd’'(z) = 2? es una antiderivada g&x) = 2x, por lo tanto la
integral indefinida dg con respecto a es

/2xdmzx2+0.

Pero también pudimos haber seleccionadd@) = 2% + 1 como antiderivada de
f, obteniendo

/2xdsc = (x2+1)+0

= 22+ (C+1)
:L“2+C’/,
6
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1.1 Integral indefinida. Integracion por sustitucion

conC’ = C + 1. En realidad, ambos resultados representan la misma faiailia
funciones C'y C’ son arbitrarias). El primer resultado es mas simple.

A partir de la definicion de integral indefinida, debe resuitaro que

/dZ;x>dx:F(x)+C y d%/f(f”)d”f:f@)'

Ejemplos:
1. [+'(0)dg =r(0)+ C.
2. %fe‘/i dt =eV?.

Propiedades de la integral indefinida
1. [[kf(z)] de =k [[ f(z) dz], paratoddi € R

2. [ [f(x) + g(@)] dv = [ f(x) du + [ g(z) da.

Ejemplo:

[ 151@)=zaw) dz =5 [ f@)do— [ gta) .

Cuidado: [(fg)dx # ([ fdz) ([gdx)y [ (f/9)dx # ([ fdz) /([ gdz).

Algunas formulas de integracion directa
1. [de=z+C.

n+1
2. [a"dx =

C ~1.
-1 tC¢ n#

3.f:c‘1dx:fd—;:ln|x\+0, z #0.
4, fsenxdx:—cosx+0.

5. [cosz dx = senx + C.

6. [sec’z dr =tanz + C.

7. [esc®x de = —cotx + C.

8. [secx tanz dx = secx + C.

9

. Jesca cotx do = —cscx + C.
10. [ e dz = e"+C.

1
11. [a® dv =—a"+C, a >0, a#1.
Ina
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Capitulo 1 Integracion

Ejemplos:
dav/a? —5/2 z=3/? 8
1. dx = 4 dr = 4 =——17324C.
2. f[\/g_'_ v \/ﬂ dt = f[\/g+t1/4] dt :\/gt‘F% +C = \/5t+gt5/4+0.

w

[ 3" da :%31‘ +C.

In

IS

1
N 86712$ dsc:f( ) (867”3) dx = [secr tanz dx =secx + C.
cos? x cosx ) \cosw

. [ (In(2z) —Inz) dz= [In (%) doz = [In2dz=In2 ([dz) =xIn2+C.

(62

Es importante observar que la integral indefinida siempbe @entener la
constante de integracidd. Esta constante indica que la integral indefinida
representa una infinidad de funciones, o familia de curveE®m, que poseen la
misma pendiente en cada punto de su dominio. Por ejemplaniéid de curvas
y(z) cuya pendiente en cada punt@s

dy
o _4£5
dx v

esta dada por
d
y(zr) = %dx: 27 dv = 2* + C,

que representa una infinidad de parabolas desplazadasairegite, como se
muestra en la siguiente figura.

>

Foreidic 1.2)
y=x 2y

0 x

Solo cuando se desea seleccionar la curva particular denlaf@ue pasa por un
punto daddz, yo) entonces la constanée deja de ser arbitraria, para tomar un
valor especifico. A esto se le conoce com@urblema de valores iniciale®or
ejemplo, nos preguntamos cudl es la cuya) cuya pendiente en cada punt@s
dy/dx = 2x y que ademas pasa por el pu(to2). Es decir, buscamos una funcién
y(z) tal que

y(x) =2z, y(l)=2.

8
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1.1 Integral indefinida. Integracion por sustitucion

Sabemos que la solucién a la ecuacidixr) = 2z es la familia de curvas
y(z) = 2*+ C. Como

y(1) =1*+C =2,
por lo tantoC' = 1. Asi, la curva que satisface las condiciones anteriores es

y(r) = 2° + 1.

Un problema de valores iniciales puede involucrar derigsatiaorden superior.
En ese caso, cada integral indefinida tiene asociada untantasle integracion
diferente. Para determinar el valor de todas esas constseté necesario
especificar un numero de condiciones iniciales igual alrod#ela derivada mayor.
Asi, por ejemplo, buscamos una funcigix) tal que

y'(x) =6z, y(0)=-2, y(0)=1.
Para ese fin, llevamos a cabo la primera integracion, obtdaie

dy _ [Py
dr dx?

= /6xdx

= 3ZL'2 T+ Cl,

Integrando nuevamente, se tiene

y(z) = /%dz
= /(3x2+C’1) dx

= 234 Cix+C,.

Por dltimo, para determinar los valores@ey C, utilizamos las condiciones
iniciales dadas, es decir,

y(0) = —2=(0)"+Cy(0) + Gy
y'(0) = 1=3(012+C
obteniendaC; = 1y Cy = —2. De esta manera, la solucién a la ecuacién

y"(x) = 6x con los valores iniciales dados es

y(r) =2° + 2 — 2.
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Capitulo 1 Integracion

1.1.2 Integracion por sustitucion

El método de integracion por sustitucion se utiliza cuardotegrando es la
derivada de una composicion de funciones. La idea es irtiodao cambio de
variable en la integral original, que presenta una formatikemente compleja,
con el fin de convertirla en una integral directa o, al men@s manejable. Por
ejemplo, compara las siguientes integrales

/senx dr VS /sen (z%) 22 da.

La integral de la izquierda es una integral directa de la &fnf(x)dz, con
f(z) = sen x, dada por

/senm drx = —cosxz + C.

En contraste, la integral de la derecha es de la fofrfigy(z)) ¢/(z) dz, en donde
el integrando es la derivada de la composicfon(x)), con f(g(z)) = sen [g(z)]
y g(z) = 2*. En ese caso, resulta natural proponer la sustituciénz?. De este
modo, tenemos

u=2° = du=d(2*)=2zdr
y la integral original se reduce a

/sen(x2) 2z dx:/senu du = —cosu + C = — cos(z?) + C.

Método de sustitucion para integrales indefinidas.Seau = g(z), cong

diferenciable, y seafi y F' tales quef(u) = df;—(u) Entonces

/ f(9(2)) ¢ (x) d = / F(9(x)) dg(z) = / f(u) du = F(u) + C = F(g(z)) + C.

Ejemplo:
Determina/ v/2 + 5z dx.
Para ello, proponemas= 2 + 5. En ese caso,
u=2+5br = du=d(2+5z)=>5dx.
10
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1.1 Integral indefinida. Integracion por sustitucion

Observamos que en el integrando hace falta un facimara completar la
diferencialdu. Como se trata de un factor constante, podemos multiplidangir
la integral por5, de donde

/\/mozx = (%)/M(E)dx)

1
= g/ul/Qdu

1 u3/2
- 5(3m) ¢
2

- = 3/2 C
15u gt

2
= =@+ 52)*2 + C.

Observa que a partir del tercer renglén también pudimosrhediito

: (%/22 + C) =22+ 52)%? + =C, que es equivalente al resultado obtenido.
Este método no es Util cuando se tiene una integral de la fgriifg(z)) dx
en donde falta el factgy'(x) en el integrando, salvo qué(z) sea una constante,

como en el ejemplo anterior. Por ejemplo, considera la rateg

/sen (2?) dx

y vuelve a intentar el cambio de variable= x2. Notaras que

du du
/sen(x ) dx /senu T senu o senu NG etc

gue contiene variables mezcladas, por lo que no puede ansegni con respecto a
2 Ni con respecto a.

El método de sustituciéon puede complementarse con algamwitodo, o con
el uso de identidades matematicas y trucos varios. Por &ecgnsidera las
integrales| sen®z dz 'y [ cos® z dz. Sabemos que éstas no son directas, ya que las
funcionessen?z y cos? x no poseen una antiderivada simple. Por esta razon, es Util
utilizar las siguientes identidades trigopnométricaskigs@démo deducirlas?)
1 — cos(2z) 9 1 + cos(2z)
—_—, cos = —————.

2 2

Con la primera de éstas encontranjos:n’z dz de la siguiente manera

1-— 2 1 2
/seandx:/ydx:/i dx_/cos; 7) dx.

11
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Capitulo 1 Integracion

Introduciendo el cambio de variable= 2x se tiene

u=2r = du=d(2z)=2dx,
de modo que

1 1 2
/sen2xd:c = /_dx__/cos( z) (2 dx)
2 2 2
1 1
= §/d93—z/cosudu

1 1

= §x—zsenu+0
x  sen (2x)

= ———— {488
2 4 4

Invitamos al entusiasta lector a demostrar que

2
/congsdng—l-%(x)-i—C.

Con estas dos nuevas férmulas, ampliamos nuestra tablar@ora adaptada
al caso general de integrales por sustitucion.

Algunas férmulas de integracion por sustitucion

Seau = g(z), cong una funcién diferenciable. Entonces,

1. [du=u+C.
un—i—l o
2. " du = —1.
[ u™ du n+1+ , n#

d
3. [u™ du:f?u:lnml—l—a u # 0.

4, fsenudu:—cosu+C’.

5. [cosu du = sen u+ C.

6. [sec’u du =tanu + C.

7. [esc®udu= —cotu+ C.

8. [secu tanu du = secu + C.

9. [escu cot udu=—cscu+ C.
u  sen (2u)

10. [ sen*u du = 5~ 1 +C.
2
1l.fcos2udu:%+m+0.

4
12. [ e* du = e"+C.
1
13. [a" du =—a"+C, a >0, a# 1.
Ina

12
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1.2 Sumas finitas. Sumas de Riemann. Integral definida

Ejemplos:

1. [ e(2-32)/4 o

Seau = %%, de modo quelu = —2 du.
[ ey = (—4) [ @80/ (_3 gy
—dero-

In (2x)

2. [—
Seau = In (2z), de modo quelu = 4

.J@d — [n(20) (L de) = [udu=2 40 =2E) ¢

3. [ 3% senx du.
Seau = cos x, de modo quedu = —sen x dax.

o3 T senx dr = — [3°%% (—senx) doe = — [ 3" du = —%3” +C

1
— —___3cosz C.
In3 i+

4. [e*\/1— e dax.

Seau = 1 — ¢**, de modo quedu = —2¢® dx.
o[ eVl — e dr = (—%) J V1 —e?® (—2e**) dx = — % [ Vudu

1 U3/2 1 3/2
— — Z(1 — 2213/ i
<3/2)+C 3( er)" "+ C

1.2 Sumas finitas. Sumas de Riemann. Integral definida

1.2.1 Sumas finitas

Definicion. Seankq, n € Z, conky, < n. Unasuma finitaes una expresion de la
forma

Z ap = Qg, + Alo+1 + Afo+2 + ...+ ap,

k=ko
en dondek = ko, ko + 1,...,n se denomina dhdicede la sumatoriag, es el
k-ésimo términpk, es elindice inferiory n el indice superiode la sumatoria.

13

) Lorena Zogaib



Capitulo 1 Integracion

Los siguientes ejemplos ilustran la notacién:

4
1. S k=—1+40+1+2+34+4=09
k=-—1
3
2. 5 (1)Fk2 = (=1)'12 4 (—1)222 + (=1)332 = — 1+ 4 — 9 = —6.
k=1
3
3.3 (—1)kk? = (—1)332 = 9,

i
w

3kF=143+324+ ... 4+3»1 43

—_
I

1+1+14+1=4.

NgES EM:

b
Il
—_

1+1+...+1=n.

o
M=

—_

I

b
Il
—_

TiAzy = 22 Az + 23ATy + .+ 22 Axy,.

M=

b
Il
—_

Nota que en la sumd _ a; el resultado final no depende del indiceEsto
k=ko
significa quek es un indice mudo, por lo que puedes reemplazarlo por cealqui

otra letra, con excepcién dg y n. Asi, por ejemplo,

n n
E ap = E ; =0p—2 + Gp—1 + Qp.

k=n—2 t=n—2
Asimismo, un mismo resultado puede expresarse de manstadat mediante un
cambio de indices, como se muestra en el siguiente ejerpla)(

l l—1

Y F(k)y=Y_F(j+i)=F(i)+ F(i+1)+...+ F(l).

k=i j=
Propiedades de la sumatoria

Seanky,n € Z, conky < n, Yy seac € R. Entonces
1. > c=c(n—ko+1).

k=ko
2. cap=c ) a.
k=ko k=ko
B.E(ak+bk)22ak+2bk.
k=ko k=ko k=ko

14
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1.2 Sumas finitas. Sumas de Riemann. Integral definida
Ejemplo:

D (@k+4)=2> k+> 4=23+4+5)+ (4+4+4) =36

k=3 k=3 k=3

Formulas de sumatorias especiale@:, = 1)

Sean € Z, conn > 1. Entonces

n n(n+1)
1. k=———"-2
k; (2 )( )
n +1)(2n+1
2.5 k2 =101 .
3. kP = {—”(” } .
& 2
Ejemplo:
100 100 100 100 100
Y (k+2)(k-5) = > (K —3k—10)=> kK =3> k-) 10
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
_100(100 + 123(2(100) +1) 3(100)(;00 +1) 10(100)

= 322 200.

Ademas de las anteriores, existen otras sumatorias ekgscjae revisten de
gran interés debido a sus aplicaciones practicas. Unaate pthsiblemente la mas
importante y Gtil, es la suma geométrica, que presentamostangacion.

Definicion. Sean € Z, conn > 1. Unasuma geométricas una expresion de la
forma

n
Zrk_l =14r+r24+. ..+
k=1
conr € R una constante.

Para encontrar el valor de la suma geométrica, primero n@asig = 1,
entonces

n

Zlk_1:1+1+1+...+1:n.
k=1

15
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Capitulo 1 Integracion

n
Ahora procedemos a determindr r*~! parar # 1. Para ello es conveniente

k=1
n

denotar la suma coms), = Z rk=1 es decir,
k=1

Sp=1dr+r2 4?42 gl
Luego utilizamos el truco de multiplic&t, porr
rSy=r+ri+rd3 4t e
de modo que la substracciéh — r.S,, se convierte simplemente en
Sp—rS,=1-1r",
o bien, factorizand®,, en el lado izquierdo,
(1—=r)S,=1-=r"

Por ultimo, como hemos supueste 1, en esta Ultima ecuacion podemos despejar

S,, obteniendo
1—r"
S — :
1—r

Concluimos que

n

Zrk_]‘:l_rn r#1.

1—7"
k=1

Ejemplos:
1. i(%)k_l =1+ (%) + (%)2+---+ (%)19:%@);0 =21 53] .
2 (2) ) ) () e
o 1-37

3.) 3 l=143+4304.. 3% = 3 =—1[1-3"].
k=1

—

N-1
4. El precio actual de un bono cuponado esta dadg per _ ¢4’ + K, en donde

t=1
c es el valor del cupér) < 8 < 1 es una tasa de descuenio,es un valor
terminal (valor nominal) yW > 2. En este caso, el valor de la suma es

1— 6N—1

N-1
pzcﬁ;Bt“rK:cﬁ{ -

|+

16
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1.2 Sumas finitas. Sumas de Riemann. Integral definida

Ademas de la suma geométrica, otro tipo de suma de inter@sfamnilia
denominada como sumas telescopicas, definidas a contimuaci

Definicion. Seanky, n € Z, conky, < n. Unasuma telescopicas una expresion
de la forma

n

Z (aps1 — ax).

k=ko

Como una suma telescépica involucra la resta de elementsgcativos, casi
todos los términos se irdn cancelando en parejas, soleptivisélo dos de ellos,
es decir,

n

Z (a1 —ar) = (Gro1 = ary) + (@kot2 = Ghor1) + (@kots — Gkos2)
k=ko

+.. 4 (an — @p-1) + (Any1 — ap)
= QOp41 — A -
Asi, por ejemplo,

n

D (k+1)?2—#) = (22-1°) +(3°=2°) + (4> - 3%)

k=1
+... 4+ (0= (n—1)%) + ((n+1)>—n?)
= -1’4+ (n+1)
= (n+1)>-1.

1.2.2 Sumas de Riemann

Las sumas finitas pueden utilizarse para aproximar el Arbajo una curva

y = f(x) enun intervalda, b], con f una funcién no negativg’ > 0, y acotada.

La idea es aproximar esa area por la sufpale las areas de muchos rectangulos
delgados, como lo muestra la siguiente figura.

Y Y=fix) Y y={x)

17
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Capitulo 1 Integracion

La base de los rectdngulos se obtiene construyendo unei@art del intervalo
la,b] enn subintervalos. Para ello, se selecciona 1 puntos interiores

x1,%2,...,Tp_1 €N[a,b|tales quer = 29 < 21 < 9 < ... < Xp_1 < T, = b.
La particion P = {xg, 21, x9, ..., 2,1, z,} define entonces una familia de
subintervalo§zo, z41], [x1, z2] , . . ., [Tn_1, x|, CcON lONQitudAzy, = x) — 251,

paracada& =1,...,n.

Chn

Para determinar la altura delésimo rectangulo se selecciona un punto arbitrario
cx € [rx—1,zx] €n el subintervalo correspondiente, de modo que su alttagées
dada por el valor de la funciorf|c), en ese punto. Asi, el rectangulo tiene por
base el subintervale,_;, zx] en el ejeX, y por alturaf(c;), de modo que su area
es f(cr)Axg. Al sumar losn productosf (¢ ) Az, obtenemos finalmente el area
total Sp del conjunto de rectangulos, es decir,

n

Sp =Y fler)Axy.
k=1

ity

fie, )

7

e, 2!

1

.

.
1 4
— [
m=a G XS xy e T kX

— Agedng —Ax - —Ax,——

Esto es lo que se conoce como wu@na de Riemanparaf en el intervalda, b] .

El valor Sp de una suma de Riemann para aproximar el dréajo una curva
y = f(z) depende del nUmeno de subintervalos considerados, asi como de las
longitudesAz;, de los subintervalos. Asimismo, la seleccion de los nUmgres
cada subintervalé determinara si los rectangulos correspondientes quegaran
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1.2 Sumas finitas. Sumas de Riemann. Integral definida

debajo, por encima, o cruzando la curva.

v=tx) 7 =ty y=1x)

/

1

— 1

' 1

i e |

1 ] 1

| . ] Ll L
7

a=c o Cw b x a 5 L, bh=c, X ﬂcf £y c

b x

A medida que se refina la particidh se incrementa el numero de intervalos
y los rectangulos se adelgazan. Si la funcfées lo suficientemente "decente"”,
entonces es de esperarse que la sdmaproxime con mayor exactitud el valor
del areaA, sin importar si los rectangulos van por debajo o por enciena durva.
En ese caso, es posible demostrar que en el limite cuandoaitade la particion
tiende a cerol|P|| — 0, el valor de la suma infinita es independiente tanto de
la particion utilizada como de la seleccion de los purfosSu valor es unico y
coincide precisamente con el aréaes decir,

A= lim Sp= lim flcep)Axy.
|1P[[=0 n—oo ; 9
A este limite, cuando existe, se le conoce como integralidefite f entrex = «

y z = by se denota pofab f(z)dz. La notacién en términos del signo de integral
se hara evidente en la seccion 1.3, cuando estudiemos elnfaéundamental del
Calculo.

Definicion. Seaf una funcion definida en el intervale, b y seaP
una particion déa, b], con puntos de la particiong, x4, . . ., z,, €en donde
a=1x9<m <...<uzx,=>b Seanc, € [ry_1,7x], Az =) — T)_1 Y
|| P|| = méx { Az} . Laintegral definidade f entrez = ay x = b es el limite

I1Pl[—0

b n
JECEE I S
o k=1

cuando este limite existe. En ese caso, se dice que la fufi@éimtegrable,o
Riemann integrable, en el intervale, b|.

19
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Capitulo 1 Integracion

Ejemplo:

n

Expresa el I|m|teH h‘]‘m > (2¢; — 5)3Ax;, como una integral definida, $i
=0 p=1
denota una particion del interva, 2].

En este casof(z) = (2z — 5)3, de modo que

n

2
lim 2c; — 5)° / (22 — 5)3dz.
IPll~0 ;( ’ )

n
El limite Hh"]'m >~ f(cx) Az no siempre existe, es decir, no toda funcion es

Riemann integrable. El siguiente teorema establece ur@iaion suficiente para
gue ese limite exista.

Teorema.Toda funcidn continua es Riemann integrable. Esto es, siuntaon
f es continua en un intervalo, b] , entonces existe su integral definida sdlré) .

Demostracion:

La condicion de que la funcigfi sea continua en un intervalo cerrado te
garantiza qug’ siempre alcanza sus valores minimo y maximo en ese intervalo
De esta manera, la funcion alcanzara un valor maximoynyaxn valor minimo,
miny, en cada subintervale. La suma de los productasin, Az, asociados con
los valores minimos es el nimero

L =min; Az + mingAzxy + ...+ min, Az,

conocido como lauma inferiorde f en la particionP, que representa el area de
los rectangulos que estan por debajo de la grafieaf ().

»=fx)

Asimismo, la suma de los productos max:; asociados con los valores maximos
de la funcion es el nUmero

U =max Az, + maxAzy + ...+ max, Az,
20
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1.2 Sumas finitas. Sumas de Riemann. Integral definida

conocido como lasuma superiode f en la particionP, que representa el area de
los rectangulos que estan por encima de la grgficaf ().

»=fix)

max U

i 2 Tng Ep=h x

De esta manera, los numerby U constituyen una cota para la suma de Riemann,
es decir,

k=1
La diferencial/ — L es por tanto un nimero no negativo, que representa el area de
los bloquecitos mostrados en la siguiente figura.

y=it)

xp=a % Xy oo Xy gy x,=hb x

A medida que|P|| — 0 los bloguecitos se vuelven mas numerosos, estrechos y
chaparritos, de modo que la diferen€ia— L se hace cada vez mas pequeiia, es
decir,

lim (U—-L)=0,

||P[|—0

o bien,
lim L= lim U.
||P||—0 [|P|]—0

En ese limite, se satisface entonces

lim L= lim chk YAz, = lim U,

|1Pl[—0 I1Pl[—0 |1P[|—0

de modo que cuand@|| — 0 el valor de la suma de Rlemarﬁ f(ex)Axy

coincide tanto con el de la suma inferibrcomo con el de la suma superior
U, independientemente de la particion utilizada y de la s@ecde los valores
representativos,. La funcion es, por tanto, Riemann integrable.
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Capitulo 1 Integracion

La continuidad def en [a, b] no es una condicion necesaria para ¢eea
Riemann integrable. El siguiente teorema establece us&wemenos restrictiva
que la anterior, en relacion con la existencia de la intetgfihida def sobrefa, b] .

Teorema.Si f es acotada en un intervdle b] y si f es continua, excepto en un
numero finito de puntos, entoncé®s integrable efu, b] .

De acuerdo con el teorema anterior, un tipo de funcionesuigswas que si
son integrables son las funcionemntinuas por tramasEn este caso, la integral
definida sobre el intervalia, b] puede escribirse como la suma de integrales sobre
los subintervalos di, b] en los que la funcion es continua. Asi, por ejemplo, si

g y=1)
.
filz), a<x<c .
fx) =1} falz), c<x<d .f}/o\ f
fs(x), d<z<b a8 —
a ¢ 4 b

con fo(c) # lim f1(x) y fo(d) # lim fy(x), entonces

l%@mzlﬁmw+[ﬁmﬁ+fﬁ@m

Un tipo especial de funciones discontinuas que no son Rienmaegrable
son las funciones gue no son continuas en ningun subinbettead, b]. Un lindo
ejemplo al respecto esta dado por la funcién

o) = 1, siz es racional,
1 0, sixesirracional.

Esta funcion no es integrable en ningun intenjal®|, ya que

¥

_ 5 N o y=ix)
U_k;ma)%AIk_kgll Az, = b —a, j U=ba
L=> min;Ax,=> 0-Azx, =0,
k=1 k=1
f"L:g
. lim U# lim L.
||P||—0 IIP||—0 a b %
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1.2 Sumas finitas. Sumas de Riemann. Integral definida

La integral definidaf;’f(:c)d:c representa un area saétomandof > 0.
Cuandof puede tomar valores negativos a lo largo del interf@lé] la integral
definida pierde su significado geométrico de area, com@tée en una suma
de contribuciones, que puede tomar un valor positivo, negatinclusive cero,
dependiendo del signo de los producfds; ) Az,

fbf(x)d$>0 fbf(x)da:<0 ff(;g)dx:()
+ 4 +

También observa que si el intervalo de integragiom| se recorre en sentido
inverso, es decir dehaciaa, conb > a, entonces\z; < 0y el signo de la integral
a

se invierte. Asi, por ejemplo, paya> 0 se tiene[ f(z)dz < 0.
b

[Ax)dx < 0
L]

Los siguientes ejemplos ilustran como utilizar las sumaRidenann para
determinar el &rea bajo una funcion no negafiva 0 en un intervalo dadgz, b].
Por simplicidad, en todos los casos supondremos que lostsmlalos estan
igualmente espaciados, es decir,

b—a
Az, = Az = ,
n
y tomaremos come, al punto final del correspondiente subintervaj@s decir,
ck =a+k Az,
como se ilustra en la siguiente figura.
—Ax—
x =a g, =%, cL=%, cg=%4 €= Fni cp=b x
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Capitulo 1 Integracion

Ejemplos:
1. Encuentra la integral definida de la funcién constgitte = C' en el intervalo
la,b], conC > 0,b > a.

Aqui f(cx) = C, y nota queAz no depende dk. De esta manera,

b n
[Cdz= lim Y CAx

a 1PI[=0 =1

=

= lim C (Ax)

n—oo

= lim C (Ax)

= lim C b= )n s
n—00 n a 4dx b x
= lim C(b—a)=C(b—a).
Como(C > 0, nota queC (b — a) representa el area del rectangulo entre
f(z) = Cy el ejex, en el intervalda, b].
2. Encuentra la integral definida ¢giéz) = z en|a, b], conb > a > 0.
Aqui f(cr) = ¢;. De esta manera,

B
Il

—
Lo}

Q@ 3

n

fxdx— lim chAx— lim Z(a—i—kAx) Az

I1Pil—0 =4 n—+00 =

:hm{ (Ax)Zl-I—(A:L“) ék}
n+1)
2

n—oo

n—oo

= lim {a(Ax) n+ (Az)? (7}

fx)=x

b—a)? 1
—a(b—a)—l—( 2@) nh_}n()lo 1+E
B (b—a)* v a
=a(b—a)+ 5 =3 5

2 2
. a . . .
Aqui ERET) representa el area del trapecio entte) = x y el ejex, en el

intervalola, b] dado.

@

Gt

b
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1.2 Sumas finitas. Sumas de Riemann. Integral definida

3. Encuentra la integral definida de la funcipfxr) = =2 en el intervalda, b], con
b>a>0.

Aqui, f(cr) = (cx)?. De esta manera,

n

b
22dr = lim )’ Ax
/ |P||~o;( )

= lim Z (a + kAz)? Az

2A:c21+2a (Az) 22k+ (Az) Ziﬁ}

k=1
= h’m{ (Az) n+2a(Az)

= lim

n—oo

Qn(n + 1) sn(n+1)(2n+1)

A
n—o00 2 +( ZL‘) §)
2 3
X — 1)(2 1
_ lim n+2a b—a n(n—l—l)+ b—a\"n(n+1)2n+1)

- ,}i“;o{a%b—a)m(b—af (nzl)ﬂb—(ia)?’(nzl) <2nn+1)}

1 —a)? 1 1
= a*(b—a)+a(b—a)’ lim (1+—)+(b %) lim (1+—) lim <2+—)
n—oo n 6 n—oo n n—oo n

3

L az(b—a)—l-a(b—a)?-l-(b 3(1)
v¥ooal

-3 3
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Capitulo 1 Integracion

En el siguiente par de ejemplos hay que proceder al revégoas i@ dan la
suma de Riemann y te piden reconocer de qué integral seReaataello, recuerda
que

—a

Ax—0 n

b n
/f(x)d:c: lim Zf(ck)Aa:, cp=a+k-Ax, Ax:b
g 1

Ejemplos:

1. Expresalim Z sen <lm) : (%) como una integral definida.
n

n—oo fe—

En este ejemplo, la respuesta es bastante dlrecta:kSeaz. Se tiene
n

km
ck:? = [ () =sen(cx).
Como )
ck:—ﬁz()—l—k:(%):a-l—kﬁx,
n
por lo tanto
a = 0,
Ap — z:b—a’
n n
b = w+a=m.
Asi,

- kr T T
lim g sen (—) . (—) = /sen:c dz.
n—00 £ n n )

n 4 4 . i
2. Expresalim ) 1/2+ 1k (—) como una integral definida.
n

nooo k=1 n

En este ejemplo hay dos respuestas, al menos gue son eqtigaéntre si. La

4
idea es identificar;, en la expresionim Z \/2+ —k ( )

4k .
a. Sea, =2+ —. Setiene
n
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1.2 Sumas finitas. Sumas de Riemann. Integral definida

Como n A
ck:2+—:2+k‘<—):a+szx,
n n
por lo tanto
a = 2,
Axr = ézb—a’
n n
b = 4+a=4+2=6
Asi,
= 4k (4 9
Ii 24— | — )= d
i 30250 (7)< vE
k .
b. Seack:?.Setlene
4k
h=— = fla)=02+ac)
Como , .
ck——:O-i—k(ﬁ):a%—kAx,
por lo tanto
a = 0,
Ar = é:b—a’
n n
b = 44+a=4+0=4
Asi,

) 4k (4 1
,}E&Z 2+;<5):0f 2+ x dx.

k=1

1.2.3 Integral definida

De las sumas de Riemann de la seccion anterior aprendimos que

b b P2 g2 b I
/aCdx—C(b—a), /axdx—§—5 y /ag: d:c—g—g.

Asi, por ejemplo, la integral definida dé en el intervald—1, 2] es

2 28 (-1 8 1
2
d:—— = — — = J.
/_1x x 3 3 3+3 3
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Capitulo 1 Integracion

En la seccion 1.3 aprenderemos coOmo calcular integralesabgimas generales,
sin utilizar sumas de Riemann, a partir de su conexion cowomatapto de
antiderivada.

Nota que la integral definidﬁ; f(z)dz es un nimero (no una funcién), en

dondezx es unavariable mudague puedes reemplazar por cualquier otra letra sin
gue cambie el resultado. Esto es,

/abf(:c)da::/abf(t)dt
/_21562dx:/_21t2dt:/_21y2dy:3.

Esto difiere del caso de integrales indefinidas, en dgnfler)dz es una funcion
dex (no un nimero), de modo que

[tz [ s

Propiedades de la integral definida

Asi, por ejemplo,

Seanf y g funciones Riemann integrables y Sea R. Entonces,

= x) dx. Orden de integracion
3 f:k - f(x) de =k - fabf( ) dx. Multiplo constante
4.fj(f(x)+gx)dx=f f(z) d:v+fg dr. Suma
5. f f(@) de+ [, f(z) doe = [T f(z) du. Aditividad

6.minf -(b—a) < f f(x) dx < mzixf - (b —a). Desig. Max-Min
7. f(x) > g(x), Vz € [a,b] :>f f(x) dz > ffg(a:) dx. Dominacion
f(x) >0, Vze [a,b= fa f(z) dx 2 0. Dominacion

Ejemplos:

1. De la propiedad 4 se sigue que

2 2 2
/ (2 +2) d:c:/ x2d:c+/ 2dr=3+6=9.
-1 -1 -1
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1.3 Teorema Fundamental del Calculo

2. Si[? f(z) de =3y [°, f(z) dz = 1, de la propiedad 5 se tiene

/:f(ﬂf)dx:/if(:v)dx—/if(x)dx:g_lzz

3. Con la desigualdad 6 se puede demostrarfdu¢1 + cosx dr # 2. Para ello,

definef(x) = /1 4 cosz y nota que su valor maximo en el intervalp 1] es
méx f = v/1+ 1 = /2 (cuandar = 0). De la desigualdad Max-Min se sigue

/1\/1+cosxd:v§\/§-(l—0):\/§,

gue es un numero menor g2eConcluimos qudo1 V1 + cosx dx # 2.

1.3 Teorema Fundamental del Calculo

El Teorema Fundamental del Calculo (TFC) establece laigelamntre los procesos
de integracion y diferenciacion. Para ello, se parte de uneidn continugf (¢) en
[a, b], a partir de la cual se define una segunda funéi@n) como

0= [ fe

para cada: € [a,b]. La funcion F'(z) es la integral definida dé(¢) con limite
superior variables.

v=At

Fra)

Teorema Fundamental del Célculo (parte 1)

Si f es continua elfu, b, entonces la funcion

:/xf(t) dt

es derivable en cada puntoe (a b) y su derivada esta dada por
) dt =
dr  dr / f®) (z).
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