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Introduccion

El material aqui contenido consiste de 90 ejercicios que corresponden a un
segundo curso de Analisis Matematico. La lista de ejercicios se divide en tres
partes. La primera se ocupa de la aproximacién uniforme de funciones continuas
asi como de resultados conectadors con el Teorema de Arzela-Ascoli. La segunda
parte contiene ejercicios sobre la teoria de las series de Fourier. La tercera parte
se refiere al tema de la integral de Riemann-Stieltjes con un énfasis particular
en las funciones de variacion acotada.

A lo largo del trabajo se han agregado abundantes sugerencias para aquellos
ejercicios que me parecen mas dificiles. Estas desde luego pueden no seguirse
pues casi siempre hay méas de un camino para llegar a la solucién y otros métodos
son deseables.

Al final se incluye una lista de referencias pertinentes con ejercicios adicio-
nales asi como otros temas afines.

Me resulta un gran deber reconocer la impecable y paciente labor de Javier
Sagastuy al frente del procesador de BTEX, LyX.

ITAM, Primavera 2014

Guillermo Grabinsky



Ejercicios

1. Pruebe que las siguientes funciones || || : R™ — R definidas como:

@) (@1, s an) | = mixococs {372 ajad |}

B) N1, an)l] = mésr<in 14 losl}

¢) [|(ar, s an)ll = /227—1 Ajai (A1, ..., Ay ntimeros positivos dados)
son normas en R™.

d) Determine el producto interior en R™ que induce la norma del inciso
anterior.

2. Para cada N =0, 1,... denotamos Py = {P € R[z] : grado(p) < N}. Sean
2o < 1 < ... < xy, N + 1 puntos distintos en un intervalo dado [a,b] y

N
sea || ||ja,p) : Pn — R dada por: |[|p||fa,5 = ijo Ip(z;)|. Pruebe que la
funcién anterior define una norma en Ppy.

3. Determine si las siguientes sucesiones de funciones (f, : D — R)>2; con-
vergen puntualmente o uniformemente en D. En cada caso halle (si existe)
la funcién limite.

CL) fn(z) =z" — x2n’ D= [Ov 1]

b) fn(x) = \/xz + %, D= (—O0,00)

¢) fun(x) :n< m—i—i—\/f), D =1[0,00) yen D = [a,00) (a >0
dada)
d) fo(z) =2Fe ™", D =1[0,00)y k € N dado.

7

4. Sea f, : R — R dada por f,(z) =1/22 + m Pruebe que (f,(x))$2; con-
n

. oo .
verge uniformemente en R, pero ( fz(x))n: no converge uniformemente

en R pero si en [—a, a] para cada a > 0.

1

5. (Funciones uniformemente continuas sobre dominios no acotados)



a) Sea f :RP — RP una funcion continua. Suponga que para cada & > 0
existe M = M (e) > 0 tal que ||f(z)|| < e si||z|| > M. Pruebe que f
es uniformemente continua en R?.

b) Sea f : R — R una funciéon periédica de perfodo T > 0 (es decir:
f(z+T) = f(x) para toda = € R). Pruebe: Si f es continua en [0, T,
entonces f es uniformemente continua en R.

6. a) Sif:R — R es uniformemente continua, entonces existen a y b no
negativos tales que: f(z) < alz|+b (x € R).
(Sugerencia: Sea 6 = 6(1) > 0 y examine |f(nd) — f(0)|. Tome por

1
ejemplo: a = 5V b=1+1f(0)])
b) f(x) = /|z| es uniformemente continua en R.

¢) Si f € Py y N >2 entonces f no es uniformemente continua en R.

7. Defina D,,(u) = (ze* + (1 —x))" = 7 (?)zj(z — )" Ielt

j=0
DY (0)
a) Pruebe: B, (fx)(z) = ~ donde fi(x) = 2% k= 0,1,2,... y las

derivadas son con respecto a wu.

b) Use el resultado de a) para obtener explicitamente el polinomio de
Bernstein B, (2%) y luego verifique que |[z® — By, (2%)|[j0,) — 0 si
n — 0o.

¢) Calcule explicitamente B, (e*®) (A € R) y verifique sin usar el Teo-
rema de Bernstein que [[e** — B, (e*)|[j0,1] — 0 si n — oc.
(Sugerencia: B, (e*®) = (e "z + (1 —z))™ por lo que podemos escri-

n
bir: B, (e’*) = (1 + a—n:c) con lim,, oo a, = ).
n
8. Sea f :[0,1] — R una funciéon continua. Pruebe:

a) Si f(0) = 0= f(1), entonces existe una sucesion de polinomios con

coeficientes enteros (pn),—; tal que ||f — pp|ljo,1) = oo si n — co.

(Sugerencia: Sea p,(z) = 2;11 ) f S 2*(1 — 2)"~* donde [(]

denota la parte entera de c. Basta probar que ||B,,(f) — palljo,1] —

0 sim — oo. Note que |c —[c]| < 1y que Yp—;aF(1 —z)"F <

1ot o & L1

el 1)k < =

, Lek=1 (k)x ( ) =5 )

b) f es uniformemente aproximable con polinomios con coeficientes en-
teros en [0,1] <= f(0) y f(1) son enteros.

9. Pruebe que el inciso b) del ejercicio anterior no se cumple si se considera
el intervalo [—2, 2], siguiendo los siguientes pasos:



10.

11.

12.

13.

14.

1
a) — fi 22"\/4 — 22dx es un entero (n =0,1,2,...).
T
(Sugerencia: Sea z = 2sin(f) con § € [0, g] y use que foﬂ/Q sin®"(0)df =
™ 2n
922n—1 ( n ) )
b) f(x) = V4 — 22 no es aproximable uniformemente en [—2,2] con

polinomios en Z|z].
(Sugerencia: Suponga lo contrario y use el inciso anterior)

a) Sea f:[1,00) — R continua tal que lim,_,~, f(x) existe. Pruebe que
f puede aproximarse uniformemente en [1, c0) por medio de funciones

1
de la forma: F(z) =p () con p un polinomio.
x

1

(Sugerencia: Considere la funcion f <—> y definala continuamente
az

en z =0)

b) Sea f :[0,00) — R continua y tal que lim,_,, f(x) existe. Pruebe que
f puede aproximarse uniformemente en [0, o) mediante funciones de
la forma: F(x) = p(e~*) con p un polinomio.

f(x)

xa

Sea f : [0,1] — R continua y tal que: < 1 para z € (0,1] y para

alguna a > 1. Pruebe que f puede aproximarse uniformemente en [0, 1]
con polinomios de la forma p(x) = agz? + ... + a,a™ con n > 2.

Sea ¢g : R — R, una funcién continua y de periodo 2x. Pruebe la siguiente
version del Teorema de Riemann-Lebesgue:

lim;, 00 fo% g(0) sin(nf)df = 0 = lim,, 00 fOQTr g(8) cos(nb)db.
(Sugerencia: Use el Teorema de aproximacion trigonométrica de Weiers-
trass.)

Sea 7 = {Polinomios trigonométricos de grado < N con coeficientes
reales}. Pruebe:

a) Ty es un espacio vectorial sobre R de dimension 2N + 1.

b) SiTy € 7y y Ta € T, entonces T1Th € Tvyar y grado(T1T5) =grado(Th )+grado(T5).

¢) Sia.b € R, entonces sin (0 ; a) sin <02_b> €.

(Los polinomios trigonométricos interpoladores de Gauss).
Sean 0, ...,0on 2N + 1 puntos distintos en [0,27). Para cada j €

. [0 =0y
[ 1z, sin (2>
[Tiz; sin <9j ; ek)

{0,...,2N} definimos: g;(8) = . Pruebe:




a) Cada g; es un polinomio trigonométrico de grado igual a N que

0 sij#l
satisface: g;(0;) = { sij 7

- . (Usar el 13 ¢) )
1 sij=I

b) Si w won son nimeros reales, entonces g = S oN w;g; es un
0; -y W2N ) 9 = 2 j=0W;jY;
polinomio en 7x que satisface g(0;) = w; para cada j =0,...,2N.

c) Sigy g € 7n coinciden en 2N + 1 puntos distintos en [0, 27) entonces
gy g son idénticos.
(Sugerencia: Escriba a g y ¢ en forma compleja.)

15. Sea Py como en el ejercicio 2. Pruebe:

a) Si xg,...,xn son N + 1 puntos distintos en [a,b] ¥y (pn)52; es una
sucesion en Py tal que (pn(z;))52; converge para cada j =0,..., N
entonces existe un polinomio p € Py tal que [|p, — pl|ja,p — O si
n — 0o.

(Sugerencia: Sean I, ..., [y los polinomios interpoladores de Lagran-
. N
ge. Sea ¢j = limy, o0 pn(z;) v defina p(z) = 3752, ¢;l;(x) .)

b) Si (pn)22; es una sucesion acotada uniformemente en Py tal que
f;(pn — f)?dz — 0 si n — oo para alguna f : [a,b] — R continua,
entonces f € Px y ||f — pullja,p) = 08in — o0 .

(Sugerencia: Use el anterior.)

¢) Si (pn)nZ; es una sucesion de polinomios tal que || f — pn|lja,p) — 0 si
n — oo para alguna f : [a,b] — R, entonces grado(p,) — oo cuando
n — 00, si f no es un polinomio.

d) Si (pn)$; es una sucesion de polinomios que converge uniformemente
a f sobre un conjunto no acotado D de R, entonces f es un polinomio.

16. Sea (pn),., una sucesion de polinomios en Py tal que converge en N + 1

puntos distintos de [a,b] y sea p el limite (ver el ejercicio anterior, inciso
a).) Sea a;(q) el coeficiente de 7 de ¢ si ¢ € Py. Pruebe: a;(p,) — a;(p)
sin — oo para j =0,..., V.
(Sugerencia: Basta probar que si (g,)52; es una sucesién de polinomios
en Py tal que ¢, (z;) — 0 si n — 0o en N + 1 puntos distintos zg, ..., zn
de [a,b], entonces a;(g,) — 0 si n — oo. Las ecuaciones g, (v;) = dJ
(j =0,...,N) pueden escribirse vectorialmente como sigue: V@ = d donde
V = V(xg,...,zn) es la matriz invertible de Vandermonde, entonces a =
V~1d. Concluya que |[@|| — 0si ||d|]| = 0 .)

17. Enuncie y pruebe los resultados correspondientes a los incisos a), b) y ¢)
del 15. y el 16. para polinomios trigonométricos.

18. (Polinomios de Chebyshev de primera especie, 1 parte)
Para cada k = 0, 1, ... se define C(x) = cos(k#) donde = = cos(f). Pruebe:

a) Cp(x) =22Ch_1(x) — Cp_a(x) con n = 2,3, ... (Férmula recursiva)



b) C, es un polinomio de grado n el cual es par (impar) si n es par

(impar) y cuyo coeficiente principal es 27~ .
(Sugerencia: induccion.) Ahora escriba los primeros seis polinomios
de Chebyshev.

2k —1
¢) C, tiene ceros simples en x;, = cos <( > 7r> conk=1,...,n,

)

2n

k
toma valores extremos en z, = cos (( m) conk=0,1,..,n en
n

[_15 1] y On(zk) = (_l)k .

V1—2z?

(Sugerencia: CJ, (x) = sin(arc cos(z)) con = € (—1,1) .)

0 sik#+m
1 dx _ . 7&
f_le(x)Cm(x)@f /2 sik=m>0 .
T sik=m=20

(Sugerencia: cambio de variable.)

e) {Co,...,Cp} es base de Py.
f) (1 —=2)C!(z) — 2C! (x) + n?Cy(x) = 0 (Ecuacién diferencial).
9) CnCyp = Cpy, (propiedad de semigrupo m,n > 0 )

19. (Polinomios de Chebyshev de primera especie, 2 parte)

Sea C,(z) = ST cos(narccos(x)) para n = 1,2, ... Pruebe:
~ 1
o) [ICulli-1,0 = -

b)

1
Si p € Py es moénico, entonces ||p||—1,1] > Jni

= 41 entonces ¢ = C,, — p pertenece a

(Sugerencia: Si ||p[|j—1,1) <

Pr—1 y lalista g(z20),q(z1), -.., ¢(zn) alterna signo en n ocasiones, por
lo que tiene n raices, de donde g = 0, lo cual lleva a una contradic-
cion.)

1
min{|[z" — pl]-1,1] : p € Pn-1} = onoi La igualdad ocurre <=

p=2z" —C,.
anl(b—a)™ .
Mg, a,_, [[G0 + 012+ ...+ 02|05 = ||2(2T1) . La igualdad
n(b—a)” 4 2 b
e oo - =g, (22
(Sugerencia: Considere [ : [—1,1] — [a, b] , el cambio lineal de variable

definido por I(z) = (b;a) x + (a—2|—b) 2

Sean € > 0y [a, b] dados. Pruebe: Existe p € P moénico con ||p|q,5) <
£ < b-a<4.
(Sugerencia: Use el inciso anterior.)



20.

21.

22.

23.

24.

(Un criterio de unicidad para el conjunto alternante)

Suponga que f("*+1) existe y no se anula en [a, b] y que p,, € P, es el mejor
aproximador uniforme polinomial de f. Pruebe que f — p,, tiene un tnico
conjunto alternante xo < ... < Tpy1 CON Top =a Y Tpt1 = b.

(Sugerencia: Sea g = (f —pyn)’ . Siyg < ... < ym €s un conjunto alternante,
entonces ¢'(y;) = 0si 1 < j < m , de donde m < n por el Teorema de
Rolle. Concluya la unicidad.)

(Caracterizacion de C,,)

a) Sip € P, (no constante) satisface ||p|[(—1,1] = 1 y existen n+1 puntos
zo < 1 < ... < T, en los que: |p(x;)| = 1, entonces: p = £C,,.

b) Sit € T, (no constante) satisface |[[t[|j0,2-] = 1 y existen 2n puntos
distintos 61 < ... < 02, en [0,27] en los que: |t(6;)| = 1 entonces:
t(0) = cos(nb + «) para alguna a € R.

(Polinomios de Chebyshev de segunda especie)
Los polinomios de Chebyshev de segunda especie, denotados U, (m =
i 1)6
0,1,... ), se definen mediante la formula: U, (z) = W donde
in

x = cos(f). Pruebe:

a) U,, es un polinomio de grado m y el coeficiente principal es 2™.
(Sugerencia: Pruebe antes que U,, = Cp, + 2Up,—1 (m > 1) y use
induccion.)

b) Up(x) = 22Up—1(x) — Up—2(x) (n > 2) (Formula recursiva). Halle
Uy, ..., Us.

¢) [ Un(@)Un(x)V1 — 22dx = {02 imn

sim=n

k
d) Up—1 tiene m — 1 ceros en los puntos z, = cos <() 77) k =
m

1,....m—1
1
(Sugerencia: Pruebe que U,,—1 = —C.)
m

72

22+ (1 — nx)?
converge puntualmente en D y es acotada, pero F = {f,, : n € N} no es
uniformemente equicontinua.

Sea D =[0,1]y fn(z) = . Pruebe directamente que (f,,)%2

Sea (M, d) un espacio métrico, K C M un subconjunto d—compacto y
F C Cr(K) una familia || ||x—cerrada, acotada y uniformemente equi-
continua. Pruebe que los siguientes problemas tienen solucion:

a) max{|[f||x : f € F}
b) méx{f(zo): f € F}



25.

26.

27.

28.

29.

c) méx{zyzl Nif(z;): fe ]—'} donde A1,..,\, € Ry zg,21,...,T,, €
R son dados.
(Sugerencia: F en || ||x—compacto en Cr(K) )

Sean A > 0y a,b € R dados. Sea Py(A) = {p € Pn : [|plljap < A}
Pruebe que Py (A) es uniformemente equicontinua.

(Sugerencia: Pruebe que P (A) es || ||[q,5—compacta por sucesiones. El
15. a) es util.)

Sea (M,d) un espacio métrico, K C M d—compacto. Sea F C Cgr(K)
una familia acotada y uniformemente equicontinua. Pruebe que f*(x) =
sup{f(z) : f € F}y fulzx) = nf{f(x) : f € F} (z € K) existen y son
funciones uniformemente continuas en K.

Sea F, = {f € Cr([0,1]) : f(0) =0y |f(x)] < z%six € (0,1} con
a > —1 fija. Pruebe que F, es uniformemente equicontinua.

(Sugerencia: f(x) = foz f'(t)dt para z € [0,1] )

Determine cual de las siguientes familias es un algebra de funciones y cual
distingue los puntos de [a, b].

a) A= {Z?:O a;z% :ag,...,an € R}HGN, [a,b] =[0,1] 6 [a,b] = [-1,1].

b) A= {Z?:O aj(h(z))? : ag,...,an € R}nEN, con h : [a,b] — R inyec-
tiva.

¢) A= {Yj_i bisin(k) : by, ....b, €R} _y, [a,b] = [-7/2,7/2] .

d) A={peQx]:p(a) =p'(a) =0} sobre Q en [a,b] .
Una aproximaciéon polinomial concreta de f(x) = |z| en [-M, M]. (H.
Lebesgue 1908).
Para s € [0, 1] defina inductivamente p1(s) = 0y prt1(s) = pn(s) + %(s -
p2(s)) si n > 1. Pruebe:

a) 0<py,(s) <+/sparatodas s € [0,1] y n € N.
(Sugerencia: induccion.)
s
) V5 =) < V5 (1- %)
(Sugerencia: induccion.)
¢) (pn)S2, converge uniformemente a p(s) = /s en [0, 1].
2
M2
para cada ny |[f — qnl|{—as,ar) — 0 si n — oo.

d) Sig,(t) = Mp, (M > 0 fija), entonces ¢, es un polinomio



30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Sea (M,d) un espacio métrico, K C M d—compacto y A C Cr(K) un
algebra de funciones. Suponga que A no se anula en K; esto es: para cada
x € K, existe una funcion f, € A tal que f,(x) # 0. Pruebe: A distingue
los puntos de K <

a) Ano se anula en K y
b) A separa los puntos de K.

(Sugerencia: <) Por hipotesis dados x # y existen g1,¢92 € A tales
que: g1(x) y go(y) son distintos de cero. Sea f € A tal que f(z) #
f(y). Para a # b en R considere: H(z) = aZiéz + bZiEZ; donde
hi(2) = g1(2)f(2) = 1(2) f(y) ¥ ha(z) = g2(2) f(2) — g2(2) f () )

Notacién como en el anterior. Pruebe: Si A separa los puntos de K, en-
tonces: A = Cr(K) 6 existe xg € K tal que A = {f € Cr(K) : f(xo) =0}
(A denota la || ||k —cerradura de A en Cr(K) ).

(Sugerencia: Use el anterior. Si A se anula en K, sea A’ = {g+c:g €
A, c € R}. Pruebe que A’ es un algebra y que A’ = Cr(K). Sea zg € K tal
que f(zo) = 0 para toda f € A, entonces A C {f € Cr(K) : f(z0) = 0}.
Para la otra contencion, considere ¢’ = g+c € A’ tal que ||f —¢'||x < £/2
y pruebe que ||f —g||x <€)

Sean F = {f € Cg([a,b]) : f es diferenciable por tramos en [a,b]} y
F ={f:]a,b] = R|f es escalonada}. Pruebe que F y F son celosfas que
distinguen los puntos de [a, b].

Pruebe que si K C R™ es compacto y f: K — R es continua, entonces f
puede aproximarse uniformemente en K con polinomios con coeficientes
reales en n variables, es decir en R[zy, ..., ,].

Pruebe el Teorema Trigonométrico de Weierstrass aplicando el Teorema de
Stone-Weierstrass a la circunferencia unitara K = {(z,y) € R? : 22 +y? =
1} y notando que hay una correspondencia biyectiva entre las funciones
continuas de K en R y las funciones continuas f : [-7, 7] — R que satis-

facen f(m) = f(—m) .

Pruebe que toda funcion continua H : [a,b] X [¢,d] — R puede ser aproxi-
mada uniformemente en [a, b] X [¢, d] por medio de funciones de la forma:
Z?:l fi(@)gi(y) , z € [a,b], y € [e,d] con fy g pertenecientes a algebras
de funciones continuas con dominios en [a, b] y [c, d] respectivamente, que
separen puntos y contengan constantes.

Pruebe: Si g es continua, periddica y no constante, entonces g tiene un
periodo positivo minimo Tj. Ty se llama el periodo bésico.

(Sugerencia: Pruebe que {T' > 0 : g(x +T) = g(z)} no es vacio y tiene
minimo positivo.) Muestre con algin ejemplo que el resultado es falso si
g no es continua.



37. Sea g : R — R una funcién continua, periddica y no constante. Sea Tj el
periodo basico de g. Pruebe:

a) Si g’ existe, entonces ¢’ es de periodo Tp.
b) Si G(z) = [T g(t)dt, con c € R fija, entonces G es de perfodo Ty <=
Togtydt =0
38. Sea PC([0,27]) = {¢ : R — R|g es continua y de periodo 27}. Para cada

n = 0,1, ... fijo, defina S,, : PC([0,27]) — 7, como sigue: S,,(g) = enésima
suma parcial de la serie de Fourier clésica de g. Pruebe:

a) S, es una transformacion lineal.

b) Sn(g’) = (Sn(9)), si ¢’ existe y es continua (G.G. Stokes 1849).

C) Snosm :Sn:SmOSn sin<m.

Ademas, obtenga S, (g,) en términos de S, (g) si go(0) = g(6 + )
con f € Ry «a € R dado.
(Sugerencia: Use la forma compleja de S, (g) )

39. Establezca las siguientes desigualdades:

0

2 sin(6)

< 1
~ cos(6)
2
b) |sin(8)] > =|0] si |6] < g (Desigualdad de C. Jordan).
71'
(Sugerencia: (sin)”’(8) < 0 en (0,7/2) por lo que sin(f) es concava
hacia abajo.)
¢) |sin(nf)| < |n||sin(d)| (# € R, n € Z) .
(Sugerencia: Induccién.) Muestre con algtn ejemplo que c) puede
fallar si n no es un entero.

s
i0<|f) <= .
si <||<2

40. Sea g € PC([0,2x]). Suponga que ¢',¢",...,g®) existen y son continuas.
Pruebe:

a) > sy P (Jan(g)] + [ba(g)]) < 0.
(Sugerencia: Use la desigualdad de Bessel con g(P), relacione a,, (g))
¥ bu(g®) con a,(g) v ba(g) v luego use la desigualdad de Cauchy.)

b) Existe una constante M > 0 tal que |a,(g)| v |bn(g)| son menores

que

np—1’

41. (La desigualdad de Wirtinger)
Sea g € PC([0,2x]) tal que ag(g9) =0y ¢ € PC([0,2n]). Pruebe:

a) [T (g(t)%dt < [T _(g'(t))?dt (Sugerencia: use la identidad de Parse-
val).

10



b) La igualdad ocurre en el inciso a) <= g¢(t) = acos(t) + bsin(t) para
algunas constantes a y b.

f: sint(t) dt’ <x

42. Pruebe: supg, .y,

43. Determine los ceros de Dy y Kn (Nucleo de Dirichlet y Féjer respectiva-
mente) en [—7, 7] (N =1,2,...)

44. Pruebe:

a) SN sin((2k + 1)6) w 0 +7j, j € )
(Sugerencia: 2sin(2k + 1) sin(f) = cos(2k0) — cos(2(k + 1)), sume
sobre k y use que 1 — cos(2a) = 2sin?(a).

) sty - SN s

Sea D(0) = Z,ivzl sin(k0), (Dn) Oo_ se conoce como el niicleo conjugado

de Dirichlet.)

c¢) Sume las series S(0) = %—i—zzozl cos(nf) y S(0) = 32, sin(nf) por
el método de promedios de Césaro.

45. Para g € PC([0,27]) y n = 1,2, ... denote por g,(g) el enésimo promedio
de Féjer. Pruebe:

a) m<g<M < m<o,(9) <M, para toda n.
(Sugerencia: Use el Teorema de Féjer.)

b) Si h € PC([0,27]) es tal que S, (h) converge puntualmente a g en
[0, 27] entonces h y g son iguales.

1 n o0
(9 — onlg))?do = oz done1 K (af 4+ b)) + D20, (aq + 07).

1 —a .
Concluya que 2 Sor_ k*(a +b2) — 0sin — oo.

1 2
C) ; 0
(Sugerencia: ¢,,(g9) — Sn(g9)Lg — Sn(g) v use el Teorema de Féjer.)

46. (El lema de Abel) (1826)

o0 (oo} . P
a) Sean (ar),_, y (Ux),_, sucesiones numéricas, entonces para cada n >
m se tiene: Y p_ - arUp = > 0 _, Sk(ak—ak+1)+ (an4150 —amSm—1)
donde Sy, = Z?Zl U .

b) Si (ar)72, es una sucesion decreciente de nimeros no negativos y
|Sk| < M (k=1,...,n) entonces: |>}_, apUs| <2May, .

47. (Una serie trigonométrica convergente que no es de Fourier)
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a) Pruebe que S,(0) = > 2, bmk#

la serie de Fourier de alguna funcién en PC([0,27]) (0 < o < 1/2)
(Sugerencia: Si # no es multiplo entero de 27, entonces |y, _  sin(kf)| <

converge para todo #, pero no es

1
Sin(0/2)] - Use el lema de Abel con ay = T Para la segunda parte
use la desigualdad de Bessel.)

n sin(k6)
Zk:l k

Sugerencia: Basta considerar # € (0, 7). Sea ™ a parte entera de
0

b) Pruebe que <m+2(neN,fecR)

g, seam = min {n, [%] } y escriba: Y, % =2k Smgfe)
> 1 sm;k:@) = S1+ 52 (Si m = n entonces Sy = 0). |S1| < 7

por el 38 ¢), para S3 use que m + 1 > % )

in (k6
48. Pruebe que la serie trigonométrica S(6) = > o, SIEI(T converge para
0g

toda 6, pero no es la serie de Fourier de alguna funciéon en PC([0, 27]).
(Sugerencia: Si fuera la serie de Fourier de alguna funcion en PC([0, 27])
podria integrarse término a término y la nueva serie deberia converger.)

49. Obtenga la serie de Fourier de (cos(#))™ y de (sin(@))™ con n =1,2, ...
(Sugerencia: Counsidere la forma compleja de la serie de Fourier.)

50. a) Suponga que « > 0 y no es un entero. Pruebe que

2asin(af) [ 1 cos(f)  cos(20)  cos(30)
COS(ae):——w—{ﬁ_oﬂ—l—i—aQ—? T 232 + ... p con
0 € R.
. _ 1 20 — o 1
b) Si6 ¢ Z entonczes. ()3013(7‘(0) =3 + ?anl Y cse(mh) =
1 20 o (=)™
0 T Zngr e
2
¢) Derive término a término la primera serie en b) para obtener: 37 =
(sin“(7#))
. m 1
poly P . . sin(76)
d) Integre término a término la primera serie en b) para obtener: =
T

100 [T, (1 - ZZ) 0¢7).

(NOTA: en c) y d) justifique la posibilidad de diferenciar e integrar
término a término.)

51. (El nucleo de De la Vallée-Poussin)
Para cada n € Nsea V,, = 2Ky5n11 — Ky, donde Ky denota el nucleo de
Féjer. Pruebe:
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52.

53.

54.

55.

56.

a) Vy es un polinomio trigonométrico de grado 2N + 1.

b) Vn es una funcion par y ao(Vy) = a1(Vy) = ... = ant1(Wy) =1
mientras que b1 (Vy) = ... = by41(Vy) = 0.

1 = i
c) b f_ﬂ Vn(0)df =1y limpy 00 ffé Vn(0)df = 0 para cada 6 € (0, )

(NOTA: Si gn(0) = — f g(t — 0)Vy(t)dt , entonces gy () es un

polinomio trigonometrlco con los mismos coeficientes de Fourier que
gentre 0y N+1.)

Notaciéon como en el anterior.

Pruebe:
a) Si g € PC([0,2n]) y gn(0) = ff g(t — 0)V,(t)dt , entonces:
ar(gn) = ar(g) con k = N + 1y bi(gn) = br(g) con k =
1, N4+1.

b) llgy —gllr > 0si N — o0 .

Sea (V,<,>) un espacio pre-Hilbert real. Pruebe: < z,y >= 0 <
|laz 4+ y|| > ||y|| para todo v € R .

a) Sea (V,<,>) un espacio pre-Hilbert y {x,xs,...,2,} un conjunto
ortonormal. Pruebe: min Z;;l |z —xj||%: 2 € {z1, 22, ,xn}} =
n — 1 . Determine la tnica solucién.

(Sugerencia: Escriba z = ajz1 + ... + @z, , desarrolle y complete
cuadrados.)

b) Sea (pn),—, € Py una sucesion tal que ||f —p,||3 = f:(f—pn)zdx —
0 si n — oo para alguna f : [a,b] — R continua. Pruebe que f € Py
y que ||f —pn||[a7b] —0sin—o00. (. F={pn},—, esuec.)
(Sugerencia: Sea {qo,...,qn} una base arbitraria para Py y sea ¢*
el mejor aproximador de f en Py. Entonces 0 < ||f — ¢*||2 < ||f —
Pullz2 Vn . . f =¢ € Py.Si f—p = Zjvoajnqj entonces:
IIf = pnll3 = Z] 0 a3, por lo que limy, o aj, = 0sin — 0o Vj €
{0, ..., N}. Concluya. )
(Compare con el ejecricio 13.)

(Minimos cuadrados)

Sea V = R" con el producto interior usual. Pruebe: ||y — Az||? se minimiza
conzr=w < AlAw = Aly.

(Sugerencia: y — Aw debe ser perpendicular a Az .)

Pruebe: Si (ay,),—, es una sucesion de ntmeros tal que |ai| > |as| > ...y
lim,, —, o |an| = 0, entonces:
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a) Si Y07 a,cos(nf) converge absolutamente en algin 6, entonces:

D onet lan] < oo

b) Si Y07, a,sin(nf) converge absolutamente en algin 6y que no sea
miltiplo entero de 7, entonces: Y | |a,| < oc.
(Sugerencia: Y- |ay,| cos?(nfy) < >°°° | |an|| cos(nby)| < ooy cos®(nby) =
1+ cos(2nby)

5 para el a). El inciso b) es similar. )

57. Sean (a,),., una sucesi6n de ntmeros tal que |a,| — cosin — ooy

a
(Cn),, otra sucesion. Entonces: f; cos?(ant + () dl — sin—o00.

58. (Una version mas del lema de Riemann-Lebesgue)
Sean g, h € PC(]0,27]) dadas. Pruebe el siguiente resultado: lim,,_, o fo% g(t)h(nt)dt =

( o g(t)dt) ( o h(t)dt) .
(Sugerencia: Empiece con h = 1, luego con h un polinomio trigonométrico
y finalmente trate el caso general. )

59. Sea f : [a,b] — R tal que f(a) = 0 = f(b). Suponga que f’ existe, es
continua en [a,b] y que f; f?(z)dz = 1. Pruebe:

0) [P af(@)f (@)ds = —=

2
) 1< (S0 @) (f7 222 )de)

(Sugerencia: Integre por partes y use la desigualdad de Schwarz.)

60. Pruebe:

1 .
a) Sif:[0,1] — R es Riemann-integrable en [0, 1] , entonces: lim,, oo - Z?:o f <iL> =

fol f(t)dt . Sin embargo, la existencia del limite no garantiza que f
sea Riemann-integrable. (Proporcione ejemplos.)

b) Si f es Riemann-integrable en [a, b] y h es continua en [min(f), max(f)],
entonces h o f es Riemann integrable en [a, b].
(Sugerencia: Ver el Teorema 6.11 de [16] )

61. Evalte:
a) fol f(z)dnz] n = 1,2,...s1 f:[0,1] — R es continua ([¢] denota la
parte entera de ¢). Ahora obtenga: lfm,, % fol f(z)dnx] .
b) 1my, e [ e "@de™™ .

62. Sea (a,),.; una sucesion dada. Para x > 0 defina A(x) = Ef]zl an ([z] =
parte entera de = y en donde sumas vacias son cero.) Sea f : (0,b] = R

una funcion tal que f’ es Riemann-integrable. Pruebe:
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63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

a) En<ba’77«f :_fl d.%‘—i—f() ()

(Sugerencia: Use el teorema de integracion por partes y el de modi-
ficacion de la integral.)

[2]

no 1 .
b) Ek:1kj:af1 a+1d r+ —psia>1.

Denote por: BV ([a,b]) = {g : [a,b] — R|g es de variacién acotada en
[a,b]}. Para g € BV ([a,b]) fija, sea:

I’(g) = {f : [a,b] = R|f es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a
g}. Pruebe que I%(g) es un algebra y una celosia de funciones que contiene

a C([a,b]) .

Sea f : [a,b] — R una funcion acotada. Pruebe que si f? es Riemann inte-
grable en [a,b], entonces f no tiene por qué serlo (propocione ejemplos).
;Puede afirmarse lo mismo si en lugar de f2 se considera f3?
(Sugerencia: Ejercicio 60. b) )

(El Teorema de O. Bonnet)

a) Sea ¢ : [a,b] — R no negativa y creciente. Si h : [a, b] — Res conti—
nua, entonces existe ¢ € [a, b] tal que: f: o(z)h(x)dx = f h(x

b) Enuncie y pruebe el resultado correspondiente si ¢ es decreciente.

Sea f : [O, 1] = R continua. Pruebe: lim, ;- (1 — z)> 7 ;2" f(z") =
o f(a

(Sugerenc1a Sea = € (0,1) fija. Considere los subintervalos [z, 1], [22, 2],
[#3, 2%],... los cuales determinan una particion infinita P de [a, b]. Note que
la longitud de [z" 1!, 2"] es 2" (1 — z) la cual tiende a cero uniformemente
(enmn)siz— 1" .)

Sea f € PC([0,27]) y @ € R tal que 2 es irracional. Pruebe:
T

2m

; I
limy oo N Zn:1 f(0+na) = 95 J0
(Sugerencia: Empiece con f € 7, .)

f(0)df para cada 6.

Sean f,g : [a,b[— R funciones de variacion acotada. Suponga que existe
p > 0 tal que |g(z)| > p para toda = € [a,b] (i.e. inf{|g(x)| : = € [a,b]} >
0 ) Pruebe que f/g es de variacién acotada en [a,b] y que v2(f/g) <

Ll (@) + lalliwa2t () -

Sea g : [a,b] — R de variacion acotada. Defina V' : [a,b] — R poniendo:
V(z) =vg(9) y V(a) =

Pruebe que:

a) V es de variacion acotada y
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b) vE(V) =vZ(g) para toda x € (a,b] .

2
70. Defina g, : [o, } — [—1,1] como sigue: g,(z) = .
T 0 siz=0

{xa six € (0,2/7) .

a>0.
Pruebe:

2
a) go es continua para toda o > 0 y diferenciable en [O, ] sia>1.
7r

b) gaeBV<[0,72TD = a>1.

1
(Sugerencia: Examine las series Y | o con 0<a<lya>1.)

71. Sea g : [a,b] — R una funcion tal que ¢’ existe y es Riemann-integrable
en [a, b]. Pruebe que:

b
@) g€ BV(a,b]) y que vi(9) = [ lo'(x)ldz
b) Definimos la longitud de la grafica G, de g mediante la formula:

U(Gy) = [ /T+ (9 (@))%da .

Pruebe: g € BV ([a,b]) <= {(G4) < +oo (C. Jordan, 1881)

72. Sean g € BV ([a,b]) y ¢ € (a,b). Suponga que g(ct) = g(c) .
Pruebe:

a) Para todo e > 0 existe 6 = d(¢) > 0 y una particién Q = (¢ = xy <
1 < ... < x, = b) de [c,b] suficientemente fina con z1 — ¢ < § tal
que:

1 1 1
ve(9) = 58 < 3¢+ Lkt l9(@n) — g(@x-1)] < 5e+ 03, (g) - Ahora
deduzca: v2(g) — v2 (g) < & y concluya que: v5(g) = vl (g) .

b) g es continua en ¢ € [a,b] <= V/(g) es continua en c .
73. Pruebe:

a) Sea (gn),—, una sucesion de funciones en BV ([a,b]). Suponga que
existe M > 0 tal que v (g,) < M paratodan € Ny que g,(z) — g(z)
si n — oo para toda x € [a, b], entonces g € BV ([a,b]) y v2(g9) < M .

b) Muestre con un ejemplo que a) puede fallar (i.e. g ¢ BV ([a,b]) ) si
no se supone que existe M > 0 tal que vg(gn) < M,atnsig, —+g
uniformemente en [a, b] .

74. Defina || ||gv : BV ([a,b]) — R poniendo: ||g||pv = |g(a)| + v2(g)-

a) Pruebe que || ||y es una norma en [a,b] y es tal que si ||g, —
gllBy — 0 cuando n — oo , entonces ||g, — gl/ja,5) — O cuando
n— oo .
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b) Pruebe que la norma || ||pyv es completa.

75. Sea {ri,r2,...} una enumeracion de los racionales en (0,1). Defina g y

. 1
h:10,1] = R como sigue: g(z) =3 ¢, <oy o ¥ hMz) =3 <o) T
Pruebe:

a) 0 < g(x) < h(z) <1 paratoda z € [0, 1] (se entiende que
9(0) = 0 = h(0) ).

b) gy h son funciones estrictamente crecientes.
1
¢) gy h tienen un salto de tamafio on o cada 7, , de hecho: h(r,) —

1
h(r,) = o = g(r) — g(ry) . jPor lo tanto g y h son discontinuas
en los racionales!

d) g es continua por la izquierda y h es continua por la derecha para
toda z € [0,1] .

e) gy h son continuas en cada irracional.

(Sugerencia: La densidad de los racionales es la clave en a) y b). En
¢), d) y e) hay que notar que: min{n : x <r, <y} - ocosix — y~
oy —zT )

76. Sea g : [0,1] — [0, 1] definida en el anterior y sea f : [0, 1] — R una funcién
f(rn)

n

continua arbitraria. Pruebe que: fol fdg=>"

(Sugerencia: Sea € > 0 y sea 0 = d(e) > 0 tal que |f({) — f(n)] < €
si|¢—n] < 6 ((,n € [0,1] ). Sea P una particion de [0,1] tal que
[|P|| < & . Pruebe que para toda suma de Riemann-Stieltjes se tiene que:

siso - T L) <o )
(NOTA: Si h es como en el anterior, entonces fol fdg = fol fdh para toda
f € C([0,1]) y sin embargo g # h .)

77. Pruebe:

a) Si f es continua, no negativa, g es estrictamente creciente y satisface:
b
[, fdg = 0, entonces f = 0.
(NOTA: g no es necesariamente continua.)

b) Si f es continua y ff fgdx = 0 para toda g continua con g(x) =0 =
g(b) , entonces f =0 .

78. Sean f : [a,b] - Ry g : [a,b] — R funciones dadas con g mondtona
creciente. Sea ¢ € (a,b) tal que f y g son discontinuas en ¢ por la derecha
(o por la izquierda). Pruebe que f no es Riemann-Stieltjes integrable con
respecto a g.
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79. Sea f : [a,b[— R continua y g : [a,b] — R estrictamente creciente. Defina
F : [a,b] — R poniendo: F(z) = [’ fdg para x € [a,b]. Pruebe que:
F(x+h)—F(z)
" e - ) £(0) -~ (@)
Fle+h)— F(z z+h t)— f(z
— f(x) = {}dg.Use

sah) g =l [ g

el hecho de que f es uniformemente continua.)

(
limp, o f(z) para todo x € (a,b) .

(Sugerencia:

80. (La funcién de K. Thomae)
1 siz=0
Sea f : [0,1] — R definida como sigue: f(z) = 01 siz ¢ Q
— six:ﬁcon(m,n)zl
n n
. Pruebe que:

a) f es Riemann-integrable en [0, 1].

b) [y fdz =0
(NOTA: Se puede probar que f es continua en
<= x2¢(0,1)\Q.)

¢) Sea h:[0,1] — R dada por: h(z) =1six € (0,1] y h(0) = 0. Pruebe
que g = h o f no es Riemann-integrable a pesar de que h y f si lo
son.

81. Sea g € BV ([a,b]) tal que:

a) gla) =0
b) g es continua por la derecha en [a, b] .
¢) [P fdg = 0 para toda f € C([a, b))
Pruebe que g =0
(Sugerencia: Primero tome f = 1 para obtener g(b) = 0. Si ¢ € (a, b),
1 si x € [a, ]

considere h > 0 tal que c+h < by sea f(x) = 1—%(3:—0) siz € [c,c+ h

0 siz € [c+h,b

. De ahi obtenga que: —g(c) = f; fdg , por lo que |g(c)| < vith(g).
Ahora use la hipdtesis en b) haciendo tender a h a cero y use el 72.

a) )

82. Sea f : [a,b] — R una funcioén de clase C'!. Pruebe que:

a) f™ es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a f™ para todom,n €
Ny halle [” fmdf .

b) fell(sinf)y [0 fdsinf = fsin f|2 +cos f|5 .
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83.

84.

85.

86.

87.

88.

Sea f : [a,b] — R continua y g : [a,b] — R estrictamente creciente.

1/n
Pruebe:lim,, o (f: ‘f|ndg) = ||l

[a,b]

(Cambio Lineal de Variable en la Integral de Riemann-Stieltjes)
Sea ¢ : [a,b] — [c,d] la (Gnica) funcién lineal tal que p(a) = ¢y ¢(b) = d.
Sean f € C([c,d]) y g € BV([c,d]) dadas. Pruebe:

a) goy e BV([a,b]) y v5(gop) =vi(g) .
b) fopelllgop)y [(fop)dlgoyp) = [ fdg.

Hipotesis y notacion como en el anterior. Suponga ademéas que ¢’ es Rie-

mann integrable. Pruebe usando el inciso b) del anterior que: fcd fg'dx =
b

J.(fg') o (0)¢'da .

(Sugerencia: (g o @) = ¢'(p) o ¢’ es Riemann-integrable. Use la version

adecuada del teorema de modificacion de la integral.)

Defina f,, : [0,1] = R por f,(x) = nze="*" . Prucbe:

a) fn(z) = 0 (n — o00) para toda = € [0,1] .

b) [y (o0 fo(@)) dz es diferente de lim, o [ fo(z)dz . Explique
el fenémeno.

Sea f : [a,b] — R continua fija y g, : [0,1] — R definida como sigue:
1. 1 2 1 2
gn(o) =0 s gn(x) > E SLT € <O7 n:l s gn(x) — ﬁ SLT € (n7n:|7 s s

-1
gn(x)=1siz € (n—, 1} . Pruebe:
n

a) gn(z) — x uniformemente en [0,1] (n — 00) y v} (gn) = 1 para toda
n € N.

b) fol fdgn — fol fdx sin — oo.

nx
Ah n 0,1 R dad n =

¢) Ahora sea f, : [0,1] — ada por f,(x) T na

lim,, o0 fol fn(x)dz = 0 . Obtenga el mismo resultado si f,(z) =

nx(l—z)" osi fp(x) =e ™.

. Pruebe que

Decimos que g : (—o0,00) — R es de variacion acotada en (—oo,00), y
denotaremos g € BV (—00,00), si g € BV ([a,b]) para todo a < b € R
y sup, ., v2(g) < oo. Si este es el caso, v>°_(g) denota dicho supremo.
Pruebe:

a) v>°,(9) = limg_ 00 v%,(g) -

b) limy oo v (g) = 0 = lim, o v2°(g) donde v2°(g) = limp_ 00 v2(9)
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¢) g es acotada, de hecho para cada a: |g(z)| < |g(a)] + v>°,(g) para
toda x .

d) g puede escribirse como sigue: g = mj — mg con m,; creciente y
lim, ., _oomi(z) =0 (i=1,2) .
(Sugerencia: Sea my(x) =v*_(g) )

e) lim, o g(x) y im,_, o g(z) existen.

89. Sea g € BV(—00,00) y f : (—00,0) — R acotada. Suponga que f € I%(g)
para toda a < b. Decimos que f € I _(g) si im0 psoo f: fdg existe,
en cuyo caso lo denotamos por ffooo fdg. Muestre que la conclusion del
segundo teorema de Helly en este contexto puede fallar como sigue: Sea

0 siz<O0
az)=qx si0<z<1yseagy(r)=a(r—n) Ve € R. Pruebe que:
1 siz>1

a) gn € BV(—00,00), de hecho v>°,_(g,) = 1 para toda n € N.
b) limy, 00 gn(z) =0 Vo .
¢) [1d(Mimy, o0 gn) # limy, oo [ 1dgy, -

90. Este ejercicio repara parcialmente la falla del segundo teorema de Helly
como sigue:

Denotamos por: Cyp(R) = {f : (—00,00) — R|f es continuay lim,_, ., f(z) =

0;lim,; 00 f(z) = 0} . Supongamos que (gy,) es una sucesion en BV (—oo, 00)
tal que 3 M > 0 con v, _(gn) < M para todan € N | y lim,_, gn(z) =
g(x) existe para toda x.

Pruebe:

a) g € BV(—00,00) y v, (9) < M,
b) limy oo [0 fdgn = [T2 fdg V f € Co(R) fija .

(Sugerencia: Para b) primero hay que probar que f € I%_(gn)
VneNyfel>x (g).Paraesto, muestre que la hipotesis f € Cy(R)

€
< -
. 4
y |f:o fdgn| < 1 uniformemente en n y también para g. Finalmente,

implica que para todo € > 0, existe A > 0 tal que: ’f__oi fdgn

escriba:
I, Fdgn — [, fdg| < |[2, fdgn — [, fdg|+|[ 2 fdgn
| <] 4]

3 fdga + |15 £dg] < |[74 Fdgn — J7, Fdg| + <.
Ahora use el Teorema de Helly en [—A4, A]. )

+[ 72 £ag]
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