INTRODUCCION A LAS MATEMATICAS SUPERIORES

Tema 1

1.1 BREVE INTRODUCCION A LA LOGICA MATEMATICA
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Resolver los ejercicios L1 a L3, las respuestas se irdn revisando después de analizar la

teoria que corresponde y que aparece en esta seccion.

L1.- Escribir una oraciéon que corresponda a la negacion de la que aparece en cada inciso,
no usar “no es cierto que”:
a) Juan es matematico.
b) La maquina no esta desconectada.
¢) Juan es matematico y su hermana ingeniero en computacion.
d) Carlos nada los martes y Maria juega tenis los sabados.
e) El contacto no sirve o la maquina estd desconectada.
f) El programa tiene un error de logica en las primeras diez lineas o corrié con un
conjunto incompleto de datos.
g) Todo trabajo es noble.
h) Algunos triangulos rectangulos son isdsceles.
1) Ningln cisne europeo es negro.

J) Algunos filésofos son hombres de accion.



L2.- Determinar dos oraciones equivalentes para cada una de las siguientes expresiones:
a) Sime pagan iré el sabado.
b) Siel liquido x esta hirviendo entonces su temperatura es al menos de 250°.
c) Sin es divisible entre 6 entonces n es divisible entre 2 y n es divisible entre 3.

d) Si—2 < x < 2 entonces x% < 4.

L3.- Negar las proposiciones del problema L2.

L4.- Leer con cuidado la definicion de proposicion que aparece a continuacion.

Una proposicion es una oracion que es falsa (F) o verdadera (V), pero no las dos cosas a la

VECZ.

L5.- Determinar si son proposiciones las que aparecen en los siguientes incisos:
a) 3+5
b) 8<2
c) x2—-2x+1
d) x-1)*=x*-2x+1
e) Trae ese libro.
f) ¢Vendras el jueves?

g) Si esta lloviendo entonces las calles estan mojadas.
L6.- Leer con cuidado las definiciones que aparecen a continuacién y completar tablas de
verdad correspondientes.
Las proposiciones simples se denotan en general con las letras P, O, R, etc.
Las proposiciones compuestas se forman combinando proposiciones simples con
conectivos logicos (conjuncidon, disyuncion y negacién) y/o operadores logicos

(condicional y bicondicional).

La conjuncion de dos proposiciones Py O, se denota “PAQ” y se lee “Py Q”, serd una
proposicion verdadera sdlo si ambas proposiciones son verdaderas.



La disyuncion de dos proposiciones Py (O, se denota “Pv O y se lee “P o O”, sera una
proposicidn falsa solo si ambas proposiciones son falsas.

La negacion de una proposicion P, se denota “—P” y se lee “no P”, sera una proposicion
falsa si P es verdadera y verdadera si P es falsa.

L7.- Determinar para las proposiciones del problema L1 a) a L1 f) de qué tipo de
proposicion se trata, simple, conjuncion o disyuncion.

Una tabla de verdad es un esquema que muestra como los valores de verdad de
proposiciones compuestas dependen de los conectivos usados y de los valores de verdad de
las proposiciones simples que las componen.
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L8.- Determinar los valores de verdad de las siguientes proposiciones.
a) -5<-3y-5<-6 b) -5<-30-5<-6

L9.- Leer con cuidado las definiciones que aparecen a continuacion y completar tablas de
verdad correspondientes.

La proposicion condicional “Si P, entonces Q” se denota “P — Q”, y es falsa s6lo si P es
verdadera y Q es falsa.

La proposicion bicondicional “P si 'y solo si Q” se denota “ P <> Q7 y es verdadera sélo si
ambas proposiciones tienen el mismo valor de verdad.

Condicional
P—-0

Bicondicional
Po QO

<[ <D




Una tautologia es una proposicion que siempre es verdadera, independientemente de los
valores de verdad de cada una de las proposiciones.

Una contradiccion es una proposicion que siempre es falsa, independientemente de los
valores de verdad de cada una de las proposiciones.

“P=0” indica que las proposiciones Py Q son logicamente equivalentes, esto es, tienen

los mismos valores de verdad para los mismos valores de las proposiciones simples que las
componen.

Sean p, g y r proposiciones, algunas propiedades de los conectivos y los operadores
logicos son:

1.- De la doble negacion ~ —(—p) = p

2.- Leyes de De Morgan: —(pAg)=-pVv—yq —(pvq)=—pAr—g

3.- Conmutatividad: PAG=qAD; pPVg=qVp

4.- Asociatividad:  (pAg)Aar=pna(gar); (pvqg)vr=pv(gvr)

5.- Identidades: pAV=p pvF=p

6.- De la negacion: pA—p=F pv—p=V

9.- Distributividad  pA(gvr)=(parg)v(par); pvigar)=(pvg)a(pvr)

L10.- Utilizando las propiedades 1 y 2 negar las siguientes proposiciones y comparar la
repuesta con la escrita en L1.
a) Juan es matematico.
b) La maquina no esta desconectada.
¢) Juan es matematico y su hermana ingeniero en computacion.
d) Carlos nada los martes y Maria juega tenis los sdbados.
e) El contacto no sirve o la maquina esta desconectada.
f) El programa tiene un error de logica en las primeras diez lineas o corridé con un
conjunto incompleto de datos.

Dos proposiciones logicamente equivalentes a una proposicion condicional de la forma
P—>Q son =PvQ 'y -—Q—>-P. (P—)Q)E(ﬁPvQ)E (—|Q—>—|P). Esto puede
demostrarse con la ayuda de tablas de verdad.



L11.- Determinar dos proposiciones equivalentes para cada una de las siguientes
expresiones y compararlas con las repuestas del problema L2.
a) Sime pagan iré el sabado.
b) Si el liquido x esta hirviendo entonces su temperatura es al menos de 250°.
c) Sin es divisible entre 6 entonces n es divisible entre 2 y n es divisible entre 3.
d) Si—2 < x < 2 entonces x? < 4.

La negacién de la proposicién condicional P — Q es PA—=Q. —(P = Q)= (P A—0Q).

L12.- Negar las proposiciones del problema L11 y compararlas con las respuestas de L3.
En caso de duda hacer las tablas de verdad.

L13.- Analizar si la representacion de las proposiciones es correcta y determinar, después
de completar la tabla de verdad, qué proposicidon o proposiciones son equivalentes a
la proposicion condicional A, y cudl o cudles corresponden a su negacion.

Sea P: Me pagan y Q: Ir¢é el sabado.
Si me pagan iré el sdbado. P — Q

Si no me pagan no iré el sabado. =P — —Q

Si no voy el sdbado entonces no me pagan. ~Q — —P
Si voy el sdbado entonces me pagan. O — P

No me pagan o voy el sdbado. =P v Q

Me pagan y no voy el sdbado. P A —Q

mEHO 0w >
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Calculo de predicados y cuantificadores

Un predicado es una oracion que contiene un numero finito de variables y se vuelve una
proposiciéon cuando se sustituye en la variable un valor especifico. El dominio de un
predicado variable es el conjunto de valores que pueden ser sustituidos en el lugar de la
variable.

Cuantificadores universal y existencial.

“Cualquier cuantificador de la forma para todo, todo, para cada, o cada se llama
cuantificador universal ...” (Simth 50) y se simboliza por medio de una V.

Ejemplo:  2x+3x=5x es verdadera para todo valor de x; en forma simbolica: VX,
2x+3x=5x.

“Cualquier cuantificador de la forma existe, alguno, o existe por lo menos uno se llama
cuantificador existencial ...” (Simth 50) y se simboliza por medio de una 3.

Ejemplo: 2x+3=5 es verdadera si x=1, para cualquier otro valor de x sera falsa, en forma
simbdlica: dx tal que 2x+3=5.

Una proposicion que contiene un cuantificador universal es verdadera si y solo si el
dominio de la variable es igual al conjunto universal correspondiente al problema. Ejemplo:
si xe R la proposicion Vx, x=5, es falsa. Una proposicion con un cuantificador existencial
es verdadera si y solo si el dominio de la variable no es vacio.

L14.- Encontrar el valor de verdad de cada predicado abajo:

a) Vxe R—{O},x>l b) dxe R,x>l
X X

L15.- Sea R el dominio de los predicados x >1, x> 2, x| >2 'y x* >4 . Determinar cuales
de los siguientes predicados son verdaderos y cuales falsos.
a) x>2=>x>1 b) x>2=x>>4

) x’>4=x>2 d) x> >4= 4 >2

Negacion de los cuantificadores. (Smith Pag. 8)

Proposicion | Negacion

Todos Algunos .. no
Ninglin Algunos
Algunos Ningln

Algunos .. no | Todos




L16.- Escribir la negacion de las siguientes proposiciones y comparar con la respuesta dada
en L1.

a) Todo trabajo es noble.

b) Algunos tridngulos rectangulos son isésceles.
¢) Ningln cisne europeo es negro.

d) Algunos filosofos son hombres de accion.

L17.- Escribir la negacion de cada una de las siguientes proposiciones.
a) V namero primo p, p es impar.
b) I un triangulo T tal que la suma de sus angulos es 200°.
¢) Vxe R,Si x>0 entonces x* >9.

Algunos tipos de demostracion (si el tiempo lo permite)

L18.- Demostrar lo que se solicita en cada inciso.
a) Sim esimpar y n impar entonces mn €s impar.
b) Si n” es par entonces 7 es par.
Sugerencia: demostrar la proposicion equivalente
Si n no es par entonces n” no es par.

¢c) dxe R,x>l
X

L19.- Encontrar los contraejemplos para demostrar que son falsos:

a) Vxe R,x>l
X

b) Vre Z. X le 7
X

c¢) Si m es par y n impar entonces mn es impar.

d) Vxe R,VyeR [x+y =x/;+\/;

En el anexo A (a,b) de este documento se encuentra un resumen de logica.



1.2 BREVE INTRODUCCION A CONJUNTOS

C1.- ;Qué es un conjunto?

C2.- Mencionar algunas formas de representar conjuntos.

C3.- ;Es relevante el orden al enumerar los elementos de un conjunto?

C4.- (Es relevante el nimero de veces que aparecen los elementos al describir un conjunto?
C5.- (Como se llama el conjunto que no tiene elementos? ;Como se representa?

C6.- Indicar en cada inciso si lo que se indica corresponde o no a la notacion de un conjunto:

a)7 b) 4 ¢) {a,b} d) & e)a
C7.-(Es 4= {4} ? Justificar su respuesta.

C8.- En cada inciso expresar el conjunto enumerando los elementos.
a) Los nombres de las estaciones del afio.
b) Las letras de la palabra “naturaleza”.

C9.- Expresar cada uno de los conjuntos que aparecen abajo utilizando una caracteristica que
describa sus elementos.
a){a, 0,1, e u} b) {2,4,6,8, ...}

C10.- ;{Cuando se dice que dos conjuntos son iguales? ;Qué notacion se usa para indicar dicha
relacion entre conjuntos?

C11.- ;Cuales de los siguientes conjuntos son iguales?

a) A :{a,b,c,d} b) B :{d,e,a’c} C) C:{d’b’a,a’c}

C12.- ;Como se define un subconjunto? ;Qué notacion se usa para indicar dicha relacion entre
conjuntos? ;/Qué diferencia hay entre los simbolos cy € ?



Cl13.-Sean A= {c,d,f,g} , B= {f,j} y C= {d,g}, determinar si son ciertas, justificando su

respuesta:
a) BC A b) Cc A4
e) Dc A NCcY

i) {2} €{1,2,3} i) le{l}
m) {1} < {L.{2}} n) 1e{{1}.2}
o De{L{2}.{3}} noc{L2}

c)CcC

9 3e{1,2,3}

o {3} e{L.{2}.{3}}
o) {2} c{1.{2}.{3}}

s) Oestaen J

dCc 4
hy 1< {1}
b {1} {1}
p) {2}
t) @ ={2}

Cl14.- ;Como se definen las operaciones de union, interseccion, complemento y diferencia entre

conjuntos?

Cl15.-Sea A = {b,c,d,f,g}, B= {a,b,c} yU= {a,b,c,d,e,f,g,h} determinar:

a) AU B b) AN B
e) AUD HANU
) AND D AuU

c) A-B
g) A°
k) &°

d) B- 4
h) (4 B)'
I U*

C16.- Sea A=1{a,b,c}, B={x,y}, C ={1,3}Listar los elementos de cada uno de los siguientes

conjuntos:
a) AXB b) Bx A c) Ax A
C17.- a) Decir que un elemento estd en AN (B U C) significa que el elemento esta en yen
b) Decir que un elemento esta en 4 — (B v C) significa que el elemento esta en y no
esta en

C18.- Sea 4={1,2,3} determinar el conjunto potencia P(4).

C19.- A continuacion se presenta una demostracion, completar los espacios.
Sean A4, B, y C conjuntos, si AC By Bc C entonces 4 < C.

Demostracion:

Sean A4, B, y C conjuntos, suponer qu¢e A B y B < C, para demostrar que 4 < C

debemos demostrar que todo elemento en

elemento en A4, ese elemento esta en
también esta en (ya que

esta en

. Dado cualquier
(porque A < B) por lo que ese elemento
). Entonces 4 < C.

C20.- A continuacion se presentan las propiedades de la union, interseccion, complemento y
diferencia entre conjuntos, analizarlas con cuidado.



PROPIEDADES

Para todos los conjuntos 4, B'y C subconjuntos del conjunto universal U. J representa el conjunto
vacio.

PROPIEDAD INTERSECCION UNION

1.- Inclusién: ANBc A, AnBcCB Ac AuB, BCc AuUB
2.- Conmutatividad: ANB=BnN A4; AUB=BuU A4

3.- Asociatividad: Am(BmC)z(AmB)mC AU(BUC)Z(AUB)UC
4.- Identidades: ANU =4 AuD=A

5.- Cotas: AN =0 AU =U

6.- Idempotencia: AN A=A AU A=A

7.- Leyes de Morgan: (AmB)C = A UBC (AUB)C = AN B¢

8.- De complementos: AN A =@ Au A =U

9.-Distributividad 4U(BNC)=(AUB)N(A4UC); AN(BUC)=(A4nB)u(4NC)

10.- Complementos de Uy &: U = @ =U

11.- Doble complemento: (A")c =4

12.- Transitividad: Si Ac By Bc C entonces A< C

13.- Leyes de absorcion: AU(AF\B) =4 Am(AuB) =4

14.- Representacion alternativa del conjunto diferencia: 4— B = AN B¢

En el anexo A (c) de este documento se encuentran transcritas estas propiedades.

C20.- Justificar los pasos de la siguiente demostracion utilizando las propiedades.
Para todo 4, B, y C conjuntos (A U B) - (C— A) =AuU(B- C)
Demostracion: Supongamos A4, B, y C son conjuntos cualesquiera. Entonces

(AUB)—(C—A)Z(AUB)(\(C—A)C por (a)
:(AuB)m(CmA”)C por (b)
= (AUB)F\(A” N C)C por (©)
=(AUB)F\((AC)CUCC) por (d)
=(AUB)ﬁ(AuCC) por (e)
:Au(BmC") por (f)
=AU(B—C) por (2
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