
C álculo Diferencial e Integral III. Otoño2021

Laboratorio 14: Integrales Triples

1. Encuentra el valor de a > 0 tal que

∫∫∫
Da

(x+ y + z)dxdydz = 64, donde Da es

el paraleleṕıpedo en el espacio xyz dado por [0, a]× [0, 2a]× [0, a].

2. Sea D la región sólida en R3 acotada por las superficies y = x2, y = −x2 + 2x,

z = 0, z = x2 + y. Escribe

∫∫∫
D
f(x, y, z)dxdydz como una integral triple

iterada.

3. Sea D la región sólida en R3 acotada por las superficies y = x2, y = x, z = 0,

z = 2x. Encuentra el valor de

∫∫∫
D
ydxdydz.

4. Sea f : [a, b] → R continua con f ≥ 0. El sólido de revolución generado al rotar
alrededor del eje x la región delimitada por la curva y = f(x), el eje x, y las
rectas x = a, x = b, está dado por

D = {(x, y, z) | x ∈ [a, b], −f(x) ≤ y ≤ f(x), −
√

(f(x))2 − y2 ≤ z ≤
√

(f(x))2 − y2}.

Usa la igualdad

∫ r

−r

√
r2 − y2dy =

πr2

2
, ∀r ≥ 0, para mostrar que el volumen de

D, dado por la integral

∫∫∫
D
1dxdydz, es igual a π

∫ b

a
(f(x))2dx.

5. Encuentra el valor de

∫∫∫
D
(2z +

√
x2 + y2)dxdydz,

donde D = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 ≤ 4, z ∈ [0, 1]}.

7. Sea T : R3 → R3 dada por T (u, v, w) = (u + v, v − 2w, u − w). Sea D∗ =

[0, 1] × [−2, 0] × [0, 1]. Encuentra el valor de

∫∫∫
D
(x − y + z) dxdydz, donde

D = T (D∗).

1

D
e(x

2+y2+z2)3/2dxdydz, donde

D = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 ≤ 9, x ≤ 0, y ≤ 0, z ≥ 0}.

Encuentra el valor de
∫∫∫

6.



Cálculo Diferencial e Integral III. Otoño 2020
Ejercicios adicionales para el examen final

Los siguientes ejercicios son de práctica para los temas que se incluirán en el exa-
men final (ver también los laboratorios correspondientes) :

a) Trayectorias
b) Multiplicadores de Lagrange
c) Máximos y mínimos en regiones cerradas y acotadas
d) Teoremas de la función implícita e inversa
e) Integrales dobles, teorema de cambio de variables
f) Integrales Triples.

1. Encuentra el valor de
∫∫∫

D
e(x

2+y2+z2)3/2dxdydz, donde

D = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 ≤ 9, x ≤ 0, y ≤ 0, z ≥ 0}.

2. Un objeto se mueve en el plano xy de tal manera que su posición al tiempo
t es r(t) = (t − t3, 2t + t2) para t ≤ 2. Al tiempo t = 2 el objeto comienza a
moverse sobre una línea recta en dirección del vector r′(2) y a velocidad constante.
Encuentra la posición del objeto al tiempo t = 3.

3. Repetir el ejercicio anterior pero con la trayectoria en R3 dada por r(t) =
(2t, t2, t3 − 2t2).

4. Una partícula se mueve sobre un círculo en el plano xy. Su posición al tiempo
t está dado por r(t) = (cos(t2 − t), sen(t2 − t)). Observar que la partícula se
encuentra en la posición (1, 0) en los tiempos t = 0 y t = 1. Decide si la partícula
se mueve en el sentido de las manecillas del reloj o en el sentido contrario para
cada uno de los tiempos t = 0, t = 1.

5. El vector posición al tiempo t para una partícula que se mueve sobre una hélice
es r(t) = (x(t), y(t), z(t)) = (cos(t), sen(t), t2).

(a) Encuentra la velocidad de la partícula en el instante t0 = 4π.
(b) Encuentra una parametrización para la recta tangente a la curva descrita

por la trayectoria r al tiempo t0 = 4π.
(c) ¿En qué punto la recta tangente intersecta al plano xy?

6. Sean r1 = r1(t) y r2 = r2(t), t ∈ [a, b], dos trayectorias diferenciables en Rn. Sea
f : [a, b] → R dada por f(t) = r1(t) · r2(t), donde · representa el producto punto
de dos vectores. Muestra que f ′(t) = r1(t) ·r′2(t)+r′1(t) ·r2(t) para toda t ∈ [a, b].

7. Sea r(t) la posición de una partícula al tiempo t. Suponer que r es de clase
C2. La aceleración de la partícula al tiempo t se define como el vector r′′(t).
Muestra que si la partícula se mueve con rapidez constante, entonces la velocidad
y la aceleración de la partícula al tiempo t son vectores ortogonales. Es decir,
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r′(t) · r′′(t) = 0 para toda t. Sugerencia: Escribe el cuadrado de la rapidez como
un producto punto. Puedes usar el ejercicio anterior.

8. Sean r = r(t) y θ = θ(t), con t ∈ R, dos funciones clase C1 con valores reales tales
que r(t) > 0. Sean x(t) y y(t) dadas por x(t) = r(t) cos(θ(t)), y(t) = r(t)sen(θ(t)).

Muestra que dθ
dt =

1

x2 + y2

(
x

dy
dt − y

dx
dt

)
. Sugerencia: Escribe y(t)/x(t) en

términos de la función tan y usa diferenciación implícita.

9. La curva descrita por la trayectoria

r(t) = (x(t), y(t)) = (R(t− sen(t)), R(1− cos(t))), (1)

con R constante positiva, recibe el nombre de cicloide. Cuando un objeto viaja
de un punto P1 a un punto P2 puede seguir muchos caminos. Si el objeto se
mueve únicamente por la influencia de la gravedad, el camino que debe seguir
para llegar lo más rápido posible a P2 es un arco de una cicloide suponiendo
lo siguiente: el punto P1 está localizado a mayor altura que P2, la fuerza de
gravedad se mantiene constante, el punto P2 no está directamente hacia abajo
de P1 (en caída libre el objeto no pasa por P2).
Muestra que de (1) se obtiene:

1 +

(
dy
dx

)2

=
2R

y
, para y > 0.

Sugerencia: Usa la relación dy
dx =

(
dy
dt

)(
dt
dx

)
junto con dt

dx =

(
dx
dt

)−1

.
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Muestra que si la partícula se mueve con rapidez constante, entonces la velocidad
y la aceleración de la partícula al tiempo t son vectores ortogonales. Es decir,
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8. Sean r = r(t) y θ = θ(t), con t ∈ R, dos funciones clase C1 con valores reales tales
que r(t) > 0. Sean x(t) y y(t) dadas por x(t) = r(t) cos(θ(t)), y(t) = r(t)sen(θ(t)).

Muestra que dθ
dt =

1

x2 + y2

(
x

dy
dt − y

dx
dt
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términos de la función tan y usa diferenciación implícita.
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de un punto P1 a un punto P2 puede seguir muchos caminos. Si el objeto se
mueve únicamente por la influencia de la gravedad, el camino que debe seguir
para llegar lo más rápido posible a P2 es un arco de una cicloide suponiendo
lo siguiente: el punto P1 está localizado a mayor altura que P2, la fuerza de
gravedad se mantiene constante, el punto P2 no está directamente hacia abajo
de P1 (en caída libre el objeto no pasa por P2).
Muestra que de (1) se obtiene:

1 +

(
dy
dx

)2

=
2R

y
, para y > 0.

Sugerencia: Usa la relación dy
dx =

(
dy
dt

)(
dt
dx

)
junto con dt

dx =

(
dx
dt

)−1

.
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D
e(x
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