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Cadlculo Diferencial e Integral I. Limites.

Limites

Antes de hacer los ejercicios, despeja un po-
co tu mente leyendo la biografia de Augus-
tin Louis Cauchy en http://www-history.mcs.
st-andrews.ac.uk/Biographies/Cauchy.html.

1. Para los siguientes incisos, determina un valor
de § > 0 que garantice que si

a) [z+2/ <6 =22 —4|< &

i
) 0< [o+2] < 6= [(20-5) ~ (-9)] < 453

) 0<|z—3]<d=[22-9 <3

e 0<]a:—1|<5=>|(a:2—5)—(—4)]<2%;

)

)

)
d) 0<|z—3|<d= a2 -1 <L

)
[ 0<|z—2/<6=|(2?—2x) 1] < &
)

9) 0<|z+1] <= |(z? +42) — 1| < &.

2. Sea € € (0,1) fija. Determina § = d(e) tal que
si 0 < |z — 1| < § entonces |2 — 1| <.

3. Paralos ejercicios[3a]a[3¢], usa un razonamien-

to similar al del siguiente ejemplo obtenido de
[2].
Ejemplo El volumen de una gas a presion
constante es directamente proporcional a la
temperatura absoluta y a la temperatura de
175° C el gas ocupa 100 m3.

I Encuentre un modelo matematico que ex-
prese el volumen como una funcién de la
temperatura.

11 ;Cudl debe ser la temperatura del gas si
éste ocupa un volumen entre 79.5 y 80.5
m??

Solucion

I Sea f(x) metros ctibicos el volumen de un
gas cuya temperatura es x grados. Enton-
ces, por la definicién de variacién directa-
mente proporcional,

f(@) =k, (1)

donde k es una constante. Como el volu-
man del gas es 100 m? a la temperatura
de 175° C, se sustituye = por 175 y f(x)

por 100 en , de donde se obtiene k = %.
Entonces 4
fl@) = 2z (2)

11 De tenemos que f(140) = 80, el gas
ocupa 80 m?® a una temperatura de 140°
C. Se desea determinar qué tan cerca debe
estar = de 140 para que f(x) no esté a mas
de 0.5 de 80; i.e., para ¢ = 0.5 se desea
determinar una ¢ > 0 tal que si

0<|r—140 <6 = |f(z)—80]<0.5
0<|z—140| <0 = |z —140| <0.875
Sea 0 = 0.875, entonces
0 < |z — 140] <0.875
4 4
—|lz — 14 =(0.
= 7\x 0| <7(0 875)
4
= \?x — 80| <0.5

En consecuencia, si 0 < |z — 140| < 0.875
entonces | f(z) — 80| < 0.5. En conclusion,
para que el gas ocupe un volumen entre
79.5 y 80.5 m® su temperatura debe estar
entre 139.125° y 140.875° C.

Ejercicios

a) La cubierta circular de una mesa tiene un
area que difiere de 2257 cm?
4 cm?. ;Cudl es la medida aproximada del
radio?

en menos de

b) A uns persona que gana $15 por hora se
le paga solo por el tiempo real de trabajo.
., Qué tan cerca de 8 horas debe trabajar
una persona para que su salario difiera de
$120 en no més de 25 centavos?

¢) Se construye una cerca alrededor de una
jardin de forma cuadrada. ;Qué tan
proximo a 10 m debe estar la longitud
de cada lado del jardin para que la lon-
gitud total de la cerca esté entre 39.96 y
40.04 m?


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Cauchy.html
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4. Calcula los siguientes limites.

) i 2 — 49
1m
@ x—7 x—7’
3
-1
b) lim =,
z—1 r—1
322 — 172 + 20

m -———,
a—4 4?2 — 251 + 36

x2 -9
d) Ii _
) o e s
i 83 — 27
e) lim \/—5——,
z—3/2 472 -9

f) lim vE+5-2

r——1 x4+ 1

) lmay/— —1
gxli%$ 22 >

h) h’mM, a>0,
r—=a T —a

)

. 22+ 1| — |22 — 1]
lim ,

z—0 T
N ., VtE44-2
j) lim ————.
t—0 T

5. Demuestra formalmente los limites del ejerci-
cio [l Si deseas, antes de hacer este ejercicio,
puedes practicar con los ejercicios 3-6 y 13,14
de la seccién 2.9 de [I], los cuales son guias
practicas de cémo hacer demostraciones sobre

limites.

6. Calcula los siguientes limites.

a) lim —(x — (- 2),
z—2— z+1
b) lim — >

|z + 1
z——11 (1 + -T)Q’

)

2
ozl —dx+4
lim ,
r—2+ ‘2 — .73‘
1
lim

oy VA= V2~ VitV

z—0t \/E ’

3—=x
T
2+ x4 — 4

1 1
lim [ —=—
oot (ﬁ /jzr)

2 siz <1,

fle)=< -1 siz=1,
3 six > 1.

1) I

) lim f(x)
2) lim f(x)
rz—1—
3) lim f(z)

z+4 siz < —4,
f(x) = .
4—z sixz>—4.

1) lm f(x)

T—4+

2) lim f(x)

r—4-

3) lim f(x)

r—4

20 +3 sixz <1,
flx)=<14 six =1,

22 +2 siz>1.
1) lim f(z)

z—1t
2) lim f(x)
rz—1—

3) lim f(x)

z—1

7. Demuestra formalmente los limites del ejerci-

cio [6l
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8. Calcula los siguientes limites.

) 20+ 1
“ 5y 2

b) lim 2z + 77
x—o00 4 — by

) Te2 — 2+ 1
¢ xL%OSx?—i-Sx—i-S’

2
, x*+5
) Jim =5
; 2
e) wlingo (332—4>,
T+ x++\T
f) lim ,
T—00 vo+1
i x 1—2x
9) 00 2 +1 4z

h) lim <\/x2+a:—|—1—\/x2—x+1>,
T—00

T—00

i) lim <\/ 2+ 2z — xl),

21
j) lm YT
T—r—00 €T

9. Demuestra formalmente los limites del ejerci-

cio 8l

10. Calcula los siguientes limites.

sen2 i

a) lim ———
z—01 — cosx

b) lim T sen r

01 —cosx’

sen 2x

c¢) lim
) x—0 21 — 1,‘2’

4) lim sen 7x — tan E):U7

z—0 2x

11.

13.

14.

15.

; tan?
e) lim ——,
z—01 — cosx

cosx — 1
im ——,
z—=0 xtanz
2
sen” (ax
im %, a,b+#0,
z—0 ax> + bx

B lim sen x

z—0t \/5 ’

- L
) lm (=3

=(3)” 22— (3"

1
j) lim z? (COS ) ,
T—00 €T

1
k) lim ztan (),
T—00 €T

Demuestra formalmente los limites del ejerci-
cio

. Si h(x) = ;2—7_11, ipor qué no existe h(1)?
Demuestra analiticamente que h’m1 existe y
T—r
calculalo.
Si

f($):{2x—1 siz#2,

1 six=2,

encuentra el h’n% f(z) y demuestra que
Tr—r

h’m2 f(z) # f(2). Apoya tu respuesta gréfica-

z—

mente.

Usa las propiedades de limite para demostrar
que h’m3 f(z) existe y determina su valor si
Tr—r

lim 2f(z) — 2

— =2,
x—>3(2—1‘)2+2

Usa las propiedades de limite para obtener

o i &) +PE)P
a——1  2h(z) —g(x) ~’
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o Pa)g)
D )+ 1
si lim f(x) =3, lim g(z) =2y lim h(z) =

z——1 r——1

—1.
16. El h'n% g(x) existe. Determina su valor para
T—r
que se cumpla

lim (:17 lim g(:n)) =2
r——4

z—0

17. Sea f(z) un funcién definida en un intervalo
que contiene a g (f(zp) no estd necesariamen-
te definido). Demuestra que lim f(z) = L si

Tr—xQ

y s6lo si lim [f(z) — L] = 0. Sugerencia. Nota
T—ITQ
que f(x) =[f(z) — L] + L y aplica el teorema

sobre la suma de limites.

18. Sean f y g las funciones definidas como

r+1 siz<l,
flx) = .
z—1 sil<uz,
1—2 siz <1,
g(z) = .
1+2x sil<uz.

a) Muestra que lim f(z) y lim g(z) no exis-
z—1 z—1
ten.
b) Define la funcién f + g.
¢) Demuestra que hni[f(x) + g(z)] existe.
T—

d) De los resultados de los incisos y

se tiene que
lim[f(z) + g(x)] # lim f(z) + lim g(z).
z—1 z—1 z—1

i Contradice este hecho algin teorema de
limites?

19. Supdn que
Jim (f(@) + () = A4y
(f(z) —g(x))

lim
T—T0

lim f(z)g(z) existe y

a) Demuestra que
T—T0

obtén su valor.

b) (Bajo qué condiciones existe lim Hz)g
z—azo 9(%)

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Demuestra que si HII(I) f(z) = L, entonces
T—

i =1L
sy (32) = L.

y
lim f(—5) =L
Supén que
If = A li =B
lim f(z) y lim f(z)

Calcula en términos de A y B los siguientes
limites:

Ii o .
o) lim f(a* = 2);

b) lim f(z? —z%);

z—0t

¢) lim f(x—sen x).
z—0t
Prueba, usando la definicién, que si a es cual-
quier constante
1

lim =0
=00 T + a

Usa el resultado anterior para mostrar que

, 3xr+2
lim =3
z—oo x4+ 1

Prueba que si lim flz) =0y lg(x) < M
T—x0
Vx € R (M < 0 constante), entonces

lim f(x)g(z) = 0.

Tr—TQ

Concluye que, en particular,

, 1
lim x sen <> = 0.
z—0 X
Sugerencia. Usa el teorema de Sandwich.
Sea f(z) = min(z, x?). Calcula h’m1 f(x).
T—r
Sugerencia. Acota f por x y 2 cerca de 1.

Demuestra que Va € R se satisface

=l <l
x|.
2+ 11~
Emplea esta desigualdad para probar que
, x
lim =
=0 22 + 1
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27. Supén que f estd definida en un intervalo al-
rededor de xyp = 7 pero no necesariamente en
To =Ty que

2 4
1 x—17 1 2z — 14
2( 1 ) gf(:c)§2< - )

para todo z € V — {zp}. Calcula h’m7 f(z).
T—

28. Sea f: (0,00) — R una funcién tal que

2x — 3 202 +8x + 7
v <f(x)§% Ve > 0.
x
Calcula lim f(x).
TrT—r00
29. Demuestra que si hln |f(x)] = 0, entonces
X Cc

h'i")ﬂ f(z)=0.
x C
Sugerencia. Usa el teorema del Sandwich.

30. Sea f una funcién tal que —2 < f(z) < 3 para
todo x € [—1,1]. ¢ Existe lim 22 f(z) ?
z—0
31. Calcula con detalle h'n% g(z) si se sabe que
z—

lg(x) + 4] < 2(3 — x)* para toda = € R.

32. Sea M > 0 una constante y supén que f satis-
face
|f(2) — 1| < Mlz —xo|*.

Demuestra que lim f(z) = I.
T—TQ
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