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Aplicaciones de la derivada

Antes de hacer los ejercicios, despeja un po-
co tu mente leyendo la biografia de Brook Tay-
lor en http://www-history.mcs.st-andrews.
ac.uk/Biographies/Taylor.html.

1. En los siguientes ejercicios, obtén la ecuacién
de la recta tangente en el punto dado. Dibuja
la grafica de la ecuacién y muestre un segmen-
to de la recta tangente en el punto dado.

a) y=9-a% (2,5);

b) y=22+4, (-1,5);

c) y=2z2+4x, (-2,0);
d) y=x>—-6z+9, (3,0);
e) y=x34+3, (1,4);
fy=1-2a% (2,-7);

2. Demuestra que no existe una recta que pase
por el punto (1,5) que sea tangente a la curva
y = 4x2.

3. Obtén una ecuacion de la recta normal a la

curva y = 2> — 3z y que sea paralela a la recta
20 + 18y —9 =0

4. Determina los valores de a y b tales que el pun-
to Py(1,1) pertenezca a la curva 422 +ay? = b
y que la recta normal a través de P, sea
4y — 3x = 1.

5. Encuentra los puntos de interseccién de las
curvas 22 4+ 42 =2y 22+ 2y + 9% = 1 y deter-
mina las ecuaciones de las rectas tangentes en
esos puntos. ;Son las curvas tangentes en esos
puntos?

6. Sea f(z) = z* — 223 + 22% — x. Demuestra que
g(x) = 423 — 62% + 4z — 1 tiene al menos una
raiz en (0, 1).

7. Demuestra que f(x) = 2* + 523 + 4z no tiene
ningln cero ¢ que sea mayor a cero.

8. Verifica que las siguientes funciones satisfa-
cen las hipotesis del Teorema del Valor Me-
dio (TVM) y a continuacién encuentra ¢ que
satisfaga la conclusiéon del TVM.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

a) f(r)=22+2z -1 [0,1],

2
b fy=""

¢) fx) =v1+cosz [Fm, 3n].

[2,6];

. La media aritmética de dos niimeros a y b es

“TH’. Demuestra que el valor ¢ de la conclusién
del TVM para f(x) = 22 en el intervalo [a, b]
es la media aritmética de a y b.

La media geométrica de dos niimeros a y b es
Vab. Demuestra que el valor ¢ de la conclusién
del TVM para f(z) = 1/x en el intervalo [a, b]
es la media geométrica de a y b.

Sean f,g : [a,b] — R continuas, diferenciables
en (a,b) y tales que f(a) = g(a) y f(b) = g(b).
Demuestra que existe ¢ € (a,b) tal que f'(¢) =
g'(c).

Sea f : [a,b] — R continua y diferenciable en
(a,b). Si f(b) = f(a), demuestra que existe
¢ € (a,b) tal que f'(c) <O0.

Sea f : R — R derivable. Supén que existe
¢ € R tal que f'() < 0si z € (—o0,¢) ¥
f'(x) > 0siz € (¢,00). Prueba que f alcanza
su minimo absoluto en x = c.

Sean f,g : [a,00) — R continuas, diferen-
ciables en (a,00) y tales que f(a) = g(a) y
f'(z) = ¢'(x) para todo z € R. Prueba que
f(x) < g(x) para todo z € (a,00).

Sea f : [a,b] — R continua y diferenciable en
(a,b). Prueba que f es inyectiva si f/(z) # 0
para toda z € (a,b).

Sea f : [a,b] — R continua, diferenciable en
(a,b) y tal que |f'(z)] < M para toda z €
(a,b). Demuestra que, para toda x,y € [a,b],

[f (@) = fy)| < Mlz —yl.

Sea f : [a,b] — R continua, diferenciable en
(a,b) y tal que f'(z) # 0 para toda = € (a,b)
y f(a)f(b) < 0. Prueba que existe un unico
¢ € (a,b) tal que f(c) =


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Taylor.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Taylor.html
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Sea f : [a,b] — R continua y derivable dos
veces en (a, b). Supén que f tiene tres raices en
[a,b]. Prueba que f’ tiene al menos dos rafces
en (a,b) y f” tiene al menos una raiz en (a, b).

Demuestra que cualquier polinomio cibico
Az? + Bz?2 + Cx + D tiene a lo més tres raices
reales.

Usa el TVM para demostrar que si x > 0,
entonces sen(z) < z.

Sugerencia. Hay dos casos: ¢ > 1y 0 <z <
1. En el segundo caso, considera f(z) = x —
senx y usa el Teorema del Valor Medio para
a = 0y b = z. Deberés llegar a algo como
(1 —cosc) = f(x) con 0 < ¢ < 1. El miembro
izquierdo de esta ecuacién es positivo por lo
que f(z) > 0.

Usa el TVM para demostrar que si x > 0,
2
entonces cosx > 1 — 5.

Sugerencia. Sea f(xr) = cosz — (1 - ”“"2—2>

Si f(z) = sen’z + cos’z, demuestra que
f(z) =1 para todo z en el intervalo [—27, 27].
Sugerencia. Muestra que f’(x) = 0 en el inter-
valo.

Si f es continua en [a,b] y f'(z) = 1 para toda
x € (a,b), demuestra que f(x) =z —a+ f(a)
para toda z € [a, b].

Sugerencia. Considera = € (a,b] y después
la.2]

Para las siguientes funciones determina sus
puntos criticos y la naturaleza de éstos en el
intervalo dado.

a) f(z) =3+ 72% — 5z, R;
b) f(x) =223 —22% — 162 + 1, R;
¢) f(x) =285 — 12215 R;

2+ 4 )
d) f(z)= 9 R;
e) f(x) =sen2zcos2zx, R;
7) f(z) = se? 3, R;

9) f(z)=4-3z, (-1,2};

25.

26.

h) f(z) =vd—a?, (-2,2);

. 4
i) f(w):m7 [2,5);
. 3
J) F@) = 57, (=3,2)
2 .
)= six # 5, '
k)ﬂ@{Q LT
20 —7 si —1<zx<2, .
) f(x):{1—x2 i2<o<a, oY
m) f(z) =l =4/ +1, (0,6);
n) f(z) =4 —2?, R;
. )z +1 ste # -1,
") f(x)_{?) six=—1, =2, 1];

0) flx) =senz®>, [r/4,/4].

Si f'(¢) =0y f(c) no es ni un minimo local,
ni un maximo local, jdebe ser £ = ¢ un pun-
to de inflexion? Esto es cierto para funciones
razonables (como la mayoria de las funciones
que estudiards en tu curso de Célculo), pero
no es cierto en general. Sea:

2 1

r°sen = six # 0,
) = T
J(@) {0 sixz = 0.

a) Usa la definicién de la derivada para pro-
bar que f/(0) existe y que f/(0) = 0.

b) Prueba que f(0) no es ni un minimo local
ni un maximo local.

¢) Prueba que f’(z) cambia infinitas veces
de signo cerca de x = 0. Concluye que
2 = 0 no es un punto de inflexion.

Para las siguientes funciones: (i) obtén el do-
minio; (ii) determina los puntos criticos, extre-
mos locales y puntos de inflexién (iii) identifica
los intervalos donde es creciente o decreciente,
céncava o convexa; (iv) obtén las asintotas ver-
ticales y horizontales (si existen); (v) traza la
grafica de la funcién. Verifica tus respuestas en
http://graph.tk/.

a) f(z) =23z +2,


http://graph.tk/
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27.

b) f(x)=2" — 4z,
) f(x) = (z—1)*(z+2),
d) f(x) =2® —62%+ 9z +5,
e) f(x) =2+ (z—1)%,
f) f@) =
1
9) flz)=z+ =,
1
h) f(x) G- D@-3)
i)f@)—1+xr
. x?—4
7) fl@) =3,
_w—l—l
k) f(x)= N
D fla)= Y

Una recta y = ax + b se denomina asintota
oblicua de la funcion f si:

Jim (f(@) - (az + 1) =0

lim (f(z) — (ax +b)) = 0.
T——00
Si f(z) = P(z)/Q(z) donde Py @ son polino-
mios de grados m+1 y m, entonces, efectuando
la divisién de polinomios, se puede escribir:

Py(z)

Q(z)

donde P; es un polinomio de grado menor que
m. Prueba que y = az + b es una asintota
oblicua de f(x). Usa este procedimiento pa-
ra determinar las asintotas oblicuas de las si-
guientes funciones:

f(z) = (ax +b) +

28.

29.

30.

31.

32.

33.

a) f(2)= 5.
2
b J()= -,
3
9 sio= ot

1
d =3 —.
) f(a) =32+
Traza la grafica de las funciones.

Determina los valores de a y b que hacen que
f(z) = 23 + ax® + bz tenga un minimo local
en £ = 4 y un punto de inflexiéon en x = 1.

Encuentra el punto de la curva y = /r més
cercano al punto (%, 16). ;Cuél es la distancia
minima?

Determina las coordenadas del punto sobre la
recta y = mz+b, b # 0 mas proximo al origen,
asi como esa distancia minima.

Sugerencia. Minimza la distancia al cuadrado.

Obtén la ecuacion de la recta tangente a la
grafica de f(x) = % — 622 + 97 — 2 a través
del punto en el que la pendiente es minima,
asi como las coordenadas del punto de tangen-
cia.

En una comunidad particular, cierta epidemia
se propaga de modo que x meses después del
inicio de la epidemia, P porcentaje de la po-
blacién estd infectada, donde

302
(14 x2)2

jen cuantos meses se infectara el nimero maxi-
mo de personas de la comunidad y qué porcen-
taje de la poblacién sera éste?

Si R metros es el alcance de un proyectil, en-
tonces

2
vg sen 20 1
= = N<f <=
g =7 =ah

donde vy m/s es la velocidad inicial, g m/s?
es la aceleracién debida a la gravedad, y 0 es



Cdlculo Diferencial e Integral 1. Aplicaciones de la derivada. 4

34.

35.

36.

37.

la medida en radianes del angulo que el canén
forma con la horizontal. Determine el valor de
f que hace maximo el alcance del proyectil.

Una empresa de servicios turisticos ofrece un
tour de antros con barra libre y transporte. La
empresa incurre en un costo fijo de $24,000 y
un costo adicional de $128 por persona. Deter-
mina el nimero éptimo de personas que con-
tratan el tour sabiendo que la empresa ofrece
las siguientes tarifas:

a) $200 por persona si van 50 personas al
recorrido (ntimero minimo para contratar
el servicio).

b) Por cada persona adicional, hasta un
maximo de 80 personas en total, la tarifa
se reduce en $2 por persona.

Producir y distribuir cierto articulo cuesta c
pesos por articulo. Si éste se vende a p pesos
cada uno, el nimero de articulos que pueden
venderse a ese precio estd dado por

a

q= + b(100 — p)

p—c
donde a, b son constantes positivas. ;Cuél es el
precio de venta que dejara el ingreso maximo

y cual es éste?

Un trozo de alambre de 10 metros de longitud
se corta en dos partes. Con una parte se hace
una circunferencia y la otra se dobla en forma
de cuadrado. ;Cémo debe cortarse el alambre
de modo que

a) el drea total de las dos figuras sea la mani-
ma posible?
b) el drea total de las dos figuras sea la méxi-

ma, posible?

Desigualdad de Bernoulli. Sea. m > 1 constan-
te. Prueba que

(I+2)">1+mz

para toda r < —1.
Sugerencia. Obtén el minimo de f(x) = (1 +
)™ —mx en [—1,00).

38.

39.

40.

41.

42.

43.

Dados n nimeros reales aq, ..., a,, demuestra
que la >"7_,(z — ax)? es minima cuando z es
la media aritmética de ay, ..., a,.

Demuestra que la aproximacién lineal para
f(z) = (14z)¥ es L(x) = 1+kz. Usa esta apro-
ximacién para estimar +/1.0003 y 0.999047/5.

Supén que tanto el radio r como la altura h
de un cono circular varfan a razén de 2 cm/s.
.,Con qué rapidez aumenta el volumen del cono
cuando r =10y h = 207

Una particula se desplaza en el plano xy sobre
la grafica de 4y = 22 + 2z. Determina la coor-
denadas del punto sobre la gréfica en el que las
tasas de cambio de la abscisa y de la ordenada
sean iguales. (Supén que z e y dependen del
tiempo).

Una patrulla viaja al sur en una carretera a
una velocidad de 120 Km/h y se encuentra a
0.5 Km del cruce con otra carretera que va de
este a oeste. En esta ultima carretera un au-
tomovil se encuentra a 1 Km del cruce y viaja
en direccién oeste. La patrulla tiene un radar
que calcula que la distancia entre ambos au-
menta a una razén de 30 Km/h. ;A qué velo-
cidad se desplaza el automovil?

Una particula se desplaza sobre la elipse 922 +
16y? = 25 en sentido contrario a las manecillas
del reloj.

a) (Cudl es la tasa de variacién de la absci-
sa cuando la particula pasa por el punto
(1,1) si la coordenada y aumenta a razén
de 6 m/s?

b) Encuentra dy/dt cuando la particula pa-
sa por el punto superior y por el inferior
de la elipse.

44. Dos trenes salen de una estacién cuando ¢t = 0

y circulan con velocidad constante v a lo largo
de vias rectilineas que forman un angulo 6.

a) Prueba que los trenes se separan uno del
otro a una velocidad de v = v/2 — 2 cos 6.

b) (A qué es igual esta férmula si 6 = 77
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45. En cierto momento tg un edificio de 40 metros
de altura proyecta una sombra de 60 metros
sobre el piso. En ese momento el dngulo 8 que
el sol forma con el piso estd aumentando a una
razén de 0.05 radianes/minuto. ;A qué razén
estd disminuyendo la sombra?

46. Un tridngulo rectangulo variable ABC en el
plano zy tiene su angulo recto en el vértice B,
un vértice A fijo en el origen, y el tercer vértice
C sobre la pardbola y = 1 + 3—76562. El vértice
B parte del punto (0,1) en el tiempo ¢t = 0
y se desplaza hacia arriba siguiendo el eje y
a una velocidad constante de 2 cm/s. ;Con
qué rapidez crece el area el tridngulo cuando
t = 7/2 segundos?



