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INTRODUCCION

Este documento constituye un material de apoyo para el curso de
Matemaéticas Aplicadas a la Economia, para las carreras de Economia y
Direccién Financiera en el ITAM. Contiene una recopilacién de ejercicios
y aplicaciones, que complementan el material visto en clase.

Gran parte de estos ejercicios fueron tomados de la bibliografia del
curso, asi como del material utilizado por otros profesores, muy especial-
mente de las notas de clase de mi querido colega Guillermo Pastor. La
secuencia de los temas obedece al orden del temario vigente, por lo que
se espera que el estudiante avance en las tareas a medida que se vaya
cubriendo en clase el material correspondiente.

Con el fin de que el estudiante pueda verificar sus resultados, pongo a
su disposicion mis soluciones a estos ejercicios, que estdn publicadas en el
documento de trabajo Matemdaticas Aplicadas a la Economia, Cuaderno
de FEjercicios, Soluciones, Lorena Zogaib, Departamento de Matemati-
cas, ITAM, enero 2 de 2017. Recomiendo ampliamente no consultar las
soluciones antes de haber intentado resolver los ejercicios.

Para la elaboracién de este documento conté con la colaboracién de
Carlos Gémez Figueroa, quien es estudiante de las carreras de Matemaéti-
cas Aplicadas y Actuaria en el ITAM. Carlos realizé una transcripcion
del texto en Word a su versién actual en Scientific WorkPlace.

Agradezco de antemano sus comentarios y correcciones en relacién
con este material.

Lorena Zogaib
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MATEMATICAS APLICADAS A LA ECONOMIA
TAREA 1
ECUACIONES EN DIFERENCIAS I
(Temas 1.1-1.3)

1. Clasifica las siguientes ecuaciones de primer orden (auténoma o no
auténoma, lineal o no lineal, homogénea o no homogénea):

(a) z1 = V3tm,
(b) zpp1 (1 —x) = 24
(¢) ¢4 —3xy1+4=0

2. En cada inciso verifica, por medio de sustitucién, que la funcién
dada es una solucién a la ecuacién en diferencias correspondiente:

(a) Tpp1 =3z —4; x4 =3 42
(b) Zt — Rt—1 = 2t, Zt = t2 + 1

(¢) a2, = 5a2; a,=2(5)"*

3. En cada inciso escribe una ecuacién en diferencias lineal que sea
un modelo matemdtico de la situacién que se describe, y luego
resuélvela:

(a) La poblacién P, de una colonia de bacterias se duplica cada
periodo.

(b) El cambio K, 1 — K} en el capital entre los periodos t y t+1 es
igual a una fraccién r > 0 del capital en el periodo t (interés
compuesto).

(c) El cambio K;,1; — K; en el capital entre los periodos ¢t y t + 1
es igual a una fraccién r > 0 del capital inicial, Ky (interés
simple).

(d) El cambio I; — I;_; en la inversién entre los periodos t — 1 y
t es igual a una fraccién r > 0 de la inversién en el perfodo
t — 1 més una cantidad fija d > 0 de dividendos.

4. Resuelve las siguientes ecuaciones auténomas y analiza la estabili-
dad del sistema. En cada caso, grafica la funcién x;:

(@) Tp1=—(1/2)as +3, 19=3
(b) 2[1:'t+1 — 3[13't —4 = 0, o = 0
© Lorena Zogaib



(€) Top1 —xe = (1/2) x4 +2, 29 =10
(d) 441 =—2¢+5, 290 =5

(e) Tiy1 = — ¢ + 5, To = 5

ot

(f) vep =2+ 2, 29 = 5
5. El precio p; del oro en un pafs en cada perfodo ¢ satisface la
ecuaciéon

pe—pi—1 =B (¢ —p1),

donde ¢ es el precio acordado con sus socios comerciales y 3 > 0.

(a) ;Cual es el precio de equilibrio del oro en esa economia?

(b) Encuentra el precio p; para t = 0,1,2,..., suponiendo py
dado.

(¢) Supén que el precio inicial py no es igual al precio de equi-
librio. ;El precio convergera hacia el precio de equilibrio o
divergera de é1? ;El precio se moverd de una manera alter-

g L P
nante o monétona?

6. Sean Y; el ingreso nacional, I; la inversién total y S; el ahorro total
en el periodo t. Suponiendo que el ahorro es proporcional al ingreso
nacional, la inversién es proporcional al cambio en el ingreso del
periodo t al t + 1 y que el ahorro es igual a la inversién, se tiene

Si=aY;y, ILiy1=0 (Y;f—‘,—l - Kﬁ), Sy = I,

en donde « y 3 son constantes tales que 0 < o < 3. Deduce una
ecuacién de primer orden para el ingreso Y;, dado Yy, y resuélvela.
Analiza la convergencia del modelo.

7. Considera el modelo del multiplicador keynesiano, dado por
Y,=C+ 1, + G, Ci=Co+ Yy,

en donde Y;, Cy, I; v G; denotan, respectivamente, el ingreso, el
consumo, la inversién y el gasto gubernamental agregados en el
periodo t. Adicionalmente, Cy es una cantidad fija de consumo,
independiente del ingreso, y 0 < a < 1 es la propensién marginal
a consumir. Deduce una ecuacién de primer orden para el ingreso
Y;, dado Yj, y resuélvela suponiendo que la inversiéon y el gasto
gubernamental son constantes, esto es, I; = I, G; = G. Analiza la

convergencia del modelo.
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10.

11.

12.

13.

. Deduce las siguientes férmulas, en donde  es una constante:

1 o ﬁn+1

(0) 5

, B # 1 (suma geométrica)

<>§:°:

, |8] <1 (serie geométrica)

Resuelve las siguientes ecuaciones no auténomas usando el método
de iteracion (encuentra los primeros términos z1, g, Z3, . . .€ infiere
la solucién z;, para todo t =0,1,2,...):

(a) xy =txy_q, zo = 1.
(b) z;, = 1:_12 xo dado

)
b)
(¢) 441 = awy + b, 1o dado (a,b > 0 son constantes).
(d) x441 = a'xy + b, x9 dado (a,b > 0 son constantes).

Resuelve las siguientes ecuaciones no auténomas usando el método
de iteracién. Luego determina lim x;.

t—o00

1 t
(a) T4 = a4 + <4> , To dado.

1

2

1 1\

2:@} + <2) , o dado.

Resuelve la ecuacién no auténoma para wy,

(b) L1 =

t
Wiy = (L+r)ws — ¢, ¢ =o',
con condicién inicial wy, en donde 7, ¢g,y > 0.

Para los siguientes sistemas de oferta y demanda encuentra el pre-
cio de equilibrio p*. Realiza el diagrama de fase y determina el tipo
de equilibrio que se tiene:

(a) Dy =—=3p,+10, S;=p1+2

(b) Dy = —4py +25, Sy =4p;1+3

(¢) Di=—(5/2)p: +45, Si=(15/2)pr-1+5
En un modelo de depreciacién lineal el precio p; de un bien satisface

la ecuacién
Py =pe—d, d>0.
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(a) Realiza el diagrama de fase, partiendo de un precio inicial
po > 0.

(b) Resuelve la ecuacién y grafica la solucién obtenida. (En qué

tiempo t* el precio del bien es igual a 07

14. Considera la ecuacién para el crecimiento de una poblacién, xy,

k.f(}'t
b+ Tt

, k,b>0.

Ti4+1 =

(a) ¢Tiene esta ecuacién un estado estacionario?

(b) De ser asi, analiza la estabilidad.
15. Considera la ecuacién

Y1 (a + byr) = cyr,

en donde a, b, c > 0 son constantes y 3o > 0.

(a) Muestra que y; > 0 para todo t.

(b) Muestra que con la sustituciéon z; = 1/y; la nueva ecuacién
para x; es lineal. Usa este hecho para resolver la ecuacion
Y1 (2 + 3y,) = 4y, con yg = 1/2. ;jCudl es el limite de y;
cuando t — oo?

16. Realiza el diagrama de fase, y determina los puntos fijos y tipos
de equilibrio de cada una de las siguientes ecuaciones no lineales:

3
(a) Tit1 = \/4..'23't — 3, Tt Z Z

(b) @1 =}

(¢) xpy1 = 2 x>0
1

(d) Tit1 = — Ty > 0
Tt

() ey = a4 + 2}
(f) 2411 = e~ Nota: el punto fijo es z* = 1
17. Usando el método de iteracién, determina cudles de las ecuaciones

del problema 16 poseen una solucién simple y escribe dicha solu-
cion.
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18. (a) Para x4, = x? + ¢ encuentra los puntos fijos para todos los
valores de c. Muestra el diagrama de fase en cada caso.

(b) Para x4, = x? — 2 realiza el diagrama de fase y dibuja la
6rbita orb(zg) a partir de zg = /2.

© Lorena Zogaib



MATEMATICAS APLICADAS A LA ECONOMIA
TAREA 2
ECUACIONES EN DIFERENCIAS II
(Tema 2.1)

. En cada inciso verifica, por medio de sustitucién, que la funcién
dada es una solucién a la ecuacién en diferencias correspondiente:

(a) Tt — 3l’t+1 + 21’t = O7 Ty = A + B 2t
(b) Tty — 2It+1 + xy = 0, Ty = A + Bt

. Resuelve las siguientes ecuaciones lineales homogéneas de segundo
orden y analiza la estabilidad del sistema:

(a) Tty — 5$t+1 + 6$t =0
(b) L1 — Ty = 0

(¢) T2 — 2241 +42, =0
)

(d 9l’t+2 — 6l’t+1 +x = 0, To — 1, T — 2

. Resuelve las siguientes ecuaciones lineales no homogéneas de se-
gundo orden:

(a) x40+ th =5

(b) xppo —4dx, =3, xg =2, x1 =1
)

(

(€) Tyo — 4oy = =9, 20 =2, 7 =1
d
(e
()

(8) @42 — w441 + 22, = 6(2)

(h) Tt — 6l’t+1 + 9It =843 (2t)

1
) Tt — 7l’t+1 + ].2..'23',5 =35 (2t) , Lo = 5, r1 = 0
) Tt — 3l’t+1 + 21} =3 (5t)

Tpyo — 3Tyq1 + 20 =1

4. Encuentra la solucién a las siguientes ecuaciones lineales de primer

(h)

orden, usando el teorema z; = x; ' + x? ).

(a) zyp11 + 4z =10, 2o = 5.
(b) Tiy1 = 21‘15 +9 (5t) , Lo = 3.

5. Resuelve la ecuacién lineal homogénea de tercer orden, dada por

x J—
& Lorm?.%ogaib
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6. Considera la ecuacién 2x;.9 — bx4q + 224 = —6, con xg = 4 y
r1 = 3, donde 3 es una constante.

(a) Identifica el punto fijo z*.
(b) Resuelve la ecuacién, para las condiciones iniciales dadas.

(c¢) Determina para qué valores de [ el punto fijo z* es asintoti-
camente estable, esto es, tlim Ty = ¥,
— OO

(d) Determina para qué valores de 3 el punto fijo x* es asint6ti-
camente inestable, esto es, lim xz; = z*.

t— — oo

. ) 1
7. Considera la ecuacién z;, 9 —az1+-—2; = 0, donde a es una cons-

tante. Determina para qué valores de a la solucion x; es oscilatoria
(senos y cosenos) y proporciona dicha solucién.

8. Una pareja de conejos comienza a procrear a la edad de un mes
y a partir de ese momento tiene como descendencia una nueva
pareja de conejos cada mes. Si ninguna pareja muere, el nimero
de parejas F; al inicio de cada perfodo t satisface

Fio=Fa+F, k=0 F=1
Halla F} para las condiciones iniciales dadas (sucesién de Fibonacci).

9. En un modelo debido a R.J. Ball y E. Smolensky se satisfacen las
ecuaciones

Ci=cY, Ki=0Y,, Y,=0C+K — K,

en donde C;, K; y Y; denotan, respectivamente, el consumo, el
capital y el producto nacional neto en el perfodo ¢, mientras que c
y o son constantes positivas tales que (¢ + 0)2 > 40. Deduce una
ecuacién de segundo orden para el ingreso Y; y luego encuentra su
solucion general en los casos: 1) (¢ + 0)* > 4o, ii) (c+0)°> = 4o y
iii) (¢ +0)? < 4o.

10. En un modelo similar al del multiplicador keynesiano se satisface
Y, =Ci+ 1L, +G, Ci=Co+aYy, Li=I+B3 Yi1—Yi2),
en donde Y;, Cy, I; v G; denotan, respectivamente, el ingreso, el
consumo, la inversién y el gasto gubernamental agregados en el
periodo t. Adicionalmente, Cy, I, 5 > 0y 0 < a < 1 son constan-
tes, con (a+ 5)2 > 4. Deduce una ecuacién de segundo orden

para el ingreso Y; y luego encuentra su solucién general, suponiendo
que el gasto gubernamental es constante, esto es, G; = G.

© Lorena Zogaib



MATEMATICAS APLICADAS A LA ECONOMIA
TAREA 3
ELEMENTOS DE PROGRAMACION DINAMICA
(Temas 3.1-3.3)

1. Deduce las siguientes férmulas, en donde 5 es una constante:

n Bl1—(n+1)p" +np"
(a) > kB" = [ 5 ],ﬁ%l
k=0 (1-5)
Sugerencia: Deriva con respecto a 5 ambos lados de la suma
n 1 _ n+1
geométrica 3 B* = 1=
k=0 1-p
(b) 3 kpF = & 5. |B] <1 (serie aritmético-geométrica)

=)

2. Pompeyo desea comer un pastel en T perfodos. Su funcién de
utilidad es In ¢, con un factor de descuento sicolégico 0 < 3 < 1.
Sea w; la cantidad de pastel en el periodo ¢, con wy = ¢ la cantidad
inicial. Su problema de maximizacién de utilidad es

T
k
I?a]g > 8% Ine, sa. w =wi—c¢y, wo=¢ y wr=0.
ct} k=0

Da la ecuacién de Bellman, las condiciones de primer orden y la
ecuacién de Euler para este problema. Encuentra las trayectorias
6ptimas de consumo y cantidad de pastel.

3. El senor y la seniora Godinez tienen una cantidad inicial de riqueza
wy. Cada ano, la pareja consume parte de su riqueza e invierte la
restante a una tasa constante » > 0. La funcién de utilidad de la
familia es u (¢;), con un factor de descuento 0 < < 1 tal que
B(1 +r) < 1. Ellos tienen descendencia (hijos, nietos,...), por lo
que deciden planear con base en un horizonte temporal infinito.
De esta manera, el problema a resolver es

Vo(wg) = r?af(ZBk u(cg) s.a. wipg = (L+7) (wy — ), wo dado.
et} k=0

Da la ecuacién de Bellman, las condiciones de primer orden y en-

cuentra la ecuaciéon de Euler correspondiente.

4. Sea u(c) = ¢, con 0 < o < 1, la funcién de utilidad de la
familia Godinez del problema 3. Encuentra las funciones w; y ¢;
que maximizan su funcién valor. Luego encuentra explicitamente
la funcién valor Vy(wy) en el caso o = 1/2.

© Lorena Zogaib
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5. Sea u (¢;) = In¢ la funcién de utilidad de la familia Godinez del
problema 3. Encuentra las funciones w; y ¢; que maximizan su
funcién valor. Luego encuentra explicitamente la funcién valor
Vo(wp) (usa el resultado del ejercicio 1b).

—act

6. Seau (¢;) =1—

Godinez del problema 3. Encuentra la trayectoria de consumo ¢,
que maximiza su funcién valor, en términos del consumo inicial ¢y
(no resuelvas para wy).

, con a > 0, la funcién de utilidad de la familia

7. Considera el siguiente problema de maximizacién de la utilidad
u(zy, ¢) = In(xy — ¢;), donde x; — ¢; > 0, con x4, ¢, > 0, y § es una
constante tal que 0 < § < 1:

Vo(zo) = max ) A% 1n (2 — ck)
{ct} k=0

s.a. Ty = ¢, To dado, lim ¢; = 0.
t— oo

Da la ecuacién de Bellman, las condiciones de primer orden y en-
cuentra la ecuacién de Euler correspondiente. Encuentra las fun-
ciones xy, ¢;, que maximizan Vj. Verifica que tu solucién satisface
Ty — Cp > 0.

8. (Modelo de Ramsey sin depreciacién) Considera el siguiente pro-
blema de maximizacién de la utilidad u (¢;) = In¢;, donde ¢; > 0y
k; > 0 son, respectivamente, el consumo y el capital en el perfodo
t,y ay [ son constantes talesque 0 < < 1,0 < a < 1:

r?afcz B Ine; sa. ki =k — ¢, ko dado.
e} i=0

Da la ecuacién de Bellman, las condiciones de primer orden y en-
cuentra la ecuaciéon de Euler correspondiente. Por tltimo, encuen-
tra las coordenadas del punto fijo (k*,¢*). En contraste con los
ejercicios anteriores, nota que en este problema no existe una solu-
cién simple, ya que la ecuacién de restriccion es no lineal.

© Lorena Zogaib
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MATEMATICAS APLICADAS A LA ECONOMIA
TAREA 4
ECUACIONES DIFERENCIALES I
(PRIMERA PARTE)
(Temas 4.1-4.2)

1. En cada inciso verifica, por medio de sustitucién, que z(t) satis-
face la ecuacién diferencial dada y luego determina el valor de la
constante C' tal que z(t) satisfaga la condicién inicial:

(a) £ =3z + 2e7t, 2(0)=1; xz(t) = Cedt — %e—t
1

22+ C

(c) 2 =3t2(z2+1), z(0)=1; =z(t) =tan(t* + O)

(b) & +2tx®> =0, z(1) =3; z(t)

2. Escribe una ecuacién diferencial que sea un modelo matemético de
la situacién que se describe en cada inciso:

(a) La aceleracién dv/dt de un auto crece proporcionalmente a la
diferencia entre 250 km/h y la velocidad v del automévil.

(b) En una ciudad, con una poblacién fija de P personas, la tasa
de cambio del nimero N(t) de personas que ha escuchado
cierto rumor al tiempo ¢ es proporcional al nimero de per-
sonas que aun no lo han escuchado.

(c) En una ciudad con una poblacién fija de P personas, la tasa
de cambio del nimero N (t) de personas que han contraido
cierta enfermedad contagiosa al tiempo t es proporcional al
producto del niimero de quienes estdn enfermas y el nimero
de las que no lo estén.

3. Usa tu intuicién para encontrar (adivinar) al menos una solucién
y(x) # 0 de la ecuacién diferencial en cada inciso:

© Lorena Zogaib
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4. Resuelve las siguientes ecuaciones auténomas

(a) &= x(O) =2
(b) & = z(3) =2
(c) 28 4+2=0
(d) =8—=z, z(0)=
) d
) 4

5. El precioP(t) de un bien al tiempo ¢ satisface P = 2 [D(P) — S(P)],
en donde S(P) = P — 4 es la oferta y D(P) = 11 — 2P es la de-
manda del bien. Resuelve para P(t), suponiendo que P(0) = P,
y discute el comportamiento de esta funcién a largo plazo.

6. El problema anterior se generaliza de la siguiente manera. Sea
P(t) el precio de un bien al tiempo ¢, D(P) = a — bP la demanda
y S(P) = a+ P la oferta, con a,b,c, 3 > 0, a > . Supongamos
que P es proporcional al exceso de demanda D(P) — S(P), es
decir, P = \[D(P) — S(P)], con A > 0. Encuentra el precio P(t) y
demuestra que a la larga éste llega a un valor de equilibrio, P°.

7. En el modelo de Malthus, la poblacién P(t) de individuos al tiempo
t crece de acuerdo con P = aP, con a > 0 la tasa de crecimiento
de la poblacién.

(a) Encuentra P(t), suponiendo que P(0) = F.

(b) ¢{En cudnto tiempo se duplicard la poblacién inicial?

(c) Determina tlim P(t).
)

(d) Si a < 0,;cudl serfa el valor de tlim P(t)?

8. Ahora considera una poblacién P(t) sujeta a nacimientos y a muertes,
de modo que ésta satisface la ecuacion P = (a« — )P, con a > 0 la
tasa de natalidad y § > 0 la tasa de mortalidad. Encuentra P(t)
suponiendo que P(0) = Fy. Luego analiza tlim P(t) para los casos

a> 0, a= [0y a< . Interpreta tus resultados.

9. Otro modelo de poblaciones supone que existe un nimero fijo
E > 0 de individuos que emigran cada ano, de modo que la
poblacién satisface la ecuacién P = aP — E, con a > 0 la tasa de
crecimiento. Encuentra P(t), suponiendo que P(0) = P, y analiza
tlLIEOP(t) para los casos £ > aPy, E = aP y E < aF,. Interpreta

tus resultados.
© Lorena Zogaib
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10. El cosumo C(t), la inversién I(t) y la renta nacional Y (t) al tiempo
t satisfacen las ecuaciones C(t) + I(t) = Y (t), I(t) = kC(t) y
C(t) = aY(t) + b, en donde a,b,k € RY, con a < 1. Demuestra

) 1—
que Y (t) satisface la ecuacién Y = kaa - y resuélvela para
Y
Y(0) =Yy > 1L Luego halla la funcién I(t) y calcula lim _I((t))
—a t—o0

11. Resuelve las siguientes ecuaciones no auténomas:

(a) 2 =—-2t, z(1)=3
(b) &+ (2cost)r = cost
c

12. Resuelve las siguientes ecuaciones no auténomas, decidiendo en
cada inciso cudl es la variable independiente y cuédl la dependiente:

(a) i — 2ty = ¢
(b) N = —a?) + 5a
(c¢) '+ (2cosf)x = cosb
dy Y
(d) o =T+ 5
(e) ¥ +3u*y =u? y(0)=1
dz
f) —+2x=¢Y, 2(0)=
0 % )
(g) xy' +5y =Ta? y(2)=5
(h) (2 +4)y+3ty=t, y0)=1
(i) d=a—t, x(0) =1z

13. En cierto modelo de crecimiento econémico la produccién total
anual X (t), el acervo de capital K(t) y el flujo anual de ayuda
exterior H(t) al tiempo ¢ satisfacen las ecuaciones X (t) = 0 K (t),
K(t) = aX(t)+H(t), H(t) = Hye!, con o, a, Hy, 1 € RT. Deduce
una ecuacién diferencial para K(t) y resuélvela, suponiendo que

& Lore:r[fa(g)og;"b[{o y oo .

14



14.

15.

16.

17.

18.

19.

En cada inciso verifica que la funciéon dada es la solucion del pro-
blema de condiciones iniciales correspondiente:

(a) ¥(z) = &, y(2) =5; y<x>=5+2fe82ds

(b) v'(2) +2zy(z) =1, y(2)=0; ylz)=e" 2}’: o5
<C) B@) = T’(t)B(t), B<O) = By; B(t) = By efot r(s)ds

Resuelve el siguiente problema de valores iniciales (la solucién es
una integral definida con limite variable):

dr 2x  sent
PR 50 o(2) =3, t=

Halla la solucién a la siguiente ecuaciéon con condicién inicial, en
donde G(x) es una funcién continua arbitraria:

dy vy
P G(z), y(3)=6, >3

d
Expresa la solucién de Y + 2zy, y(0) = 3, en términos de la

x
funcion error erf(x), dada por

erf(z) = %/0 e~ dt.

Halla la solucién a la siguiente ecuacién con condicién inicial, en
donde p(t) es el indice de precios, m(t) es la oferta monetaria
(funcién desconocida de t) y A > 0 es una constante:

. 1
pP=xpP- Xm(t)’ p(to) =po, t >t

Sea r > 0 constante. La ecuacién Y = rY — X(t), Y(T) = Yz,
relaciona el valor Y(¢) de una inversién al tiempo ¢ con los flujos
X(t) de dicha inversién en el periodo 0 <t < T.

(a) Demuestra que el factor de integracién correspondiente es
,u(t) — ¢~ r(t=T),

© Lorena Zogaib
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(b) Utiliza el inciso anterior para demostrar que la solucién en el
periodo [0, T es

T
Y(t) = e Dy 4 /e‘r(s_t)X(s)ds.
t

(c) Demuestra que en limite 7' — oo la expresién anterior se
reduce a

(d) Mediante el cambio de variable 7 = s — ¢ muestra que el
resultado anterior puede rescribirse como

Y (t) = /e”X(T +t)dr.

Interpreta este resultado.
20. Considera la ecuacion Y (t) — r(t)Y(t) = 6(t)B(t) para el valor
Y (t) = Z(t)B(t) de una inversién al tiempo ¢, con Z(t) la posicién
(cantidad de bonos), r(t) la tasa de interés y B(t) = Br e~ I r(ds

el precio del bono, con 0 < t < T. Supén que en un modelo par-
ticular se cumple

Y:(rO—L)Y Ty =y, (*)

R

con 79 > 0 una constante.

(a) Identifica la tasa de interés ().

(b) Encuentra el valor de un bono B(t) tal que B(T') = 1.

(c) Identifica el cambio marginal d(¢) en la posicién de la inver-
sion.

(d) Encuentra la posicién Z(t), definida por Z = 4(t).

(e) Resuelve la ecuacién (*) y luego verifica que la funcién Y (t)
obtenida satisface Y (t) = Z(t)B(t).

© Lorena Zogaib
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MATEMATICAS APLICADAS A LA ECONOMIA
TAREA 5
ECUACIONES DIFERENCIALES I
(SEGUNDA PARTE)
(Temas 4.3-4.4)

1. Resuelve las siguientes ecuaciones separables:

(a) v +2zy =y
de €

b) & —

()da o(lno)

(€) VI—8 g =1/1—y?
dp 1

d 29p— = ———

(d) pdSC xvax? —16

(©) (1) —1-42=0

() 2% = 1 — 2% + 4% — 2%

2. Resuelve las siguientes ecuaciones separables con condicién inicial:

(a) ¥'(\) =ye*, y(0) = —2

(b) :b:#;x, (0) = —2
(@ tmzr ¥ =y y(T) = v2
(@) 297 % = costy, y(4) =]
@ =S5 =

dy
(f) T 2zy? 4 322y, y(l) = —1

3. Encuentra una funcién de costo C'(Q) tal que el costo marginal

dC'/dQ sea igual al costo promedio C'/Q.

4. Sean X = X (t) el producto nacional, K = K (t) el acervo de capital
y L = L(t) la mano de obra de un pais al tiempo ¢ > 0. Supén que
X =AK"L* K =5X y L(t) = LoeM,con0 < a < 1,0 < s < 1
y A, Ly, A € . Deduce una ecuacién diferencial para determinar

K(t) y luego encuentra su solucién, si K(0) = K.

© Lorena Zogaib
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: Y .
5. Resuelve la ecuacion — = e®PtAY*+7 con condicién inicial Y(q) = 1,

P
donde o, 3,7v,q,I € R.

6. Referente a un estudio de funciones de produccién CES, Arrow,

Chenery, Minhas y Solow trataron la ecuacién diferencial

d 1—ay?
d—y:u,conx>0,0<y<al/p,dondeaypsé()son

x x
. N 1 1 ay!
constantes. Utiliza la identidad ——— = — + para
y(l—ay) y 1l—ay

probar que la solucién de la ecuacion diferencial es de la forma

y(x) = (Brr +a) /.

7. Sea & + a(t)r = 0, con a(t) = a + bc', donde a, b, ¢ son positivas,
¢ # 1. Demuestra que la solucién de esta ecuacién puede escribirse
en la forma z(t) = Cptq®, donde p y ¢ son constantes determinadas
por a,b y ¢, mientras que C' es una constante arbitraria. Esta es
la ley de mortalidad de Gompertz-Makeham.

8. Resuelve cada ecuacién utilizando la sustitucién propuesta:

dr
(a)@—r—4«9+4, u=r—460
d
(b) td—f:e"’”t—x, con x(1) =0; u=uxt
(c) (z+e¥)y =xe ¥V —1;, u=ux-+¢ev
d
(d) e‘”d—f:26t\/16—62x; u=e"
dz x xt
— =t h s u=In(at); at>1
(e) o t+ln(xt)’ u=In(zt); z.t>
dr 2z x x
(f)EZT_I_tseC(ﬁ); U=
dz 2t
— =——; u=z+t%.
© 7= zve vt

9. Resuelve la ecuaciéon v = 9e¢¥ — 1 de las siguientes dos maneras:

(a) Como una ecuacién separable.

(b) Usando la sustitucién u = e™".

10. (a) Demuestra que la sustituciéon u = Iny transforma la ecuacién

no lineal % + P(x)y = Q(z) (yIny) en la ecuacién lineal
du

& Lorena Zggj"fb_ (z)u(r) = —P(x).
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d
(b) Utiliza lo anterior para resolver xd—i —42%y +2ylny = 0.

11. Considera la siguiente ecuacién, con f una funcién continua:
ti =z — f(t)a*, t>0. (*)

(a) Muestra que la sustitucién v = z/t transforma (%) en una
ecuacion separable para u(t).
3

(b) Si f(t) = Ay encuentra la curva solucién de (%) que pasa
por el punto (1,1).

12. Considera la siguiente ecuacién, con g una funcién continua:
&=g(x/t), >0 (**)

(a) Muestra que la sustitucién u = x/t transforma (**) en una
ecuacion separable para u(t).

(b) Usa el resultado anterior para resolver & = 1+ (z/t) — (/t)”.

13. Resuelve las siguientes ecuaciones tipo Bernoulli:

(a) &+ 2x = —2?

1 1
dx 9 4
(c) 2o = 2" +2a% 2(0)=-1
2 1
(d) &= Tx —5a%2, (1) = 3

(e) 2yy —y* =€, y(0)=-1

dy
()dxﬂ/ y', y(0)

o 4 I
14. Resuelve la ecuacién & = tz+— de las siguientes maneras: a) como
x

una ecuacién de Bernoulli, b) como una ecuacién separable.

d 1—ay”
15. Vuelve a resolver la ecuacion YW _ w del ejercicio 6, pero

x
ahora como una ecuaciéon Bernoulli. ;Qué método prefieres?

16. Resuelve cada ecuacion utilizando la sustitucién propuesta:

a) i=(z—1t)>— (v —t +1;, u=x—t
& Loren(a Ggal"b( ) ( )
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x  x? x
b) =224t l, y=2
(b) x+t+t, U ,
(c) =14¢€" u=e¢€"

17. Un modelo para la propagacién de un rumor en un pueblito esta

18.

19.

20.

descrito por la ecuacién

N = kN (N* = N),

en donde N* es la poblacién total del pueblito, N(t) < N* es el
nimero de personas que ha escuchado el rumor al tiempo ¢ty k& > 0
es un parametro inherente al pueblito. Si inicialmente conocen el
rumor Ny personas, con 0 < Ny < N*, encuentra una expresion
para N(t). ;Qué predice el modelo que sucederd a largo plazo?

En el modelo de Solow el capital per capita, k, satisface la ecuacién
k=sf(k)— (n+06)k,

en donde f(k) representa la produccién per capita, 0 < s < 1 la
tasa de ahorro, n > 0 la tasa de crecimiento de la fuerza laboral
y 0 > 0 la tasa de depreciacién del capital. Resuelve para k(t)
suponiendo que f(k) = k% con 0 < a < 1. Luego determina el
comportamiento de k(t) a largo plazo.

Un modelo de crecimiento econémico conduce a la ecuacion
k= aA(ng)®e @b — adk
con A, ng,a,b,v,a,d,e € RT. Halla la solucién general de la ecuacion,
suponiendo que aw + €+ ad (1 — b) # 0.
Una cierta poblacién evoluciona de acuerdo con la ecuacion

P=P(b—alnP)
con P(t) > 0y con a,b > 0 constantes.

(a) Encuentra el punto fijo P* de la ecuacion.

(b) Demuestra que con la sustitucién x = In P se obtiene la
ecuacién lineal auténoma # + axz = b. Resuelve esta ecuacién.

(c) Encuentra P(t), suponiendo que P(0) = 1.
(d) Determina tlim P(t).

© Lorena Zogaib
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21. En cada inciso realiza el diagrama de fase, identifica los puntos de
equilibrio y determina si son inestables o inestables. Sin resolver
la ecuacién, esboza la gréfica de las posibles soluciones.

(a) 2=4-2x
(b) & = 2® — 1522 + 362
(¢) ¥/(r) =In(y +1)
(d) 0'(a)=e?—1
)

(e x’z2xln(§), x>0,k>0

(f) & = (z —2)* (;qué notas de especial en este ltimo ejercicio?)
22. Realiza el andlisis cualitativo para la ecuacion & = ax — 2a en tér-

minos de los valores del pardmetro a # 0. Sin resolver la ecuacion,
esboza la gréfica de las posibles soluciones x(t).

23. Considera la ecuacién & = 2% (x — 2) .

(a) Identifica los puntos fijos.

(b) Realiza el diagrama de fase correspondiente, indicando clara-
mente en el dibujo la localizacién de esos puntos y qué vari-
ables representan los ejes.

(c) A partir del diagrama de fase determina el valor de lim x(t)

t—o00

para cada una de las siguientes condiciones iniciales: z(0) = — 1,

z(0)=1y =z(0)=3.
(d) Sin resolver la ecuacién, bosqueja en el plano xt las trayecto-

rias solucién correspondientes a cada una de las condiciones
iniciales del inciso anterior.

24. Considera la siguiente ecuacién para el trabajo L(t) > 0, con
a,f € Rt
L=1L (a — 5\/2)

(a) Identifica los puntos fijos.

(b) Realiza el diagrama de fase correspondiente, indicando clara-
mente en el dibujo la localizacién de esos puntos y qué varia-
bles representan los ejes.

(c) Esboza la grafica de las posibles soluciones, indicando la lo-
calizacion de las asintotas y cudl es el nombre de los ejes.

(d) Encuentra la solucién L(t) del problema.
© Lorena Zogaib
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MATEMATICAS APLICADAS A LA ECONOMIA
TAREA 6
ECUACIONES DIFERENCIALES II
(PRIMERA PARTE)
(Tema 5.1)

. Un estudio de la explotacién 6ptima de un recurso natural utiliza
la ecuacién

2 — - a?
ai
11—« 1-—

r=0 (a#0,1 a#0).

T —

Verifica, por medio de sustitucién, que u; = e y uy = /(1=

son soluciones. ;Cudl es la solucién general de la ecuaciéon?

. Resuelve las siguientes ecuaciones homogéneas:

(a) 22 — 102+ 122 =0
(b) T —2=0, z(0)=42(0)=1
(c) +2t+2x=0, z(0

)

(d) 2—62+92=0, =z

. Encuentra la solucién general de la ecuacién & — 44 + 4z = f(t),
en cada uno de los siguientes casos:

(a) f(t) = 8t
(b) f(t) =4de™™
(c) f(t) = 4e*

. Utiliza el método de los coeficientes indeterminados para encontrar
la solucién general de las siguientes ecuaciones no homogéneas:

(a) ¥ (z) — 2y (z) — 3y (z) = 927
(b) & — 2i — 3z = det — Ot

© Lorena Zogaib
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(c) " (0) —2r' (0) — 3r (0) =2¢% — 10send
(d) 2" (o) — 2" (a) — 22 (o) = 4e™ @

6. Encuentra la solucién a la ecuacién & — 2& = 2¢?, utilizando: i) la
sustitucién u = &, ii) el método de los coeficientes indeterminados.

7. Resuelve la ecuacion & + 2% + x = 8¢~' y luego calcula lim z(t).

t—oo

8. Encuentra la solucién p(t) a la siguiente ecuacién y luego calcula
tlim p(t) :
LM, B+0 a4y
P+ —p- p=- ,
n n n

2
en donde (%) +4@:0, B+6#0, m,n>D0.

9. Encuentra la solucién general p(t) de la ecuacién
p+pptp=m,

en donde 8* < 4y m > 0. ;Para qué valores de 5 la solucién
converge a la larga (t — c0) y a qué converge?

10. Considera el siguiente modelo de Friedman para analizar la relacion
de Phillips, donde p es la tasa de inflacién real, 7 es la tasa de
inflacién esperada,U es la tasa de desempleo y m la tasa de crec-
imiento nominal de la moneda:

1
p:zl—QU—I—TF ....... (1)
7r’—§(p—7r) ....... (2)
U=p—m ... (3)

(a) Encuentra una ecuacién de segundo orden para la inflacién
esperada .

(b) Encuentra 7 (t) e indica si ésta tendrd un comportamiento
fluctuante.

(c) Argumenta por qué = (t) es asintéticamente estable.

11. Resuelve la siguiente ecuacién para 7(t) y luego determina el com-
portamiento de 7(t) a largo plazo (t — o0):

it 4 67 + 91 = 4e 3,
© Lorena Zogaib
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12. Resuelve la siguiente ecuacién para 7(t) y luego determina el inter-
valo de valores de v para el que la solucién converge a largo plazo
(t — 00), o bien, justifica si esto no es posible:

it — 2y + 4w = 0, 72 < 4.

13. En cierto modelo la inflacién esperada m satisface la siguiente
ecuacién (K es constante):

#—i—6r=-18, (0)=5, #(0)=K.

(a) Resuelve la ecuacién para las condiciones iniciales dadas.

(b) (Para qué valor de K la solucién converge a largo plazo? ;A
qué valor converge?

14. Un modelo debido a F. Dresch establece que la tasa de aumento
de precios es proporcional al total acumulado de todos los excesos
de demanda pasados, es decir,

p(t) = a / D(p(r)) — S(p(r))] dr.

—00

en donde p(t) designa un indice de precios al instante ¢, D(p) y S(p)
son la demanda y la oferta agregadas, respectivamente, y a > 0 es
una constante.

(a) Deriva respecto a t para obtener una ecuacién de segundo
orden para p(t).

(b) Hallla la solucién general de esta tltima ecuacién, suponiendo
que D(p) =do+dipy S(p) = so+ s1p, condy <0y s; > 0.

15. Resuelve la siguiente ecuacién para p(t), obtenida en un modelo
econémico debido a T. Haavelmo, con 7, o, a, k constantes:

pt) = (8 — a)p(t) + k.
Analiza las posibles soluciones de esta ecuacién, en funcién del
signo de (5 — «).

16. En cada inciso deriva con respecto a t ambos lados de la igualdad
para obtener una ecuacién de segundo orden para z(t), y luego
resuelve el problema correspondiente de condiciones iniciales:

(a) & =8¢ [} e 2w (u)du, =(0)=3
(b) & =dx + e [ e~ (u)du, 2(0) =8
© Lorena Zogaib
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17. Encuentra una ecuacién diferencial de la forma ai+bi+cx = f(t),
con a,b y ¢ constantes, a # 0, cuya solucién sea:

(a) z(t) = Ae* + Be!
(b) z(t) = e *(Acost + Bsent)
(c) x(t) = Ae** + Be! + 3t + 1
18. Resuelve la ecuacion de tercer orden © — 24 —  + 22 = 0.

19. En un modelo debido a T. Haavelmo, una funcién k(t) satisface la
ecuacion

t
F = (1A 1)k + (10 + 7 )oe™ / e (r)dr,
0

en donde 7v,, 74, V3, A, 0, lg, it SO constantes. Deduce una ecuacién
diferencial de tercer orden para k(t). Determina bajo qué condi-
ciones se obtienen tres raices reales distintas. En este caso, prueba
que la solucién es de la forma

k‘(t) = C’lerlt + C’ge”t + 03.

© Lorena Zogaib
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MATEMATICAS APLICADAS A LA ECONOMIA
TAREA 7
ECUACIONES DIFERENCIALES II
(SEGUNDA PARTE)
(Temas 5.2-5.5)

1. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones lineales auténomas:

w¥-(5, %)%
mX=(3 )%
o1 e
03-(t s
@))‘5:(‘11 ‘21))_5
mxX=(2, %)F

2. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones lineales no auténo-
mas:

S (1 1\, 2
(8) X = <—2 4) X (3262t)

%=1 e ()

3. Encuentra un sistema lineal auténomo, de la forma X = AX + B,

cuya solucién sea:

(b) )_(>(t) =k <_31) e’ + ko <_11) et + <_31)
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4. En cada inciso resuelve el sistema con la condicién inicial dada, y
—
después encuentra lim X (¢), si éste existe:
t—o0

w¥-(7 %)% To-(;)
() X = <_13 j) X, X(0) = (é)
>

donde w < R es una constante. ;Cudnto debe valer w si se desea
ﬁ
que tlim X({t)=107

N - - 5
5. Resuelve el sistema X = X con condicién inicial X (0) = ( 3w) ,

6. Identifica el punto fijo p'* del sistema X = 1 _31 X + <_44)

del problema 1c. Determina las condiciones bajo las cuales la solu-

—
., . —
ci6én converge a largo plazo. En ese caso, demuestra que lim X (t) = ™.
t—o0

. = a —[B\= .
7. Resuelve el sistema X = 3 o X, con 3 > 0, suponiendo

—
que X (0) = . (Para qué valores de « la solucién converge a

1
0
largo plazo (t — 00)?

c 1

8. Considera el sistema ? = (0 B

N
)X,endondecGR, c# —1.

(a) Demuestra que los valores propios del sistema son A\ = ¢ y
Ay = —1.

(b) Encuentra la solucién general del sistema.

(c) Analiza la estabilidad en los casos i) —1 # ¢ <0, ii)c=0 y
iii) ¢ > 0.

9. Sea p el nivel de precios y w el salario nominal. El cambio en el
salario estd dado por w = A(w — ap). La inflacién p estd determi-
nada por el cambio en el salario y por la presion en la demanda, de
manera que satisface la ecuacién p = Bw + C(w — ap). Adicional-
mente, se tiene que a, A, B,C > 0y a(AB + C) > A. Resuelve el
sistema y analiza el tipo de equilibrio que se obtiene.

© Lorena Zogaib
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10. Considera el sistema lineal
T=pr4+y, y=-n1—qa, «o,BeR.
(a) Determina el intervalo de valores de (3 tales que el punto fijo
es un nodo atractor.
(b) Determina el intervalo de valores de (3 tales que el punto fijo
es un punto silla.
11. El ingreso y y el indice de precios p se relacionan de acuerdo con
y=ay—p, p=y—bp+ab—1, a,b>0.
(a) ;Para qué valores de a y b se tiene un comportamiento ciclico
de las variables?
(b) {Para qué valores de a y b es estable el sistema?

12. En los siguientes incisos: i) determina el punto fijo p* y demuestra
que se trata de un punto silla, ii) encuentra la solucién general de la
ecuacion, iii) en el plano zy dibuja las trayectorias correspondientes
a varias condiciones iniciales, especificando cudl es la direccion es-

table y cudl la inestable, iv) encuentra la ecuacién cartesiana de
los espacios estables E* e inestable E* en el punto p* :

- 2 0\= —4
(a)X-(O —2)X+(6)
= -1 2\ = 1
(b) X = ( - 1)x+(_1)
= 0 1\ =% 0
035 1)7-()
13. Encuentra y clasifica los puntos fijos de cada uno de los sistemas

del problema 1 y realiza con todo detalle (isoclinas, flechitas, ...)
el diagrama de fase correspondiente.

14. En cada inciso encuentra y clasifica los puntos fijos:

(a)
(b)

t=x—y, y=1—a°
T =4x = 3zy, y=3y— Y.
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15. En cada inciso encuentra y clasifica el punto fijo p*. Luego es-
boza el diagrama de fase, conteniendo las isoclinas y su direccién
de cruce (m = 0,m — o0), el sentido de movimiento, alguna(s)
trayectoria(s) representativa(s) y el punto fijo:

(a) t=2y—e€"), y=—x
(b) t=y—1, y=2(e"—y)
(c) t=y+Inz, y=1—2, conz >0

16. En cada inciso: i) halla el punto fijo p* y demuestra que es un punto
silla, ii) da la gréfica y la ecuacion cartesiana de los espacios estable
E*(p*) e inestable E"(p*), iii) dibuja las isoclinas, su direccién
de cruce (m = 0,m — o0) y el sentido de movimiento de las
trayectorias, iv) esboza el diagrama de fase completo:

(a) t=y—2, g=y—2e"

(b) =3nzx -2y, y=2(1—=z), conz>0
(¢) #=y+1—e" y=ye

d)z=x—-1, g=e"—y

)

6
(e) &= —2x +v, y=——-+4+3y, conz,y>0y a>0
ax

17. En el modelo de crecimiento econémico de Ramsey-Keynes, el ca-
pital per capita k(t) > 0y el consumo c(t) > 0 satisfacen

k=fk)—(n+0k—c, é¢=—(f'(k)—p), n,0,p>0.

Sy e

Suponiendo que f(k) = kY2, n4+8=1/5y0 =p=1/2:
(a) Encuentra el punto fijo (k*, ¢*) y demuestra que es un punto
silla.
(b) Encuentra las direcciones estable e inestable en el punto silla
(k*, c*).
(¢) Suponiendo que el capital inicial es kg = 0.1 + k*, japroxi-

madamente qué valor debe tener el consumo inicial ¢y para
que el sistema converja al punto (k*,c*)?

(d) Esboza el diagrama de fase del sistema.
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