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Preface

Estas notas de clase sélo pretenden ser un complemento a los textos mas
extensos que introducen el tema de los modelos dindmicos a los alumnos
de economia. Surgen de la clase Matemdticas Aplicadas a la Economia que
los alumnos del ITAM cursan después de haber tomado una introduccién
al cédlculo diferencial e integral asi como al algebra lineal. Estos son los
lnicos prerrequisitos y se ha buscado mantener el nivel del texto al alcance
de estudiantes de economfa con un bagaje matemaético estandar.

Se ha incorporado una cantidad considerable de modelos econémicos con
el fin de hacer mds atractivo al estudiante de economfia el desarrollo de los
conceptos y métodos matematicos asociados a los modelos dindmicos. Asi,
la presentacion de los modelos econémicos es en general muy breve y el lector
interesado deberd consultar las fuentes originales para conocer mas a fondo
los supuestos, limitaciones y alcances de estos modelos. La mayorfa de los
ejemplos y modelos son bien conocidos, y la tinica originalidad que estas notas
pudiesen contener se encuentra quizds en la forma en que se desarrollan y
presentan las ideas.

En los dos primeros capitulos se introducen los modelos dindmicos en
tiempo discreto. En el primero se da una introduccién a las ecuaciones en
diferencias y a los sistemas de ecuaciones en diferencias. En el segundo
capitulo se presentan algunos conceptos bédsicos de programacion dindmica.

El resto de las notas estd dedicado a los modelos en tiempo continuo. Al
igual que en el caso discreto se comienza con una introduccién a las ecuaciones
diferenciales ordinarias y a los sistemas de ecuaciones diferenciales. El iltimo
capitulo contiene una presentacion breve de la teoria de control.

La elaboracién de estas notas no hubiese sido posible sin la ayuda de al-
gunos de mis colegas del ITAM. En particular, quiero agradecer a Beatriz
Rumbos, Lorena Zogaib, Héctor Lomeli y José Campero sus valiosos comen-
tarios y observaciones.

IX






Capitulo 1

Ecuaciones en diferencias

Es comiin que las variables econémicas no evolucionen en forma continua
a lo largo del tiempo, sino que son determinadas en periodos fijos. Tal es el
caso de los indices de la inflacién que mes a mes reporta el INEGI o las tasas
de crecimiento del PIB que son estimadas trimestralmente también por el
INEGI. En este primer capitulo presentaremos algunos modelos sencillos que
nos permitan modelar cémo evolucionan estas variables. Una herramienta
muy importante para este fin es una ecuacién en diferencias. En ella
se establece una relaciéon entre una variable endégena en un periodo con los
valores de otras variables en uno o mas periodos anteriores. Consideraremos
entonces sucesiones de valores

Yo, Y1,Y2, Y3, ---

de una variable a lo largo del tiempo. Si por ejemplo 3, denota el indice de
precios en el mes t, la ecuacién

Yt+1 = 1 7002%

indica que mes a mes los precios aumentan en un 0.2 %.

1.1. Ecuaciones lineales de primer orden

Una gran cantidad de problemas financieros puede expresarse por medio
de ecuaciones en diferencias. Comencemos con el caso de Dona Gamucita
que que al enviudar recibié un pago de $2'000, 000 por el seguro de vida de
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su marido. Dona Gamucita decide invertir esta cantidad en un instrumento
que le paga un interés fijo del 6 % anual capitalizable mensualmente y desea
retirar mes a mes una cantidad fija por un lapso de 15 anos. ;Cudl es el
monto de estos retiros para que el capital se agote al finalizar el periodo de
15 anos?

Si denotamos por P; al capital al inicio del mes ¢ y por r a la cantidad
que retira para sus gastos mensuales, entonces la situacion estd representada
por la ecuacién

Piy1 =1,005P, —r,

donde ademads se deben satisfacer las condiciones Py = 2’000, 000 y Pigo = 0.
Una ecuacién de este tipo se dice que es lineal de primer orden. El
calificativo de lineal se debe a que la variable P, s6lo viene acompanada
del coeficiente 1.005, mientras que el orden se refiere al nimero de periodos
anteriores involucrados en la determinaciéon de la variable. Una solucién
consiste entonces de una sucesién Fy, Py, Ps, ..., Pigg y de una cantidad r fija
que satisfagan las condiciones anteriores.

Para ver cémo se obtienen las soluciones consideremos primero de forma
general ecuaciones de la forma

Yir1 = QY + b

con a y b constantes y con un valor inicial yo. Este valor gy, se conoce
como condicién inicial. Vamos primero cémo debe ser la soluciéon de esta
ecuacion general:
Y1 = alyo + ba
y2 = ayy +b = alayo + b) + b.

Después de simplificar esta expresion se tiene
Yo = yoa® + ab + b,

por lo que
y3 = ayy + b = a(yoa® + ab + b) + b.

Simplificando de nuevo se llega a
y3 = yoa® + a’b + ab + b.

Si repetimos el proceso una vez més obtenemos

ys = a(yoa® +a*b+ab+b) +b
= a'yo + a®b + a®b + ab + b.
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Generalizando esta iltima ecuacién es posible obtener una expresién para y;.
Para ello escribimos primero la tltima ecuacién como

3
Yo = y0a4 + bzai
i=0

de modo que es fécil observar que

t—1

Y = yoa' + bZai.

=0

Podemos simplificar un poco esta expresiéon. Recordemos que si

t—1
S = E a’,
i=0

entonces
aS—S=a —1,
por lo que al despejar S se llega a
1—a
S = ,
1—a
por lo que finalmente tenemos
1—al
v =yoa' + b ] )
—a

A menudo resulta conveniente formular la solucién asociando los términos
que contienen al factor a’. De esta forma

B b Ny b
A ST R )

Observemos que la férmula para S arriba presupone que a # 1. Si ademéds
denotamos por ¢ al coeficiente que multiplica a a’, entonces se llega al sigu-
iente resultado.

Theorem 1 La solucion general de la ecuacion en diferencias lineal de primer
orden Y11 = ay; + b, con a # 1, viene dada por

_ t
y=ca’

donde c es una constante que depende de las condiciones iniciales.
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Observemos que la ecuacién y;1 = ay; + b tiene una infinidad de solu-
ciones, una para cada valor de ¢, esto es, una para cada valor de la condicién
inicial yo. Cuando no tenemos especificada una condicién inicial no es posible
determinar la constante ¢ y a la expresion

. b
Yp = ca’ + )
1—a
le llamamos la solucién general de la ecuacién y; .1 = ay;+b. Por otro lado,
una solucién particular es aquella que corresponde a una condicién inicial
yo dada, esto es, a un valor especifico de ¢. Un caso especial de solucién
particular es la asociada al valor de ¢ = 0, donde la solucién toma la forma

b
1—a

Y =

y resulta constante para todo tiempo ¢. Esta es la solucién estacionaria o
solucién de equilibrio. También nos referimos a este valor como el estado
estacionario.

Al aplicar la férmula de la solucién general cuando el pardmetro a es
negativo debemos ser cuidadosos con el manejo de los signos. Por ejemplo,

si a = —2, entonces la solucién general viene dada por
b b
=c(=2)' + —— =c(-2)" + -.
La expresién
Y = c(—2" + b —c2' + b
! 1+2 3

no es igual a la anterior ya que éstas difieren cuando ¢ es par.
Volvamos ahora al problema de Dona Gamucita. De acuerdo a nuestro
resultado podemos expresar la soluciéon general como

P = ¢(1,005)" — ¢(1,005)" + 200r.

1-1,005

Recordemos ademas que Py = 2'000,000 y que Pigo = 0. Esta informacion
da lugar al sistema de ecuaciones

¢+ 200r = 2000000
¢(1,005)" +200r = 0
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del cual obtenemos el valor de la constante ¢ = —1'375,427,31, asi como el
valor del retiro mensual » = 16,877,14. Asi pues, si Dona Gamucita retira
$16,877.14 pesos mensualmente, su inversién se ird reduciendo paulatina-
mente hasta que a los quince anos se le agotard. Mads aiin, con la expresion

16877,14

P, = —1375427(1,005)" + 0005

podemos determinar el valor de la inversién en cualquier momento. Por
ejemplo, a los siete anos y medio, la mitad del periodo de la inversién, el
monto del capital serd

16877,14
Pyy = —1375427(1 04— -
%0 375427(1,005)% + 0.005

= 1220, 745,22.
El comportamiento a largo plazo de la solucién de una ecuacién lineal de

primer orden en relacion al estado estacionario depende de los valores del
pardametro a. Puesto que

Y = ca' +

Y

1—a
distinguimos varios casos.

Observemos primero que cuando —1 < a < 1 la sucesién a' tiende a
cero, de modo que cualquier soluciéon converge a al estado estacionario en
el largo plazo. En este caso se dice que la solucién estacionaria es estable.

Esto significa que si tomamos cualquier condicién inicial cercana al estado
estacionario, esto es,

entonces 1; tiende a regresar al estado estacionario.

Por otro lado, el signo de a determina si la sucesién a’ es monétona
(a > 0), o bien, alternante (a < 0). Asi, cuando a < 0 la solucién y; oscilard
alrededor del estado estacionario. En este tltimo caso se dice también que la
solucion es oscilante. Las siguientes figuras muestran algunos casos tipicos
de soluciones convergentes.
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254 25

SATAY
"1 i
1 2 3 4 5 6
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C [\, Comvergente oscilanie
Equilibrio Equilibrio
Las soluciones divergentes se ilustran abajo.
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Divergente mondtona Divergenie oscilanie
Fquiibrio Equilibrio

Example 2 Modelo de Produccion Agricola

Supongamos que la funcién de costos para producir q toneladas de cebolla
viene dada por C(q) = ag+ 3¢* y que hay un total de N productores idénti-
cos. La funcién de demanda viene dada por D(p) = v — dp. Las constantes
a, 3,7y 0 son todas positivas. Bajo competencia perfecta los productores
observan el precio en el mercado y buscan maximizar sus beneficios

m(q) =pq—Clq) = (p — a)qg — B¢
Para ello establecen
m'(q) =p—a—2Bq =0,

de modo que producen ¢ = (p — «)/25. La produccién total viene dada
entonces por

S(p) = N(p—a)/2p,
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donde es necesario suponer que p > «. Al inicio del ciclo agricola t los
productores observan el precio p; y producen en forma agregada S(p;) =
N(p; — «)/2B. Sin embargo, su producto alcanza el mercado al inicio del
siguiente ciclo de produccién, de modo que bajo condiciones de equilibrio se
tiene S(p;) = D(pi+1), esto es,

N(p: — )
20

que al despejar p;1 da lugar a la ecuacién en diferencias

=Y — 0piy1,

N +04N+257
Pi+1 = 2651% 236 .

Su solucién viene dada por

N\ aN+28y
be=c¢| — ’
236 N +2p36

donde la constante ¢ depende del precio inicial py. Como

N
—— <0
20
los precios van a oscilar alrededor de la solucién estacionaria
. _ aN 428y
N +236°

que es ficil comprobar corresponde al precio de equilibrio. Los precios en-
tonces van a ser un periodo arriba del precio de equilibrio y el siguiente abajo
de él. Ademads, la solucién convergerd al precio de equilibrio sélo si

N
285 =

esto es, N < 2[39.

Durante su larga experiencia y sufrimientos con los vaivenes de la economia
mexicana, Donia Gamucita sabe bien que el valor del dinero no es constante.
Su plan de inversién es ahora diferente: vuelve a invertir sus 2'000,000 de
pesos a una tasa del 6% capitalizable mensualmente, pero desea que los
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retiros tengan un valor real constante. Si estima que la inflacién en los préx-
imos quince anos serd del 0.4 % mensual, la siguiente ecuacion en diferencias
expresa el problema financiero de Dona Gamucita:

Pii1 = 1,005P; — r(1,004)".

De manera un poco mds general necesitamos resolver una ecuacién en difer-
encias de la forma

yt+1 = ay; + bt-

Esta es también una ecuacién en diferencias de primer orden, pero ahora el
término b; cambia con el tiempo. Hay un truco muy sencillo que nos ayuda a
encontrar la solucién general de este tipo de ecuaciones. Supongamos primero
que ya tenemos una solucién particular de ella, digamos

v ={yo,y1,v5, -}
Sea y, otra solucién cualquiera. Entonces, la diferencia
Ye — Yt
satisface

Yer1 — Ypor = (aye + b)) — (ayf + by)
a(ye —yi) — (b — by)
= a(y —v7),

esto es, y; — y es una solucién de la ecuacién homogénea ;. — az; = 0.
Por el teorema anterior debe existir por tanto una constante ¢ para la cual

p __ t
Y — Yy = Ca,

de donde obtenemos
yr = ca' +yp.

Este truco lo usaremos en varios escenarios y lo resumimos como:

La solucion general de la ecuacion y,o1 = ay; + by es la suma de la solucion
+
general de la ecuacion homogénea asociada y de una solucion particular.
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Esta observacion sélo puede ser de utilidad si tenemos una forma de
encontrar soluciones particulares. Cuando la forma del término b; es sen-
cilla podemos adivinar la forma de la solucién. Este método de adivinanza
se conoce como Método de Coeficientes Indeterminados. Aun cuan-
do el nombre del método suena muy rimbombante en el fondo puede ser
perfectamente descrito por el refrdn "Segin el sapo, es la pedrada” como a
continuaciéon veremos.

Consideremos la ecuacién yy1 = 2y, + 3t — 1. Al reescribirla como
Y1 — 2y; = 3t — 1 identificamos al término independiente como un poli-
nomio de primer grado. Deseamos encontrar una funcién y? que satisfa-
ga esta ecuacién. Es claro que si consideramos funciones de la forma k2¢,
cos(kt) o bien v/kt, no encontraremos a esta funcién. Nuestro candidato mas
sencillo serfa considerar un polinomio de la forma At + B. Este polinomio
debe satisfacer

A(t+1)+ B—-2(At+ B) =3t — 1.

Nuestro objetivo es ahora determinar los coeficientes A y B que satisfacen
esta ecuacion. Si asociamos los términos de grado uno y de grado cero se
tiene

—At+ (A—B) =3t —1.

Pero estos polinomios son iguales sélo cuando sus coeficientes son iguales,
esto es,

-A =3
A-—B = -1
cuya solucién es A = —3, B = —2. La solucién particular que encontramos
es entonces yf = —3t — 2. Verifiquemos que efectivamente se trata de una

solucidn:

Yoo — 200 = —3(t+1) —2— 2(~3t — 2)
= 3t — 1.

La ecuacién homogénea v;,1 — 2y; = 0 tiene solucién general 2!, por lo que
se llega a que la solucién general de la ecuacion y;1 = 2y; + 3t — 1 viene
dada por

Y = 2! — 3t — 2.
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Vamos a emplear estas ideas para ayudar a Dona Gamucita en sus deci-
siones financieras. La ecuacién a resolver es

Py = 1,005P, — 11,004,

Proponemos entonces una solucién de la forma i’ = A (1,004)" . Esta solucién
debe entonces satisfacer

A(1,004)+! = 1,005A4(1,004)" — 7(1,004)".
Simplificamos la ecuacién dividiendo entre (1,004)" y obtenemos
A(1,004) = 1,005A — r,
de modo que al despejar A llegamos a
A = 1000r-.
La solucién general de la ecuacion es por tanto
P; = ¢(1,005)" + 10007 (1,004)".

Debemos finalmete determinar los valores de las constantes ¢ y r. Las condi-
ciones Py = 2'000,000 y P;g9 = 0 determinan el sistema

¢+ 1000r = 2/000, 000
¢(1,005)*% 4+ 10007(1,004)'* = 0
cuya solucion es
c = —10190959,8 y r = 12190,96.

Esto significa que Dona Gamucita gozard en términos reales de un ingreso
mensual comparable a lo hoy representan $12,906.93. Podemos también
emplear estos nimeros para calcular el monto de la inversién en cualquier
mes mediante la expresion

P, = —10190959,8 (1,005)" + 1000(12190,96) (1,004)"
— —10190959,8 (1,005)" + 12190960 (1,004)" .

En particular, a la mitad de la vida de la inversion se tendrd un capital de

—10190959,8 (1,005)™ + 12190960 (1,004)* = 1’496, 422,43.
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Cuando la forma del término independiente b; es muy complicada, puede
ser dificil encontrar el tipo de funcién que corresponde a una solucién par-
ticular. Peor aun, el método de coeficientes indeterminados puede fallar con
condiciones razonables. En este ultimo caso se recomienda multiplicar por ¢
la forma natural de la solucién. Si persiste la falla, multiplicamos por otras
potencias: 2, 3, etc.

Para la ecuacién y;1 = 2y, — 3(2'), lo més natural es proponer una
solucién particular de la forma 3y = A2'. Esta solucién debe satisfacer

A2 =2(A2") — 3 (2Y)
que al dividir por 2! reduce la ecuacién a
24 — 24 — 3,

la cual no tiene soluciéon. Tratamos, de acuerdo a la sugerencia de arriba,
yi = At2'. Ahora tenemos

At +1)2 =2 (Ar2") — 3(2")
que al simplificar equivale a
2A(t +1) = 2At — 3,
cuya solucién es A = —3/2. La solucién particular buscada es por tanto

3t2t
s A

yp =
La solucién general de y;,1 = 2y; — 3 (2") es
y, = 28 =321
= (2c—3t)2" %
1.2. Ecuaciones generales de primer orden

Una ecuacién general de primer orden puede escribirse como

Yt+1 = f(ym t),
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donde f es una expresién algebraica que depende tanto del valor de la vari-
able en el periodo previo como del periodo ¢t. En el ejemplo anterior se tiene
que f(yi,t) = 2y — 3(2"). Se dice que la ecuacién es auténoma cuando
la expreson algebraica f sélo depende del valor de la variable en el periodo
anterior, esto es, ;11 = f(y;). De esta forma, las ecuaciones y; 1 = 2y; — 3,
Yir1 = cos(3my) ¥y Ty = V4xp + 2 son ecuaciones auténomas, mientras
que la ecuacién P, ; = aP, — rb’ no lo es. Las soluciones de las ecuaciones
autonomas pueden ser representadas geométricamente mediante el diagra-
ma de fase asociado a la ecuacién que a continuacién describimos. Observe-
mos primero que las soluciones estacionarias x* de una ecuacién auténoma
xi1 = f(z) corresponden con los puntos fijos de la funcién f, y* = f(y*).
Ahora bien, dibujemos en el plano a la gréfica de la funcién f asi como a la
recta y = z. En el eje x representamos el valor inicial 5. Como x1 = f(zo),
se tiene que x; corresponde a la altura de la gréfica de f sobre zy. Si ahora
nos movemos horizontalmente hasta tocar la recta y = z, el punto tendrd
coordenadas (z1,71). Si repetimos el proceso y nos desplazamos primero
verticalmente hasta cruzar la gréfica de f y posteriormente nos desplazamos
horizontalmente hasta la recta y = x, llegaremos a un punto con coordenadas
(x2,22). Si continuamos este proceso y proyectamos estos puntos sobre el
eje x podemos observar como evoluciona la solucién xg, z1, 2, x3, etc. Las
siguientes figuras muestran algunos diagramas de fase asociados a ecuaciones
auténomas. En estos dos ejemplos la solucién estacionaria resulta ser estable.

Mondtona convergente Allemante comvergente

7

0 x'1 2  B3x 0 2 x4 % ¥ 85 x

El caso de soluciones estacionarias inestables se ilustra a continuacién.
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Mondtona divergente Allemanie divergente

xblx uﬁ xﬁ x‘iO 18 xﬁx‘4‘xo xl1x‘5x‘7)é)

De los diagramas anteriores se desprende que el comportamiento de las
soluciones alrededor de los estados estacionario varia si la funcién f es cre-
ciente o decreciente, asi como si la grafica de f es mds vertical o méas hori-
zontal que la recta y = x. Esto nos sugiere el siguiente criterio de estabilidad
para las soluciones estacionarias.

Theorem 3 Sea x* una solucion estacionaria de la ecuacion autonoma xy 1 =
f(zy), donde f es una funciion diferenciable.

i) Si |f'(x*)| < 1, entonces la solucion z* es estable.

i) Si |f'(x*)| > 1, entonces la solucion x* es inestable.

Sélo demostraremos la parte i. Si f es diferenciable, entonces f’ es con-
tinua y existe un pequeno intervalo (z* — €,2* 4+ ¢) y una constante k tales
que |f'(z)] < k < 1 si ze(z* — e,2* + €). Por el teorema del valor medio
existe un nimero c entre z; y x* para el cual

T — 2" = f(w) — f(x") = f(c)(z — a7).

Asi, si x; es cercana a z*, i.e. |z, —2*| < ¢, entonces |f'(c)] < k. Por lo
tanto,
|zp1 — 2| < k| — 27

En particular, si nuestro valor inicial zq satisface |zg — 2*| < ¢ se tiene que

|zy —2*| < k|zg — 27|,
|zo — 2% < K|z — 2% < K? |20 — 2]

)

|23 — 2% < k|zg — 2% < K? |20 — 27|, etc.

"l
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Ast, |zy — 2% < k'|zg—2*|. Como 0 < k < 1, se tiene que k' — 0, y
necesariamente también |z, — z*| — 0.

El comportamiento de los fenémenos ciclicos es de sumo interés en las
aplicaciones. Se dice que una solucién z; de la ecuacién en diferencias x;; =
f(z;) es ciclica de periodo k si se satisface que x; = x4 para todo t, pero
ry # vy parat =1, 2, ..., k—1. Esto equivale a que la 6rbita {x¢, 1, ...x5_1 }
se repite indefinidamente. El caso mds sencillo es el de los ciclos de periodo
2 donde la solucién alterna entre los valores xg y 1. En este caso se tiene
por un lado g = x9 = x4 = ... y por el otro x; = x3 = x5 = ..., pero xy # ;.
Por ejemplo, consideremos la ecuacién 4,1 = f(z;) = 1 — 22, Es claro que
un ciclo de periodo 2 corresponde a un punto fijo de la composicién f o f,
esto es, debe satisfacer f(f(z*)) = z*. En nuestro ejemplo,

f(f(@) = f(1—2%)
=1—(1—2?%?

= 222 — 2%
Debemos entonces resolver la ecuacion
2w —rt =z

que se reduce a
ot =22 2 =0.

Esta es una ecuacién de cuarto grado, pero factorizando la x tenemos que
z(z® =22+ 1) =0.

De aqui vemos que = = 0 es una solucién. Como f(0) = 1, entonces z = 1
es otra solucién. Dividiendo 22 — 22 + 1 por x — 1 vemos que

vt =20 +r =2z — 1)(2* + 2z —1).
Ahora sf podemos encontrar que las cuatro raices de x* — 222 + 2 = 0 son

-14++v5 -1-+5h

0, 1
) Y 2 y 2

Es facil ver que las dos primeras forman un ciclo de periodo 2. Podriamos
pensar que entonces las otras dos forman otro ciclo de periodo 2, pero esto no
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necesariamente es cierto. De hecho, los puntos fijos de f son necesariamente
también puntos fijos de f o f. Esto es lo que sucede en este ejemplo ya que
las soluciones de

1—-22=z

son (=14 /5)/2 y (=1 — /5)/2. Asi, sélo hay un ciclo de periodo dos, el
formado por {0, 1}.

Una primera moraleja es que indudablemente resulta dificil desde el punto
de vista algebraico encontrar las soluciones ciclicas de una ecuacién auténo-
ma. Otra moraleja mds positiva es que si conocemos los puntos fijos de f
podemos simplificar el célculo de los puntos fijos de f o f. Dicho de otra
forma, los puntos fijos de f satisfacen la ecuacién 1 — 2% = z, que equivale a
2?2412 —1 = 0. Podrfamos haber entonces dividido 2* — 22?4 x por 22 +2 —1
para factorizar x* — 222 + x y simplificar la ecuacién z* — 222 + 2 = 0 como
(2?2 —x)(22 4+ 2 — 1) = 0 que es més facil de resolver que la ecuacién de grado
cuatro original.

Un ciclo {z, ]} estable o atractor es aquél para el cual una pequena
desviacién de la condicién inicial zj produce una solucién xg, 1, ...2¢, ... tal
que g, Tg, T4, ... tiende a xf, mientras que x1, x3, Ts, ... tiende a x7. De forma
andloga se dice que el ciclo es inestable o repulsor si al apartarnos un un
poco de la condicién inicial la solucién se aleja cada vez més del ciclo. Si
empleamos el teorema anterior para la ecuacién ;1 = f(f(x;)) podemos
determinar cudndo un ciclo de periodo 2 es estable (atractor) o bien es in-
estable (repulsor). De hecho, por la regla de la cadena vemos que la derivada
de composicién f o f en xf viene dada por

F'(f @) f (x5) = f () f (25),

esto es, el producto de las derivadas de f a lo largo del ciclo. Hemos probado
entonces

Corollary 4 Si {z{, 21} es un ciclo de periodo 2 de la ecuacion auténoma
Tip1 = f(2), entonces;

i) El ciclo es atractor si | f'(z7) f'(x§)] < 1.

ii) El ciclo es repulsor si |f'(x3) f'(z§)| > 1.

En el ejemplo anterior se tiene que f'(x) = —2z. Por tanto,

F' @) f (a5) = f/(1)f(0) = (=2)(0) =0
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de modo que el ciclo es atractor. Por medio de una hoja de cédlculo es ficil
encontrar algunos valores de las soluciones de esta ecuacién sencilla. Si en
lugar de zf = 0 tomamos zy = 0,2, entonces la solucién comienza zy = 0,2,
r1 = 0,96, o = 0,0784, x3 = 0,9939, =, = 0,0123, z5 = 0,9998. Es claro
que, como se esperaba, los valores en los periodos pares se van acercando a
0, mientras que los valores en los periodos impares tienden a 1.

1.3. Ecuaciones lineales de segundo orden

Consideremos el siguiente modelo dindmico de ingreso nacional estudiado
por P. A. Samuelson. Como es costumbre, denotemos por Y; al ingreso
nacional, por C} al consumo, por I; a la inversién y por G, al gasto publico
en el periodo ¢t. Los supuestos del modelo son

(a) Yy = Cy + I + Gy,

(b) Ci =Y,

(¢) I = a(Cy — Cy_1q).

La primera ecuaciéon simplemente separa el ingreso en tres rubros: con-
sumo, inversién y gasto piblico. En la segunda ecuacién tenemos que la
constante 7 representa la propensiéon marginal al consumo y debe satisfacer
entonces 0 < v < 1. Los economistas se refieren a este supuesto como el
multiplicador. Finalmente, la tercer ecuacién, el acelerador, senala que
s6lo es necesario incrementar la inversién cuando el consumo aumenta. Es
importante observar que tanto en la segunda como en la tercera ecuacién se
relacionan variables de periodos anteriores. Al igual que cuando resolvemos
un sistema algebraico de ecuaciones, una buena estrategia es la de reducir
el nmimero de variables por medio de sustituciones.  Asi, al sustituir las
relaciones de (b) y (¢) en la primera identidad se tiene

Y, =Y+ a(Cy — Ciy) + G,
que después de volver a emplear (b) y simplificar llegamos a
Yi—v(1+ )Y 1+ avY, o = Gy.
Esta ecuacién en diferencias es de segundo orden, ya que el valor del ingreso

en el periodo t estd determinado por el valor del ingreso en los dos periodos
anteriores.
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En esta seccién estudiaremos ecuaciones en diferencias de segundo orden
lineales con coeficientes constantes que pueden ser expresadas de la forma

Yiyo + aYp1 + by = ¢

Es fécil verificar que al igual que en el caso de las ecuaciones lineales de
primer orden, su solucién general resulta ser la suma de la solucién general
de la ecuacién homogénea y una solucién particular. Comencemos entonces
analizando la ecuacién homogénea

Y2 + aYry1 + by = 0.

De nuestra experiencia con ecuaciones de primer grado resulta natural pre-
guntarnos si hay soluciones de la forma y; = k\’, donde k y \ son constantes
convenientes. Esta posible solucién deberfa por tanto satisfacer

EAT2 4 ak A+ bEN =0
que después de dividir por kX' se reduce simplemente a
N +a\+b=0.

Esta es la ecuacién caracteristica de la ecuacién y al polinomio p(A\) =
A+ a)X+b se le conoce como polinomio caracteristico. Asi pues, cuando
la ecuacién caracteristica tiene dos raices caracteristicas reales obtenemos
dos soluciones de nuestra ecuacién en diferencias: \] y A\5. Mds aun, es ficil
verificar que cualquier combinacion lineal de estas soluciones también es otra
solucién. Esto significa que ahora la solucién general de la ecuacion consiste
de una familia que depende de dos pardmetros, y, = mA} + n\j.
Cuando la ecuacién caracteristica tiene sélo una raiz (doble), esto es,

NMAad+b = (A=)
= AN 20+ N

se debe satisfacer que a = —2);. Es claro que A} sigue siendo una solucién.
Podemos verificar asimismo que t\! también es solucién ya que

(t+2)A2 +a(t + AT+ AT = N [(E+2)A] + a(t + 1)\ + bt]
= A [t(A] + ahi +b) + A2\ + a)]
= 0.
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La tltima igualdad se sigue de que, por un lado A} + a\; +b = 0, y por el
otro, a = —2\;.

La descripcién de las soluciones en el caso de las raices caracteristicas
complejas resulta un poco mds elaborada. Aparecen soluciones complejas

cuando al aplicar la férmula para resolver la ecuacién A2+ a\ +b = 0 obten-
emos nuimeros negativos dentro de la raiz, esto es,

—a++va? —4b

A= 2

con a? — 4b < 0. Para estudiar estas ecuaciones introducimos el nimero i el
cual satisface

P2 =—1.

Podemos entonces expresar

 —aEVa®—4b
2
—a =+ +/—(4b — a?)

2
—a + /i%(4b — a?)
2
a V4ab — a?

= —— £
2 2

Observemos que ahora la expresién dentro de la raiz 4b — a? resulta positiva.
Al término —a/2 se le denomina la parte real de la raiz, mientras que
cualquiera de los términos +iv/4b — a?/2 son llamados la parte imaginaria
de la raiz. De esta forma, en este caso la ecuaciéon también tiene dos raices
distintas, ambas con la misma parte real, pero su parte imaginaria difiere por
el signo. Por ejemplo, las raices de

A —4N+16=0
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vienen dadas por

441664

A\ —
2
4 _

_ 4 V48
2 2

_ éii\/48
2 2

= 2+1v12.

Si bien la introduccién de niimeros complejos nos permite resolver algebraica-
mente estas ecuaciones, resulta poco 1til expresar la soluciéon general de la
ecuacion yyyo — 4yi1 + 16y, = 0 de la forma m(2 + iv/12)! + n(2 — iv/12)".
Uno de los primeros matematicos en explorar las propiedades de los nimeros
complejos fue Leonhard Euler, a cuyo genio debemos el siguiente desarrollo.
Recordemos que algunas funciones diferenciables pueden ser descritas por
medio de su serie de Taylor. En general, la serie de Taylor de una funcién
(infinitamente diferenciable) en un punto xy viene dada por

Flan) + /(@) = 20) + 51 (o) = o)’ + 31O ) — w0l + -+

Esta serie es convergente sélo en un intervalo con centro en xy y en él la
serie coincide con la funcién. En el caso de la funcién exponencial y de
las funciones trigonométricas seno y coseno este intervalo de convergencia es
todo R. Podemos entonces elegir como xy = 0 y aprovechar que las derivadas
de estas funciones evaluadas en 0 resultan muy faciles de calcular. Por tanto,

T 12 1 3 1 4
e —1+$+§l‘ +§x —|—Ix +--,

1 1 1
cos(z) =1— —a? + —a* — —a% ...

2 4! 6!
Y 1 1 1
sen(x) :x—§x3+5$5—ﬁ$7+---

Euler consideré entonces la serie de Taylor para la funcién e :

1
3!

(i) + i)+

, 1
e’ =1+1ir+ §(z:p)2 + I
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pero como i?> = —1, se tiene que las potencias de i se alternan de la forma
it =1i,i2=—-1,=—i,i* =1, =1, i = —1,etc. Entonces se tiene que
T 5 1 1

— - Ly, 1 14 .1 6 _ 1.7
e —1+zx—§a: TR —|—a:c +Za$—ax it + -

B 1, 1, 14 , 14, 15 1,
—1—536 —|—Zaz—ax +--~+z<x—§az —|—ax—ﬁm + o

= cos(z) + isen(z).

Necesitamos de un 1iltimo ingrediente para estudiar las potencias de un
nimero complejo. Si identificamos geométricamente el nimero complejo
A = a+if como el punto del plano con coordenadas («, ) los numeros
de la forma cos(#) + isen(f) parametrizan los puntos del circulo unitario con
centro en el origen. Asi, escogiendo # convenientemente tenemos que

A= a+1if
= p(cos(#) + isen(d))
= pe”,
donde p es la magnitud del vector (o, 3), esto es, p = /a2 + 3 y cos() =
a/p.

Por ejemplo, si A = 2 4 71/12, entonces

2
p= 22+<\/ﬁ> =4,

asi que # debe satisfacer

2
0=-.
oS 1
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Luego,
0 = arccos(0,5) = g

y podemos entonces expresar

A =2+1v12
= 4(cos(m/3) + isen(w/3))
= 4¢3,

La gran ventaja de expresar el niimero complejo de la forma pe® es que
entonces sus potencias se pueden calcular facilmente:

(peie)t = (6i6’>t _ pteiﬁt‘

Veamos ahora cémo podemos emplear estas férmulas para obtener dos
soluciones reales asociadas a ecuaciones en diferencias de orden dos cuyo
polinomio caracteristico tiene raices complejas. Consideremos la ecuacion
Yero + ayer1 + by = 0y supongamos que las raices de su polinomio carac-
teristico son de la forma A = a + i = pe’? y A = a — i3 = pe~*?. Entonces,

M= p'e = p'(cos(t) + isen(0t))
N = ple i = p'(cos(—0t) + isen(—0t)) = p'(cos(0t) — isen(—0t))

son soluciones de la ecuaciéon. De hecho, cualquier combinacién lineal de
estas soluciones produce otra solucién. En particular,

%()\t + Xt) = p' cos(0t)

1

21
son soluciones reales diferentes. La soluciéon general puede por tanto ser
expresada por una combinacién lineal de este par de soluciones:

(A — Xt) = p'sen(0t)

mp' cos(0t) + np'sen(t) = p'(m cos(6t) + nsen(dt)).

El siguiente resultado resume nuestra discusién previa.
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Theorem 5 La solucion general de la ecuacion en diferencias lineal ho-
mogénea de sequndo orden con coeficientes constantes

Yir2 + ayi + by =0

vine dada por
i) mA[+n)y cuando \; y \a son dos raices caracteristicas reales distintas.
i) mAL +nt\ cuando \; es una raiz caracteristica real doble.
i) p'(mcos(0t) +n sen(6t)) cuando se tienen raices caracteristicas com-
plejas A = a 13, donde

p=1/a2+B% y cos(d) = a/p.

Las soluciones particulares pueden obtenerse por medio del método de
coeficientes indeterminados. El caso més sencillo es el de y;1 o+ay:+1+by: = c,
con c una constante. La solucién propuesta es entonces una constante k. Esta
debe satisfacer

k4 ak + bk = ¢,

de modo que
c

S l4a+b
Esta es la solucién estacionaria o estado estacionario de la ecuacién. por
supuesto que se requiere que 1 +a + b # 0. Cuando 1 + a + b = 0 debemos
considerar soluciones del tipo kt o si fuese necesario de la forma kt?. Las
constantes m y n dependen de condiciones iniciales o terminales como se
muestra en los ejemplos siguientes.

(a) Consideremos primero la ecuacién y;i2 + yr41 — 2y = 12, con yo = 4,
Yy = 5.

En este caso no es posible encontrar una solucién particular constante ya
quel+a+b=14+1—-2=0. Tratamos entonces una solucién de la forma
kt. Esta solucién debe cumplir con

Kt +2) + k(t + 1) — 2kt = 12
3k = 12

por lo que la solucién particualr sencilla es yf = 4¢. La ecuacion cacarteristica
es A2+ A —2=(A+2)(A—1) =0, asf que sus raices son \; = =2y Ay = 1.
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La solucién general es por tanto y; = m2' +nl® + 4t = m(—2)' + 4t +n. De
las condiciones iniciales vemos que

m+n =4
—2m+n—+4 =5

de donde se obtiene m = 1 y n = 3. La solucién buscada es por tanto
v = (—2)" + 4t + 3.

(b) La solucién estacionaria para la ecuacion ;19 — Ty + 22, = 4
viene dada por k = 4/(1 — 1+ 2) = 2. La ecuacién caracteristica es ahora
M —X+2=0 Como no es claro cémo factorizar esta expresién empleamos
la férmula cuadratica para ver que

1+1-8
2
1 VT

ALY
27"

A\ =

Como las raices son complejas tenemos que

N (V7 (1/2) 1
p= <§> +(7) =2 y COS(Q):W:m.

De la iltima ecuacién vemos que
0 = arc cos(1/2v/2) = 1,2094,
asf que la solucién general es
z;y = p'(mcos(0t) + nsen(0t)) + y¥

t
= (V2) (mcos(1,20941) + nsen(1,2094¢)) + 2.

Las ecuaciones en diferencias pueden ser utilizadas en una multitud de
problemas como a continuacién ejemplificamos.

Example 6 ;Quieres ser millonario? (Slumdog millionaire)
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Se tiene un programa de television donde hay un premio de N mil libras
esterlinas. El concursante debe responder una serie de preguntas. Las reglas
del juego son las siguientes. Cada respuesta acertada incrementa su bolsa
con mil libras, mientras que cada respuesta errénea disminuye su bolsa en mil
libras. Si el concursante pierde todo el dinero de su bolsa, entonces debe reti-
rarse sin haber ganado nada. Por otro lado, si el concursante logra acumular
el total de las N mil libras, entonces se retira habiendo ganado esta cantidad.
Si al finalizar la transmisién del programa el concursante tiene acumulada
una bolsa de £ mil libras, entonces el entrevistador abre un sobre y lee una
cantidad. El concursante puede entonces elegir continuar participando en
el concurso durante la siguiente transmisién, empezando desde luego con su
bolsa de k£ mil libras, o bien, aceptar la cantidad que el entrevistador ley6 del
sobre. ;Qué decisién debe tomar un jugador al finalizar el programa?

El concursante debe evaluar cudl es su utilidad esperada si continia en el
juego y compararla con la cantidad que el entrevistador le ofrece. Supong-
amos que el concursante contesta de manera correcta a las preguntas que se
le hacen con probabilidad p > 0. Denotemos por P} a la probabilidad de
que el concursante gane el total de N mil libras cuando ha acumulado k£ mil
libras. Esta probabilidad s6lo depende de la cantidad acumulada en la bolsa,
y no de cudntas preguntas le tomo al concursante llegar a esta suma acumu-
lada. Observemos por tanto que después de aceptar una nueva pregunta, con
probabilidad p tendra k + 1 mil libras, y con probabilidad 1 — p tendra k — 1
mil libras. Esta observacién simple da origen a la ecuacién en diferencias

Py =pPer+ (1 —p)P
que podemos reescribir como
pPiy1 — P+ (1 —p)P1 = 0.

Por las reglas del juego se tiene que Py = 0 y Py = 1. La ecuacién carac-
teristica pA% — A + (1 — p) = 0 tiene como raices a

1—
M=—2y h=1
p

Si p # 1/2 la solucién general es
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A partir de las condiciones Py = 0 y Py = 1 se deduce que

para obtener finalmente

La utilidad esperada de continuar jugando durante el siguiente programa es
por tanto
1_P>k —1

p

U, = 1000N (
1=p)  _1
P

El concursante debe participar en el siguiente programa sélo cuando la canti-
dad que le ofrecen por retirarse es menor a este valor. Para ejemplificar este
célculo consideremos el caso de cuando N = 10, y el concursante, de nom-
bre Jamal, dista mucho de tener un conocimiento enciclopédico, digamos
que p = 1/3. Sin embargo, por una racha de suerte ha acumulado nueve
mil libras. Si le ofrecen cinco mil libras por retirarse ;debe aceptarlas? La
probabilidad de que llegue a ganar las diez mil libras es

2/3)°?
(i5) -1
Py = —%5— = 0,4995,
()~
173
de modo que su utilidad esperada por continuar participando serfa de 0,4995(10000) =

4995 libras. Jamal deberia por tanto aceptar la oferta de las 5000 libras y
retirarse, pero éste seria otro final.

Retomemos de nuevo el modelo de Samuelson de crecimiento econémico
con el que iniciamos esta secciéon. Recordemos que viene dado por

Y; —v(1+ )Y + avYio = G

Si consideramos el caso donde v = 0,9, a = 0,5 y el gasto piblico crece a
una tasa del 3% anual, esto es, G; = Go(1,03)". La ecuacién que se obtiene
es

Y; — 1,35Y;_; + 0,45Y; 5 = Gy(1,03)".
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Para buscar una solucién particular es razonable suponer Y = A(1,03)".
Sustituyendo tenemos

A(1,03)" — 1,35A(1,03)" 1 + 0,45A(1,03)" 2 = G(1,03)"

2

que simplificamos dividiendo por (1,03)*2. De este modo, al despejar A de

A(1,03)% — 1,35A(1,03) + 0,454 = G(1,03)?

obtenemos

A =881G,.

Por otro lado, la ecuacién caracteristica es A> — 1,35\ 4+ 0,45 = 0 cuyas
raices son A\; = 0,75y Ay = 0,6. Por tanto, la solucién general de la ecuacion
viene dada por

Y, = m(0,75)" + n(0,6)" 4+ 8,81G(1,03)"
= m(0,75)" + n(0,6)" + 8,81G;.

Observemos que en el largo plazo la parte de la solucién correspondiente a
la solucién de la ecuaciéon homogénea tiende a 0, asi que

th’mY} = 8,81Gt

Por lo tanto, si ¢t es grande se tiene

Gy 1
— ~ —— = 0,1135.
Y, 881 ’

En el largo plazo el gasto priblico representa por tanto el 11.35% del ingreso
nacional.

Consideremos de nuevo ecuaciones del tipo v 1o+ ay; 1 +by, = ¢. Aligual
que en el caso de ecuaciones de primer orden resulta importante determinar
cudndo la solucién estacionaria es estable. Analicemos el caso de las solu-
ciones reales primero. Al contemplar la forma de las soluciones dadas por el
teorema anterior es inmediato que se requiere que |\;| < 1. Recordemos que
A1 y Az son las rafces del polinomio caracteristico p(A\) = A% + aX +b. Su
grifica es una pardbola que abre hacia arriba. La condicién |\;| < 1 equivale
a que la gréfica de p cruza al eje horizontal en uno o dos puntos que estdn
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entre -1y 1. Es claro que si las raices se encuentran en este intervalo entonces
p(1) y p(—1) deben ser ambos positivos, esto es,

l4a+b>0y 1—a+b>0

que equivale a
la| < 1+0b.

Esta condicién no es suficiente para garantizar que las raices se encuentran
en (—1,1). Podria suceder que ambas raices fuesen mayores a 1, o bien,
ambas menores a -1, ya que en estos dos casos p(1) y p(—1) resultan ambos
positivos. Sin embargo, el producto de las raices A\ A\ serfa en ambos casos
mayor a 1. La otra condicién que se requiere es entonces que A\ Ay < 1. De
la igualdad

MAad+b=A=A)A =) =27 — (AL + X)X+ A\,

vemos que A\j Ay = b.

En el caso de las raices complejas la gréfica del polinomio caracteristico
es una parabola que estd totalmente por arriba del eje horizontal. Por la
forma de la solucién se desprende que ésta es estable cuando p < 1. Como

ademss
, a V4b — a?
p=v2+py at+if=—+ —-—,

2 2

a?  4b— a?
=1/ — = Vb.
P\ T Vb

Esto significa que en el caso complejo la estabilidad sélo depende de que
b < 1. Hemos probado entonces

se tiene que

Theorem 7 La solucion estacionaria ¢/(1 + a + b) asociada a la ecuacion
Yiro + ayp1 + by, = ¢ es estable si y sdlo si se satisfacen las desigualdades
la| <1+byb<1.

Cuando la ecuacién no tiene soluciones estacionarias ya sea porque 1 +
a+ b = 0, o bien, el término independiente ¢; no es constante, el teorema
brinda informacién del comportamiento de las soluciones en el largo plazo.
Con el ejemplo del modelo de Samuelson podemos ilustrar esto. La ecuacion
a analizar es

Y; — 1,35Y; 1 + 0,45Y; 5 = G(1,03)",
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de modo que a = —1,35 y b = 0,45. Como
la|] =135<145=14+b y b=045<1
sabemos que cualquier solucién debe converger a la solucién particular 8,81Gg(1,03)".
,Son las soluciones de del modelo de Samuelson siempre estables? La

ecuacién asociada es

Y, =714+ )Y + anYios = Gy
De acuerdo al resultado anterior el modelo serd estable cuando

|71+ o) <l4+ay y ay<Ll
La primera desigualdad se reduce a v < 1, lo cual siempre se cumple puesto
que 7 es la propensién marginal al consumo. FEl modelo es por tanto estable

cuando 7 < 1/a. Por otro lado, de la férmula de la ecuacién cuadrética se
tiene

Y1+ a) £ V2L +a)? —day

A= )
2

por lo que las rafces son complejas cuando ?(1 + «)? — 4ay < 0, esto es,
- 4o
L TEEEY

En resumen, las soluciones estables corresponden a los casos donde el punto
(cr,7y) se encuentra bajo la hipérbola

1
v=—.
(6]

El modelo presenta comportamiento alternante cuando («,7) cae bajo la
curva

B 4o
T U rar

En la siguiente figura se ilustran los cuatro casos genéricos.
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Modelo de Samuelson
I Inestable, no-alklemante
o | Est
051 Inestable, alemante
Estable, alemante
1 2 3 a Y

1.4. Sistemas de ecuaciones en diferencias

Los sistemas de ecuaciones en diferencias aparecen en modelos donde dos
o mds variables endégenas interactian a lo largo del tiempo. Consideremos
el caso de un modelo macroeconémico para el cual se tiene

Yi = aYi 1 + 0P + Gy
Pt = Cn_l‘i‘dpt_l‘i‘Mt

donde Y denota el ingreso nacional, P el nivel de precios, G el gasto ptiblico
y M la oferta monetaria. Empleando notacién matricial es posible expresar
este sistema como

X1 = AX; + By,

en donde claramente

}/1-5 a b Gt
X; = , A= y By =
P, c d M,

Como en el caso de las ecuaciones lineales es facil establecer que la solu-
cion general de uno de estos sistemas se puede descomponer en la suma
de una solucién particular y de la soluciéon general del sistema homogéneo
asociado. Comencemos entonces estudiando las soluciones de sistemas ho-
mogéneos. Por simplicidad trataremos tinicamente el caso de sistemas de dos
variables, pero los métodos que aqui desarrollaremos pueden ser ficilmente
generalizados a dimensiones mayores.
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Consideremos entonces la ecuaciéon
X,41 = AX,
donde A es una matriz de tamano 2 x 2. A una matriz

a b
c d

A_:

se le asocian dos invariantes, el determinante det = ad — bc y la traza tr
= a + d. Estos invariantes aparecen en el polinomio caracteristico de la
matriz A que viene dado por

= X —(a+d)\+ (ad — be)

= M\ —tr\ + det .

Los valores propios son asf las raices de este polinomio y pueden calcularse

por
tr + Vtr? — 4det
5 .

Supongamos primero que A tiene dos valores propios reales diferentes \; y
Ao. Entonces si vq y vy son vectores propios asociados a estos valores propios
sabemos que deben ser linealmente independientes y forman por lo tanto una
base de R2. Si X, X1,... Xy, es una solucién de la ecuacion, existen por tanto
escalares oy y (3, tales que

A:

Xy = ayvy + Bva.
Luego,

a1vi + By ve = X

= AX,
A(ayvy + Byva)
aAvy + 5,Avy
= Aayvi + A3, va.
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Como los vectores se expresan en forma tnica como combinaciones lineales
de una base se deduce que

Q1 = Aoy y 5t+1 = A2f3;.
La solucién de estas dos ecuaciones viene dada por
ar=m\, y B, =n\
para dos constantes que dependen de X,. Por tanto hemos probado que

X, = mAvy + nd\bvy.

Para ejemplificar consideremos el sistema
Tpp1 = 274 + 3y,
Y1 = 20 + Y.

La matriz asociada es
2 3

2 1

y la ecuacién caracteristica viene dada por A> — 3\ —4 = 0, por lo que es
claro que los valores propios son A\; = —1 y Ay = 4. Como vectores propios
asociados estos valores propios podemos elegir a

3
=m(-1) + n4* :
Yt -1 2

que puede ser expresada también de la forma

zy = m(—1)" + 3nd’
vy = —m(—1)" + 2n4’
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Las constantes m y n pueden ser determinadas si se tienen condiciones ini-
ciales. Digamos que xg = 5 y también yy = 5. Al sustituir estos valores en
el sistema de ecuaciones anterior se llega a

m-+3n =95
—-m+2n =5
cuya solucién es m = —1 y n = 2. La solucién particular determinada por

estas condiciones iniciales es entonces

Tt 1 3
Yt —1 2

Podemos aplicar estas ideas para estudiar el caso de los valores propios
complejos. Los valores propios son complejos entonces cuando tr? —4 det < 0.
Los valores propios

A=a+il v A=a—if.

vienen dados en este caso por

tr V4 det —tr?

Supongamos que v es un vector propio asociado a \. Es fécil verificar que la
sucesién de vectores A\'v es una solucién de la ecuacién ya que

«

A)lv = MAv
= \)v

= Nty

Sin embargo, esta solucién tiene el inconveniente de estar expresada por
medio de vectores con entradas complejas. Si descomponemos al vector pro-
pio v en su parte real y su parte imaginaria, esto es, v = r +1s, y denotamos
por Vv al vector r—is, es inmediato verificar que V es un vector propio asociado
al otro valor propio A. Si ahora empleamos la férmula de Euler y escribimos

A = p(cos(f) + isen(0)),



1.4 SISTEMAS DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS 33

podemos proceder como en el caso de las ecuaciones de segundo orden y
encontrar un par de soluciones reales a la ecuacién:

%()\tv + Xtv) = p'(cos(ft)r — sen(6t)s)

1 —
2—Z,(Atv - )\tV) = p'(sen(0t)r + cos(6t)s).

Es facil verificar que p y 6 pueden ser caracterizados por
Q

Videt

Estas soluciones resultan linealmente independientes y por tanto la solucion
general es una combinacién lineal de ellas

p=+Vdet y cos(f) =

X; = mp'(cos(0t)r — sen(0t)s) + np'(sen(t)r + cos(6t)s)
= p'(mcos(0t) + nsen(0t))r + p'(n cos(0t) — msen(6t))s.

Veamos que a pesar de que a primera vista parece muy elaborado tratar con
numeros complejos, la aplicacién de las férmulas es relativamente sencilla.
Para encontrar un vector propio conviene emplear un truco sencillo que de
hecho puede emplearse tanto para valores propios reales como complejos. Si
la matriz

a b
c d

A:

tiene a A\; como vector propio y la entrada b # 0, entonces debemos encontrar
las soluciones del sistema homogéneo

a— M\ b 0
C d—Al 0

que por tratarse de un vector propio debe ser equivalente a

(l—)\l b 10
0 010
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Las soluciones de este sistema coinciden con las soluciones de la ecuacién
(a — A)x + by = 0, que podemos reescribir como

Ay —
y:—( lb a)a:.

Esto implica que los diferentes vectores propios se obtienen asignando a la
variable x valores arbitrarios diferentes de cero. En particular, si x = b,
entonces y = A\; — a, de modo que

b
)\1—(1,

es un vector propio de valor propio A\;. Cuando b = 0, pero ¢ # 0, un
argumento andlogo produce el vector propio

A —d

c
Ahora si podemos estudiar el sistema

Tiyr = 6T — Yy

Yer1 = 0Ty + 4y

que equivale en notaciéon matricial a

6 —1
Xt+1 = X;.
5 4

La ecuacién caracteristica viene dada por A*> — 10\ +29 = 0. Al resolver esta
ecuacién nos encontramos con que

_ 10++/—16

2

10 £¢v/16
2

= 5% 2.
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La entrada b = —1 por lo que podemos encontrar un vector propio
b -1 -1
VvV = = =
A —a 5+21—6 —1+4+2

Al descomponer este vector en su parte real y su parte imaginaria tenemos

~1 ~1 [0
= —I—/L
—14+2 —1 2
= r+18.

es un vector propio. Para aplicar la férmula debemos determinar los valores
de p y de 6. El primero es muy fécil ya que p = v/det = v/29. Por otro lado,

0 = arccos( @ )
vdet

5
= arccos | —
<\/E>
— 0,38.

De esta forma podemos entonces expresar la solucién general como

X; = p'(mcos(0t) + nsen(6t))r + p'(n cos(0t) — msen(6t))s

— <\/2—9>t (m cos(0,38t) + nsen(0,38t))
1

+ (@)t (n cos(0,38t) — msen(0,38t))
2

_ (m>t —m cos(0,38t) — nsen(0,38t)
(2n — m) cos(0,38t) — (n + 2m) sen(0,38t)

Los valores de m y n dependen de nuevo de condiciones iniciales y se pueden
determinar ficilmente.
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El analisis del caso de los valores propios dobles es més delicado. Supong-
amos que la matriz

a b
c d

A_:

asociada al sistema homogéneo X;,; = AX; tiene a A\; como valor propio
repetido. Esto sucede cuando el polinomio caracteristico se factoriza como
A — (a4 dX+ (ad —be) = (A=)
= A2 =2\ A+ AL

De aqui se deduce entonces que

a+d

)\1: 2

y Al =ad — be.

Supongamos primero que b # 0. Ya observamos previamente que entonces
el vector

b
)\1—6L

es un vector propio asociado al valor A\;. Al sustituir A\; = (a + d)/2 se
obtiene

b b
atd d—a
2 a4 2

Cuando obtuvimos la solucién de un sistema homogéneo con valores propios
reales diferentes empleamos el hecho que los vectores propios asocados son
linealmente independientes. Como ahora sélo tenemos un vector propio, es
necesario introducir otro vector linealmente independiente para expresar las

soluciones como combinaciones lineales. Un vector sencillo apropiado es

Como b # 0, es claro que {v, w} forman un conjunto linealmente indepen-
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diente y por tanto una base de R%. Ademds,

b
Aw =
d
b 0
| da dta
2 2
= V+ AW

Ahora podemos expresar la solucién X; de la ecuacién X;,; = AX; como
una combinacién lineal
Xt = oV + Btw.

Por tanto,

v+ Bpw = Alav + S,w)
= oAv + [, Aw
= v+ G, (V+ w)
= MoV + B,v+ N Bw
= (Mg + B,) v+ M Bw.

Usando de nuevo el hecho de que los vectores se expresan en combinaciones
lineales tinicas de una base podemos concluir que

a1 = Aoy + B,
ﬁt+1 = )\15t-

Parece decepcionante que después de tanto esfuerzo sélo hayamos logrado
pasar de un sistema de ecuaciones en diferencias homogéneo a jotro sistema
de ecuaciones homogéneo! Sin embargo, es més fécil encontrar la solucién
del tdltimo sistema. De la segunda ecuacion se tiene que existe una constante
c para la cual

By = Al

Sustituyendo ahora en la primera ecuacién tenemos que

t
Qi = >\104t + C)\l.
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Para resolver esta ecuacion lineal de primer orden proponemos como solucién
particular una funcién de la forma m\}. Sin embargo, esta solucién deberfa
satisfacer

mAFt = X\mAL + edl

que se reduce a 0 = cA!, lo cual no es posible en general. Debemos por tanto
buscar soluciones de la forma mt\;. Ahora se tiene

m(t 4+ DA = \mt\! + el

que al simplificar produce
c

Por lo tanto sabemos que existe otra constante n tal que

m

a; = n\) + mtAl.
De esta forma,

Xt = 4V + BtW
= (RA] + mtX))v + (cA)) w.

Pero como ¢ = mA;, podemos reescribir la solucién como (nA] + mtA})v +
(m)\l)\i) w, por lo que finalmente se llega a que

X; = nAv + mA (tv + A\w).

Cuando la entrada de la matriz b = 0, pero ¢ # 0 se tiene un resultado
idéntico empleando

A —d 1
c 0

A continuacién mostramos un ejemplo de este ultimo caso. La matriz asoci-
ada al sistema

Tyl = Tt — Yt

Yir1 = Ty + 3y
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es
1 -1

1 3

cuyo polinomio caracteristico es A* — 4\ +4 = (A — 2)? de modo que \ = 2
es un valor propio doble. En este caso

b -1 0
)\1—0, 1 1

asf que de acuerdo con la férmula anterior, la solucién general del sistema es

X, = nAiv +mA(tv + \w)

- ; -1 . -1 0
= n2 +m2" |t + 2
1 1 1

—n2t — mi2?

n2' + mt2' + 2m2!
es decir,

;= —n2t — mt2!
y; = n2' + mt2' + 2m2",

Conviene resumir estos resultados en el siguiente teorema.

Theorem 8 La solucion general del sistema de ecuaciones X1 = AX; estd
dada por
i) m)\ﬁvl + n)\gvg cuando \1 y Ay son valores propios reales distintos.

t
i) (\/ det) (m cos(0t) +n sen(6t))r+ p'(n cos(0t) —m sen(0t))s cuando se
tienen valores propios complejos A = a+1if3, donde el vector propio v.=r+1is

Y
«

vdet '

iii) nA v +mN, (tv+ W) cuando \; es una raiz caracteristica real doble.
Aqui

cos(f) =
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1
v = Yy W= , sib#0,
0

o bien,

A —d 1 )
v = y W= , si c#0.
c 0

Consideremos finalmente el caso de sistemas no-homgéneos. Ya men-
cionamos que al igual que para las ecuaciones lineales, la solucién general de
estos sistemas se descompone en la suma de una solucién particular mas la
solucion general del sistema homogéno asociado. El tipo més sencillo de este
tipo de ecuaciones se presenta cuando el término no-homogéneo viene dado
por un vector constante, por ejemplo,

Tt41 2 3 Ty 3
Y1 2 1 Y —6

El tipo de solucién particular mas simple que podemos esperar es también el
de una solucién constante, digamos

)\ [
Yr y*
Esta solucién debe satisfacer
x* 2 3 x* 3
= +
y* 2 1 y* —6
que podemos reescribir como
10 x* 2 3 x* 3

01 y* 2 1 y* —6
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que a su vez equivale al sistema de ecuaciones lineales

cuya solucion es

Por otro lado, previamente analizamos el sistema homogéneo

L1 2 3 Tt

Yt+1 2 1 Yt

y vimos que su solucién general es

t o 3
=m(—1) + n4 :
Yt —1 2

asi que la solucién general del sistema

T 2 3 x 3
CE S .
Yi+1 2 1 Y —6
estd dada por
Xy 1 3 3
=m(-1)" + n4 +

Yt —1 2 -9

41
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. Cudndo la solucion estacionaria es estable? De las férmulas del teorema
anterior se desprende que basta que los valores propios satisfagan |\;| < 1
cuando son reales, o bien, det < 1 en el caso complejo. Estas desigualdades
son semejantes a las condiciones de estabilidad para ecuaciones lineales de
segundo orden. El siguiente resultado es consecuencia del teorema 7.

Corollary 9 La solucion estacionaria asociada a la ecuacion
XH—I - AXt + B
es estable si y sdlo si |tr] <1+ det ydet < 1.

Es claro que la solucién del ejemplo anterior no es estable. Al menos una
de las dos desigualdades del corolario debe violarse. De hecho, no se satisface
[tr] < 1+ det ya que

tr=3y 1l+det=1—-4.
Example 10 Modelo de comercio exterior

Consideremos un modelo de comercio entre dos naciones. Para cada
pals el ingreso nacional y; se descompone como la suma del consumo c¢j, la
inversién 7 y las exportaciones xy, menos las importaciones m;. Denotamos
al consumo doméstico d;. Supondremos ademds que el consumo doméstico
y las importaciones en un periodo son proporcionales al ingreso nacional del
periodo anterior. Asi, para el pais ¢ se tiene

Y = ¢+ i+ rp—my
i i
dy = ¢, —my
i i
t+1 — Qiily
i i
My = @5ily-
Las constantes a;; y a;; son las propensiones marginales al consumo doméstico
y a las importaciones y por lo tanto podemos suponeer que son positivas. Si
el dnico comercio que realizan las naciones es exclusivamente entre ellas se

tiene que m! = z7. De esta forma la primera ecuacién puede reescribirse

como
i o i
Yipr = iy T4 + T4y
g ) J
= dyyy i My

_ i Jo i
= QY + QY T gy
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de modo que al considerar las dos naciones se llega al sistema de ecuaciones
1 1 2, .1
Y1 = Q1Y + Q12Y; +
2 _ 1 2, 2
Yir1 = 1Yy + a2y + 4y,
que en notacién matricial se expresa como
1 1 1
Yii1 a1 a2 (o byt
2 2 * 2
Yir1 21 Q22 Yi Uil

Si ademds suponemos que la inversién se mantiene constante en ambas na-
ciones a lo largo del tiempo, se llega al sistema

1 1 1

Y | a1 a2 Yy n 7
2 2 2

Yita 21 QA22 Yi t

Como en el egjemplo anterior buscamos una solucién particular constante

mY_(F
f? f?
esto es, un vector que satisfaga
fl _ ail a2 fl I it
f2 a1 G22 f2 i
10 fl 11 ai12 f1 it
01 f2 N 21 A22 f2 ! i

que se reduce al sistema de ecuaciones
a;; — 1 ap / ! —l
az  azg —1 f 2 —i
de modo que si la matriz
a;; — 1 ap

a1 gy — 1
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es no-singular el sistema tiene una tnica solucién
~1

f ajp — 1 ap —1

f? as  agp —1 —1

Para mantener una economia estable es razonable suponer que la suma del

consumo doméstico y las importaciones en cada periodo son menores al in-
greso del periodo previo, esto es,

Ay + My <Yy,
o bien,
a1 +ag <1 Yy Q22 tapp < 1.

En la siguiente proposicién demostramos que estas desigualdades nos per-
miten deducir que los valores propios satisfacen |A;| < 1. En otras palabras,
la solucién estacionaria resulta siempre estable.

Proposition 11 Sea
a b

c d

una matriz con entradas positivas tales que a+c <1 y b+d < 1. Entonces
sus valores propios \; son reales y ademds |\;| < 1.

Para demostrar primero que los valores propios son reales basta con ob-
servar que

tr £ Vtr? — 4 det
2
(a+d) ++/(a+d)? — 4(ad — be)
2
(a+d)++/(a—d)?+ 4be

2

Consideremos ahora el valor propio

A — (a+d)++/(a—d)? +4bc.

2
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Es claro que A\; > 0y que |[A1] > |A\2|. Sea

T

o)
un vector propio de valor propio A;. Entonces

axrq —I—bl‘g = )\1{1’}1

cxr1 +dres = Mo

De la primera ecuacién vemos que si 1 = 0, entonces también se tendria
que r3 = 0. Asimismo, empleando la segunda ecuacién se tiene que x5 = 0
implicarfa x1 = 0. Puesto que los vectores propios son no-nulos vemos que
tanto x; como x5 son ambos diferentes de cero. Multiplicando por un escalar
conveniente podemos suponer que el vector propio es

1
o)
Entonces,
CL+b.I'2 = )\1
C—f—dl’g = /\1[L’2

Despejando z5 de estas ecuaciones se tiene que

:p—)\l_a— c
2Ty TN —d

Veamos ahora que necesariamente 5 es positivo, puesto que si no lo fuese, de
las ecuaciones anteriores deducidirfamos que A\ < a y A; < d. Sin embargo,
esto nos llevaria a que

20\ < a+d
= traza
= A+ X
< 2\



46 CAPITULO 1 ECUACIONES EN DIFERENCIAS

lo cual no es posible. Sumando las ecuaciones se tiene
(a+c)+ (b+ d)za = M(1 + x2).
Pero como por hipétesis a +c¢ <1y b+ d < 1 se sigue ahora que
L+ x> A (14 x9),

asi que al dividir por 1 + x5 se llega finalmente a que A\; < 1.

1.5. Ejercicios

1. §Cual es el apellido y profesiéon de Dona Gamucita? ;Tiene hijos Dona
Gamucita?

2. Encuentra la solucién de las siguientes ecuaciones en diferencias y anal-
iza su comportamiento a largo plazo (convergente, divergente, oscilante,
no-oscilante).

(a) Y41 = =3y +4, yo =4
(b) Y1 =3y +4, yo=4.
(€) yes1 =y +4, yo=2.

3. Un ahorrador invierte $1000.00 cada mes durante 10 afios. ;Cual sera
el monto de su inversién al final de este periodo si la tasa de interés es
del 3% anual, esto es, 0.25% mensual

4. El proyecto de Riego de Encarnacién de Diaz generard utilidades por
$10,000,000 anuales durante los proximos 15 anos. {Cudl es el monto
maximo posible que se puede pedir al BID si los préstamos son al
9% anual y se desea pagar anualidades de no mayores al 60 % de los
beneficios, es decir, $6,000,0007

5. Determina cémo es el comportamiento del precio de la cebolla en el
modelo de produccién agricola cuando se tiene que 255 = N.
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6. Considera la ecuacién en diferencias y;.1 = ay; +b. Sia > 0 ya
observamos que la solucién general

t
=ca +
Yt 1—a

es entonces mondtona. Determina condiciones en los pardmetros a, b
asi como en el valor inicial gy, para que una solucién sea creciente o
decreciente.

7. Describe los diagramas de fase de la siguiente ecuaciéon auténoma. En-
cuentra sus puntos fijos y determina si son estables o inestables. De-
termina asimismo el comportamiento a largo plazo de la solucién par-
ticular indicada.

(a) my1 = A4x, — 3, x9=0,8.

(b) x4y =4z, — 3, 1o =1,2.

(¢) @41 = Az, — 3, x9=3,1.
8. Describe los diagramas de fase de la siguiente ecuacién auténoma. En-
cuentra sus puntos fijos y determina si son estables o inestables. De-
termina asimismo el comportamiento a largo plazo de la solucién par-

ticular indicada. Ayuda: usa Excel para ganar un poco de intuicién
geométrica.

a) Ty =) — a2+ 1, 1o =—1,02.

b) zp1 =a) —ai+1, x9=-098

c) T = — 12+ 1, 9= —0,1.

d) zp =2 —22+1, 50=0.

e) T =120 —x2+1, zo=0,1

f) =2} —2?+1, 7y=038.

g) T =a—xi+1, zo=1.

h) mp =28 —22+1, =12

9. Describe los diagramas de fase de la siguiente ecuacién auténoma. En-

cuentra sus puntos fijos y determina si son estables o inestables. Ayuda:
usa Excel para ganar un poco de intuicién geométrica.

(a) Yer1 =2u(1 —w), yo=—L1
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10.

11.

12.

13.

CAPITULO 1 ECUACIONES EN DIFERENCIAS
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(a) Demuestra que el Método de Newton para encontrar la raiz cuadra-
da de un niimero positivo a estd descrito por medio de la ecuacién en
diferencias

(L)
Tpp1 = (2 + —).
t+1 2 t T

(b) Toma a =3y zg=1,5. Calcula los valores de z1, x5 y x3 de esta
ecuacion en diferencias y observa cémo se van aproximando el valor de

V3.

(¢) Toma a = 3, zg = —1,5 y calcula de nuevo los valores de xi, x5
y x3 de esta ecuacién en diferencias. ;A qué valor se acerca ahora la
solucion?

(d) ;Es mejor el método de la casita que se ensena en secundaria o este
método para aproximar raices cuadradas?

Encuentra un ciclo de orden dos de la ecuacién

Lo o1
Tig1 = —=T; — Tr + =
t+1 2t t 9

y determina si es estable o inestable.

. Tiene ciclos de orden dos de la ecuacién

6
Tpp1 =0 — x_?
t

En caso afirmativo determina si es estable o inestable.
. Tiene ciclos de orden dos de la ecuacion
2
Tir1 = 4$t — l't?

En caso afirmativo determina si es estable o inestable.
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14.

15.

16.

17.

Resuelve las siguientes ecuaciones en diferencias de segundo orden:
(a) Yry2 = 6Y1 + 25y, =0, yo=1,41 =0.

b) Y2 =4 =0, yo=1, ;=1

¢) Wira — 6yrp1 + 259 =0, yo=1,41 = —1.

d) Yir2 — Y1 + 2y = 1.

€) Yrro — Y1 + 2y = — (3).

) Yir2 — 5Yip1 + 6y = 1+ ¢,

8) Yera +8yrr1 + 12y, = €.

(Slumdog millionaire) Considera el caso del concurso televisivo donde
ahora Jamal se ha preparado mejor y la probabilidad p de contestar
correctamente cada pregunta es de 0.5. Calcula la probabilidad de que
Jamal gane el total de 10 mil libras si lleva acumuladas 8 mil libras
y decide continuar jugando hasta obtener las 10 mil libras o perder
todo. Recuerda que en cada pregunta la suma acumulada aumenta o
disminuye en mil libras.

LQué tipo de soluciones se obtienen en el modelo de Samuelson de
ingreso nacional cuando los paramétros satisfacen ay = 17

En 1202 Leonardo de Pisa, mds conocido como Fibonacci, se pregunté
cudntos pares de conejos habrd después de un ano si se comienza con
una pareja recién nacida que al cabo de un mes alcanza la madurez
sexual. Ademads, cada pareja madura produce una nueva pareja cada
mes.

(a) Analiza cémo crece la poblacién de conejos durante los primeros 5
meses.

(b) Si F; denota al nimero total de parejas de conejos después de ¢
meses, observa que
Fy=F_1+F o

con fy =0y F; = 1. Encuentra la solucién de esta ecuacion de segundo
orden.

(c) Los numeros F; de esta sucesién se conocen como nimeros de Fi-
bonacci y sorprendentemente tienen muchas aplicaciones més alla de la
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cria de conejos. Calcula

18. Resuelve los siguientes sistemas de cuaciones en diferencias.

6 9
(a) Xyp1 = X, con Xy =
-1 0 1
1 -2
(b) Xt+l — Xt-
-2 2
3 -2
(C) XtJrl = Xt.
1 0
2 1 2
(d) X1 = X; +
1 1 4

19. Considera el sistema de ecuaciones homogéneo

a 0
Xt+1 - Xt.
0 a

Observa que como la matriz es diagonal los valores propios resultan
repetidos (iguales a a). Las férmulas del teorema 8 no pueden emplearse
ya que en este caso las entradas b y ¢ de la matriz son cero. Encuentra
la solucién general de este sistema.

20. Considera el modelo donde un trabajador puede vivir dos etapas: ser
trabajador activo o estar pensionado. Denotemos por z; al nimero de
trabajadores activos en el ano t y por y; al nimero de trabajadores
pensionados. La dindmica de estas poblaciones viene dada por

Ty = 1,02z
Yre1 = 0,02z, + 0,94y,

(a) Encuentra una férmula para z; y para y; si al inicio 2o = 20’000, 000
y 4o = 2’000, 000.
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21.

(b) Determina qué proporcién de los trabajadores estard en activo en

el largo plazo, esto es,
TN

TN+ YN’

para N grande.

Resuelve el modelo de comercio exterior entre dos naciones con a;; =
0,25, 12 = 0,2, a9o1 = 0,35, ag9 = 0,5, Z% = il =20 y Zt2 = i2 = 40.
Determina cémo evolucionardan y; y 2 en el largo plazo.







Capitulo 2

Programacién dinamica

El propdésito de los modelos que estudiamos en el capitulo anterior es de-
scribir algunos fenémenos dindmicos donde las variables estdan determinadas
por leyes expresadas por medio de ecuaciones en diferencias. Sin embar-
go, en muchos casos las variables que deseamos estudiar estdn determinadas
ademds por las acciones que toman algunos agentes. Nuestro objetivo es
ahora encontrar las acciones que debe seguir un agente a lo largo del tiempo
para alcanzar un fin especifico. Expresado de manera coloquial, en el capitu-
lo anterior fuimos observadores de los fenémenos econémicos, mientras que
en este capitulo tomaremos el rol de actores y evaluaremos cémo nuestras
decisiones inciden en la realidad econémica.

2.1. La historia de la cigarra y la hormiga

La fabula clédsica de la cigarra y la hormiga puede ser expresada en tér-
minos de qué decisién es mejor: el consumo o la inversién.

En 1928 Frank Ramsey [10] abordé este problema animado por Arthur

53
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Pigou y John Keynes. Cabe senalar que a pesar de que Ramsey murié poco
antes de cumplir los 27 anos, sus ideas son muy reconocidas tanto en las
matemadticas, como en la filosofia y la economia. En el modelo de ahorro
optimo que Ramsey desarroll6 k; representa el stock de capital y el ingreso
es determinado por una funcién de produccién f(k) con f/' >0y f” <0. El
ingreso se destina al consumo, a la inversién neta y a la reposicién del capital
depreciado, de forma que

ke = f((1 = 0)ki—1) — 1,
donde ¢ denota la tasa de depreciacién del capital.

Para determinar cémo se debe planear la inversién se introduce una fun-
cién de utilidad social u(c) y un factor de descuento 5. Como es usual se
supone que ' >0, u”" <0 y 0< < 1.

El problema consiste en encontrar la senda de consumo cg, ¢, ¢, ... que
maximice el consumo total a lo largo del tiempo

T
t
E Bu(cr)
t=0
sujeto a la restriccién

k’t = f((l — 5)]43,5_1) — C¢_1.

Observemos que si como la cigarra elegimos inicialmente niveles de consumo
co, C1, Co altos, entonces los niveles de stock de capital &y, ko, k3 empiezan
a decrecer provocando una caida en la produccién. Por otro lado, si actu-
amos como la hormiga y consumimos muy poco inicialmente, en un futuro
podremos consumir més, pero debido al factor de descuento estos consumos
altos en un futuro lejano inciden poco en la utilidad global.

La programacién dindmica es una de las herramientas matemadticas que
nos permiten encontrar soluciones a este tipo de situaciones. En un problema
de programacién dindmica se cuenta con dos tipos de variables:

variable de estado  zg, 71, T2, 73, ...

variable de control Ug, U1, U, U3, . . .

y una ley de movimiento o ecuacién de transiciéon

Ti41 = 9($t,Ut>t)-
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Se tiene ademds una funcién objetivo

Zf(xtv Ut, t)

que se desea maximizar con xy dado.

Observemos que una vez que se ha elegido la senda de la variable de
control ug, u1, ..., ur, la senda de la variable de estado estd completamente
determinada por la ecuacién de transicion, pues una vez que se tienen xg y
ug, el valor de la variable de estado x; estd dado por z1 = g(x¢, uo,0), y de
igual forma x; y u; determinan entonces el valor de la variable de estado x»,
etc. El problema de programacion dindmica consiste entonces en encontrar
los valores de la senda éptima de la variable de control ug, uq, us, ..., ur
que hacen que la suma sea méxima.

El Principio de Optimalidad de Bellman nos ayuda a encontrar la
solucion a estos problemas. Para ello se define primero la funcién de valor
Vi(z;) como el valor méximo que puede alcanzar la suma de los ultimos
periodos si en el periodo t nos encontrdramos en el punto x;, es decir,

T
Vi(z;) = max Zf(a:‘k,uk,k)
k=t

Uty..., UT

La ecuacion de Bellman establece una relaciéon de esta funcién de valor
en dos periodos contiguos:

Vi(ay) = fo [f (@, ue, t) + Viga (2441)]

donde ;11 = (@, uyg, t).

El siguiente resultado se obtiene derivando la ecuacién de Bellman con
respecto a u; y a x;. Observa que es necesario emplear el teorema de la
envolvente para calcular la derivada parcial con respecto a xy.
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Theorem 12 Si{ ug, u1,..., ur} y{ o, x1,..., xp} son solucion del prob-
lema de programacion dindmica

T
max Zf(xt, Uy, t)
=0

sujeto a xy11 = g(xy, ug, t), entonces parat =0,1,...,T — 1 se satisfacen
of dVis1 g
0 = — t — t
aut (xta Ug, ) + dl‘t+1 (xt+1) aut ('Tt? U, )
avy of AVi dg
— () = = t — t).
dﬂft (l‘t) 81} (J"ta Uy, ) + dxt+1 (xt+l) axt (':Ch Ug, )

A este par de ecuaciones se les llama las condiciones de primer orden,
y junto con la ecuacién de transicién nos ayudan a encontrar la solucion
Optima como a continuacién mostramos.

Example 13

Supongamos que deseamos maximizar

100 3
g (xy — uf), sujeto a xyy1 = th + uy, con xq dado.
t=0

Las condiciones de primer orden son

O — ) , 0G4+ uy)
0= 8ut + b1 8ut

V= O(xy — ul) , 0w+ w)

b Oy L 9x,

esto es,

0= —2Ut + V;l_,'_l

3
V=1 =
t + t+1y
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Presentamos ahora un procedimiento sencillo que da origen a una ecuaciéon
que no involucra a la funcién de valor. Despejemos primero V/ ;| de la primera
ecuacién y sustituyamos en la segunda para obtener

V! =1+ (3/2)uy.

Como esta ecuacién es vilida para cualquier ¢, al iterar un periodo vemos
que también es cierto que

Vi =14 (3/2)ues1.

Sustituyendo de nuevo en la primera ecuacién obtenemos 2u; = 14 (3/2)uy1,
que podemos expresar como

U1 = (4/3)uy — 2/3.

En esta ecuaciéon hemos logrado eliminar a la funcién de valor y es conocida
como la ecuacién de Euler y junto con la ecuacién de transiciéon da lugar
al siguiente sistema de ecuaciones en diferencias

ﬂft+1 = (3/4>ﬂft + Ut
Uty1 = (4/3>Ut - 2/3

La matriz asociada es
3/4 1

0 4/3

que por ser triangular tiene a Ay =3/4 y a Ay = 4/3 como valores propios.
Es facil obtener un par de vectores propios asociados a estos valores propios,

1 12
V1: y V2:

0 7
Para obtener una solucién particular resolvemos el sistema
(3/4) —1 1 0 —-1/4 1 0
0 (4/3)—112/3 0 1/3 [2/3
1 0|8
0 1|2



58 CAPIiTULO 2 PROGRAMACION DINAMICA

De acuerdo al capitulo anterior la solucién general del sistema toma la forma

z (3)t 1 . <4>t 12 . 8
=m| - n|= )
u 4 0 3 7 9

que reescribimos como

z; = m(3/4)" + 12n(4/3)" + 8
uy = Tn(4/3)" + 2.

Necesitamos dos condiciones para calcular las constantes m y n. Una condi-
cién es obviamente el valor inicial xy. Para obtener la otra condicién es
necesario considerar el periodo terminal 7" = 100. En este caso se tiene que

Vr(zr) = max(xp — u?,,)
up

se alcanza cuando up = 0. Las constantes estdn por tanto determinadas por
el sistema

m+12n+8 = xg
n(4/3)'° +2 = uypo =0

cuya solucion es

2. 3100
7. 4100
24 . 3100

Con estos valores podemos entonces conocer las sendas éptimas de la variable
de control y de la variable de estado.

Conviene recordar los pasos algebraicos que empleamos en el ejemplo
anterior para encontrar la ecuacién de Euler:

1. Despejar V/,;(x;41) de la primera ecuacién.

2. Sustituir en la segunda ecuacién.

3. Iterar.

4. Sustituir de nuevo en la primera ecuaciéon. Esta es la ecuacién de Euler.

En el siguiente ejemplo mostramos céomo llevar a cabo este proceso.
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Example 14

Consideremos el siguiente caso del modelo de Ramsey:

T
max Zﬁt In(c;) sujeto a ki = (1+ 1)k — ¢
t=0

Conviene primero distinguir entre la variable de estado y la de control.
La variable de estado es siempre la asociada a la ecuacién de transicion y es
en este caso k;. La variable de control corresponde entonces al consumo c¢;.
Ademss identificamos

by ki t) =B In(e) v gk, e, t) = (1 +7)k — ¢y

Las ecuaciones de Bellman son entonces

1
0 = Btc_t+ t,—i-l(kt+1)(_1)
Vi(k:) = 04+ V] (k1)1 +7)

Despejamos primero V;, ;(k:41) de la primera ecuacién:

1
V;:,+1(k’t+1) - Bt_a
Cy

sustituimos en la segunda para obtener

(1—1—70)‘

V/(ke) = '

El tercer paso consiste en iterar, esto es, adelantar un periodo la ecuacion

anterior: (1 )
+r
V;el+1(kt+1) = 5t+1—~

Ct41
Finalmente, al sustituir esta expresion en la primera ecuacion se llega a
0 — 6151 _ 5t+1(1 +7)

Ct Ct4+1

Y

que al simplificar nos da la ecuacién de Euler de este modelo

Cir1 = B4 7)ce.
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Las ecuaciones de transicién y de Euler conforman el siguiente sistema
lineal de ecuaciones en diferencias

kt—i—l = (]_ —|— T)kt — Ct
crr = Bl +71)e

La matriz asociada es
1+7r -1

0 B(l+r)

que por ser triangular de nuevo tiene a \y = 1 +r ya Ay = (14 r) como
valores propios. Es fécil obtener un par de vectores propios asociados a estos
valores propios,

de modo que la solucién general es
ky 1 -
=m(1l+r) +n(l+7r)p
Ct 0 (1 + T)(]_ — 5)
Para determinar los valores de las constantes m y n observamos que

V(kr) = méx 57 In(cp).

El valor méximo se alcanza cuando cr es a su vez mdxima. Como kr,; =
(1 4+ r)kr — ¢y > 0, se debe satisfacer ¢ = (1 + r)ky, esto es, ki1 = 0.
Las constantes que conforman las sendas 6ptimas de capital y consumo se
obtienen del sistema

m+n = k’o
m(1L+7) "+ n1 4+ )BT = k=0

esto es,
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Observemos que en este modelo el consumo crece o decrece dependiendo de la
relacién del factor de descuento con la tasa de retorno, esto es, si (14+7)5 > 16
(14+r)p <1

Es comtin que en problemas de carcter econémico intertemporales se em-
plee un factor de descuento para evaluar flujos o utilidad en diferentes pe-
riodos. Este tipo de problemas tiene una estructura particular que ahora
analizaremos. De manera general podemos expresar estos problemas como

T
max Zﬁtf(xt, u) sujeto a w411 = g(xy,u), xoy a7 dados.
t=0
Estos problemas son llamados estacionarios o auténomos debido a que las
funciones f(x¢, us) y g(x¢, us) no dependen del tiempo. La tinica dependencia
del tiempo en la suma a maximizar viene dada por el factor de descuento 5'.
La ecuacién de Bellman en este caso es

Vi(wy) = n}f}x 1B f (e, us) + Viga(2441)]

donde

Ut yeuey UWT

T
Vi(zy) = méx Zﬁkf(zk,uk)
k=t

es la funcién de valor. Al emplear el factor de descuento 5" en los términos
de la suma estamos comparando todos los pagos en el tiempo inicial ¢ = 0.
Otra alternativa consiste en llevar los diferentes pagos de la suma al tiempo
t en que inicia la suma. FEsta eleccién se le conoce como emplear tiempo
corriente. Si denotamos por V(1) a la funcién de valor 6ptimo en tiempo
corriente, entonces

T
Vi(xy) = max Zﬁk_tf(xk,uk)
k=t

Ut yeeey UT

de modo que ambas funciones de valor estdn relacionadas por
Vi(wy) = Btvt<xt)-

La ecuacién de Bellman en tiempo corriente es muy fdcil de establecer, ya
que sdlo es necesario ajustar el valor presente de la funcién de valor V;,; en
un periodo de tiempo (del periodo ¢ + 1 al periodo t) :

Vt(ﬂft) = HLE;%X [f(fl?t, ug) + 5Vt+1($t+1)] .
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Las condiciones de primer orden en tiempo corriente son por tanto

of dthrl dg

0 = —_— —_—
aut + B dl’t+1 8Ut

AV, _0f | dVisdy
dCCt 31}t dl’t+1 a[L’t

que en conjuncién con la ecuacién de transicién nos permite (tedricamente)
resolver los problemas de optimizaciéon dindmica. La ventaja de esta version
de la ecuacién de Bellman es que no involucra potencias de f3.

La ecuacién de Euler para problemas en tiempo corriente se obitene em-
pleando la misma estrategia mencionada anteriormente.

Example 15

Denotemos por z; al valor de los activos de un inversionista en el periodo
t y por u; a su consumo. Si el valor de la inversién en el periodo siguiente
viene dado por x;41 = a(xy — w;), con a > 1. La funcién de utilidad del
inversionista asociada a su consumo es u” y se tiene un factor de descuento
B. Supondremos como es usual que v y 3 son nimeros positivos menores que
uno. Se contempla un horizonte de inversién de 1" periodos y se desea que
el valor al final de este periodo se tenga un valor 21 dado, donde z7 < a®'x.
Asi, se busca

T
max E B, sujeto a x4 = a(z; —u), w9y wr dados.
=0

Las condiciones de primer orden en tiempo corriente son

e
Vi = 5GV;+1

Despejamos ﬁaV; = 'yuz_l y lo sustituimos en la segunda ecuacién para
obtener V, = 'yuz_l. Para el siguiente periodo de tiempo esta ecuacién es
Vig = ’yuttll. Debemos finalmente sustituir esta expresién de nuevo en la
primera ecuacién

y—1 _ 7 ~v—1
YUy = ﬂaVH_l = 5@7Ut+1 .
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Esta es la ecuacién de Euler asociada a este problema. Resulta conveniente
despejar u; 1 y expresarla como

Ut41 = HUyg,

1/(1=9)

donde la constante = (fa) . Tenemos ahora el sistema homogéneo

Ti41 = a(l’t — Ut)
U1 = MUy
Su matriz es
a —a
0 u
que tiene a a y p como valores propios. Podemos elegir entonces como

vectores propios a

1 a
y )
0 a—

respectivamente. La solucién general de este sistema es por tanto

Ty 1 a

I
3
IS
+
3

=

Uy 0 a— [
Las constantes se determinan empleando los valores xy y z7:

m-+an = xg

ma’ + am&T = x7

Al resolver este sistema se llega a que

MTZEO — T T — aTxo

pt N

n=—-—m——m.
—ar Y a(uT —al)
Con estos valores podemos establecer la senda de consumo éptima:
u = np'(a— p)

(a"zo — r)(p—a) ,
a(p’ —a") '
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Es natural esperar que estos valores siempre resulten positivos. Como

(h—a) _ 1
,uT _ GT ILLTil + ,LLTiQG 4+ .4 ILLU/T72 + aT*l

> 0,

entonces u; > 0 si y solo si
aTxO —xr > 0.
Esto sucede precisamente cuando
T < CZTQT().
Esta desigualdad no es sorprendente ya que a’x, representa el valor de la
inversion en el periodo final si no se hubiese consumido nada durante todo el

intervalo de tiempo de la inversién. Puesto que

(a’"lzo — wr/a)(p — a)

P >0

la senda 6ptima de consumo es decreciente precisamente cuando 4 < 1. De
hecho, es facil verificar que

p<le fa<l.

De este modo vemos que los consumos decrecen en el tiempo cuando el efecto
del factor de descuento es grande (8 pequeno) con respecto a la tasa de
retorno de la inversién.

2.2. Horizonte infinito

Los economistas estudian con frecuencia modelos de optimizaciéon donde
no hay un tiempo final especifico T. Suponen asi que los agentes son inmor-
tales y que sus decisiones continidan relevantes por los siglos de los siglos.
Esto tiene la ventaja de que no es necesario especificar una condicién termi-
nal una vez que el periodo final es alcanzado. Puesto que los supuestos de
los modelos dificimente contintian vigentes en el largo plazo, es conveniente
suponer que el impacto de las decisiones en el largo plazo sea muy pequeno. A
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continuacion presentamos algunas ideas que nos permiten resolver problemas
auténomos

[e.9]

max Zﬁtf(xt,ut) sujeto a x4 = g(xy,uy), xo dado.
=0

Un aspecto delicado de este tipo de problemas es que como ahora la suma es
infinita podrifa suceder que fuese divergente. Aqui no abordaremos el prob-
lema de la convergencia, pero la presencia del factor de descuento 0 < g < 1
juega un rol importante en la convergencia de la suma en un gran variedad
de problemas. Por ejemplo, si la funcién objetivo se mantiene acotada en
todo tiempo, esto es, |f(z,u;)| < M para todo tiempo t, es claro que la

serie -
> B f (e u)
t=0

serd convergnente para cualquier politica ug, w1, ug, ... que se elija.
Para cualquier tiempo s y para cualquier estado x, en ese periodo con-
sideraremos sucesiones

0s = (Us, Usi1, Ust,-- ).

Observemos que dados x, y 0, la ecuacion de transicién determina la evolu-
ci6én de la variable de estado (xg, 511, Tsi2,...) y por lo tanto se tiene una
funcién

:Csao-s Zﬁ f xtaut

Si denotamos de nuevo por V; a esta funcién descontada en tiempo corriente,
esto es,

.%'5,0'3 Zﬁt Sf xtaut

Se tiene de nuevo la relacién 55V, = V,. La funcién de valor en tiempo
corriente estd definida por

Vs(zs) = mé,XVS(:US, Os).

Os

Supongamos (U, Usy1, Ust2, - - -) €s la sucesién de controles que maximiza V.

Entonces estos controles determinan la senda 6éptima de estados (Ts, Tsi1, Tsi2, - -

)
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Vi(z) = méXZﬁt*Sf(mt,ut)

= f(x&as) + /Bf(%8+17a8+1) + 62f<58+27 as-i-2) + o

Si ahora consideramos otro tiempo k, y (ux, Ugy1, Uiz, ---) €S la correspon-
diente senda éptima

Vi(zg) = méxZﬁt_kf(xt,ut)
t=k

= flag, ) + Bf (T, Upr1) + B°f @iz, Upga) + - -

es evidente cuando partimos del mismo estado inicial, esto es, x, = x, las
dos sumas deben maximizarse en los mismos puntos, esto es,

(aka ak-‘rh ak—i—% .- ) = (657 ﬂs+17 ﬁs—‘r?’ e )
y por tanto, o o
VS<JJ> = Vk(lli)

En particular si denotamos por V() a Vo(z) = Vo(z), se tendrd que para
todo tiempo s se cumple B B
Vs(z) = V(x).

La ecuaciéon de Bellman en tiempo corriente para horizonte infinito y
problemas auténomos toma entonces la forma

Vi(zy) = H}jx [f (@, ue) + BV (244)]

donde 441 = g(x,us). Al igual que en el caso de horizonte finito las condi-
ciones de primer orden se obtienen derivando respecto a u; y a x; :

_ 9 99

0= ou, + BV <xt+1)8ut

ity - O g 99
Vi (zy) = oz, + BV <xt+1)8xt'

La segunda ecuacion es conocida como condicion de Benveniste-Scheinkman.
Veamos ahora cémo podemos emplear estas condiciones para obtener una
ecuacion de Euler y en teorfa describir las sendas 6ptimas de control y estado.
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Example 16

Consideremos el problema cldsico

mMax Zﬁt In(c)
=0
sujeto a ki1 = (1+ 1)k — ¢, ko dado.

Supondremos asimismo que k; se mantiene acotado. Es claro que el con-
sumo es la variable de control y el valor del activo es la variable de estado.
Las condiciones de primer orden son

1 _
0 = — = BV (k1)
Ct

VI(ki) = B+ 1)V (k).

Si despejamos V'(a;41) de la primera ecuacién y sustituimos en la segunda

se tiene (1 )
5 +r
V,(kft) — .

Ct

Como esto es valido en todo tiempo, tendremos que para el periodo siguiente

se satisface a )
— +r
V/(kt_;,_l) = .

Ct+1

Si sustituimos esta expresion en la primera ecuacién del sistema se llega a

1 B(l+r)

Ct Ct+1

que al despejar ¢;;1 produce la ecuacion de Euler:

cr1 = B4 7)ce.

Esta ecuacién coincide con la ecuacion de Euler del ejemplo 14, que es de
hecho el mismo modelo sélo que en horizonte finito. El sistema de ecuaciones
es idéntico y por lo tanto se tendra

o [ ) v
) 0 (14001 - 5)
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Una nueva dificultad que debemos sortear es que sélo tenemos una condicién
inicial (el valor kg) para determinar las constantes m y n. Recordemos que
supusimos que el valor de la inversién k; se mantiene acotado. En el largo
plazo,

Im(1+7)f| > [n(1+7)8,

asi que k; se mantiene acotado si y sélo si
m=0y B(l+r)<lL.

Por tanto,
ky = nﬂt(l +r),

y al evaluar en ¢ = 0 obtenemos que n = ky. Las sendas 6ptimas son entonces
ke =k (14+7)" y co=1+7r)(1 - Bk,

El siguiente modelo de consumo 6ptimo considera una funcién de produc-
cién es de tipo Cobb-Douglas. A pesar de que la ecuacién de Euler resultante
es no-lineal es posible con un poco de ingenio encontrar la solucién 6ptima.

Example 17

Ahora se requiere

max Zﬁt In(c;)
t=0
sujeto a ki1 = k' — ¢, ki acotado y kg dado.

Se tiene ademds, como es usual, que 0 < a <1 y 0 < g < 1. Las
condiciones de primer orden en tiempo corriente son ahora

0= l - 5W(kt+1)

Ct

Vi(k) = afV (kpy )kt

Para obtener la ecuacién de Euler despejamos V(. ;) de la primera ecuacién
y sustituimos en la segunda para obtener

— ako!

Vi(kt) =

Ct
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Como esta ecuacion es vdlida para todo t se tiene asimismo

o aka—l
V,(kt—I—l) = L17

Ct+1

que al sustituir de nuevo en la primera ecuacién nos permite deducir que

I Bk

Cy Ct41

Si multiplicamos por k;, 1 en ambos lados de la ecuacién vemos que la ecuacién
de Euler toma la forma N
kin Bk

Ct Ct+1
Después de emplear la ecuacién de transicién se tiene

ki — ¢ o Ofﬁktaﬂ

- ’

Cy Ct41

que podemos escribir como

1 afc af’

P _ Lk 1

Para transformar esta ecuacién en una lineal basta con sustituir al cociente
kg /¢, por la expresion p,. Asi, se tiene simplemente

1 1
My = ozﬁ'ut o

cuya solucion general es

1 N 1
=m .
M) T 1= aB
Observemos que la solucién estacionaria resulta inestable ya que
1
— >1,
Q@

sin embargo, apartarnos de ella nos llevarfa a soluciones que carecen de sen-
tido econémico. Si m fuese negativa, entonces la razén y, = kf*/c; tomaria
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valores negativos lo cual no es posible. Por otro lado, si m fuese positiva,
entonces p, = k{*/c; tenderfa a infinito y el consumo serfa entonces muy pe-
queno en relacién al ingreso. Esto tampoco es razonable si lo que deseamos
es maximizar el consumo a lo largo del tiempo. De esta forma vemos que
m = 0y, por tanto,
ﬁ 1

¢ l1—aB
Asi, la senda de consumo 6ptimo es

o = (1 —af)ki.

Finalizaremos esta secciéon presentando un modelo de Martin Weitzman
que es analizado de forma diferente por H. Lomeli y B. Rumbos en [5].

Example 18

Con la tnica inversién que hizo en su vida, la compra de un billete de
loteria, Avelino tuvo la fortuna de poder comprar un vinedo. La tnica pre-
ocupacién de Avelino consiste en cada vendimia decidir qué cantidad de su
cosecha dedica al consumo de las uvas y qué cantidad dedica a la produccion
de vino. Si u; y v; denotan las proporciones de uva y vino que Avelino desti-
na a consumir, debido al periodo de fermentacién del vino se debe satisfacer
vir1 = 1 —wg. A pesar de que gusta mucho del vino, las uvas frescas le
son indispensables para sobrellevar el malestar por el exceso en el consumo
del vino, asf que si le asignamos la misma satisfaccién a cada producto el
problema de Avelino consiste en

o
, /2 1/2 .
max g Btut/ vt/ sujeto a vy 1 = 1 —u, vy dado.
t=0

El vino es por tanto la variable de estado y la uva la de control. Las condi-
ciones de primer orden vienen dadas por

1/2
1)) _
0 =~ + AV (vn)(-1)
2uy
—/ u,}/Q —/
V ('Ut) = + BV (’l)t+1)(0).

2vt1/2
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Para obtener la ecuacion de Euler iteramos la segunda ecuacion para obtener

B
17 o M1
Vi) = —73
Vi1

y sustituimos en la primera ecuacién. De esta forma,

1/2 1/2

v, W
1/2 1/2°

2u, 2v,17

Al elevar al cuadrado llegamos a la siguiente expresiéon de la ecuacién de
Euler:

Ve ol
Ut Vi1 '
Para estudiar esta ecuacién conviene introducir la variable
Ut

He = —
'Ut’

ya que de esta forma la ecuaciéon de Euler se convierte en

1

Hip1 = 52_t

Esta es una ecuaciéon de primer orden no lineal, pero como es auténoma
podemos estudiarla por medio de su diagrama de fase. La funcién

1

3
s6lo tiene un punto fijo dado por p* = 1/5. Para estudiar su estabilidad
derivamos la funcién

g(p)

1
/
9= -7
32
Al evaluar la derivada en el punto fijo tenemos que ¢'(1/8) = —1, de modo

que no aplica entonces el criterio de estabilidad de las soluciones estacionar-
ias. El comportamiento de las soluciones resulta muy peculiar ya que

9(g(p)) =
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De aqui concluimos que todas las érbitas no-estacionarias son periédicas de
periodo dos. La siguiente figura muestra las 6rbitas no-estacionarias.

Viiedo de Avelino

Ho n M

. Cuales son entonces las proporciones de uva y vino que le dardn a Aveli-
no una mayor utilidad? Consideremos primero la solucién estacionaria. Ob-

servemos que en este caso
Ut 1

Uy p
Despejando u; de esta relacion y sustituyendo en la ecuacién de transicién se
llega a la ecuacion lineal en diferencias de primer orden

Ut
V41 = —— + 1.

B

Su solucién general es

o= e(-1/8) s

1+ (1/5)
B
= c(=1/B8) + ——.
(-8 + i
Como |—1/p| > 1 es claro que v; toma valores entre 0 y 1 sélo si ¢ = 0. Por
lo tanto,
g ; 1
v = U = vy = .
t 1+5 y U= pu 113

Asi, también permanecen fijas las proporciones u; y v;. Resulta curioso que
en esta solucién, la proporcién de uva es mayor que la de vino a pesar de



2.2 HORIZONTE INFINITO 73

que supusimos que la funcién de utilidad es simétrica con respecto a ambos
bienes. Esta asimetria se debe a que el vino tarda un periodo en producirse
y su consumo viene descontado por el factor §. Es claro que la solucién
estacionaria se da tinicamente en el caso especifico en que la dotacién inicial
de vino sea 3

Ug = ——.
1+
Para analizar el caso de las soluciones periédicas de orden dos empleamos
las mismas ideas. Observemos que ahora

[ S1t es par

My = 1 ) .
7. S t es 1mpar,
0
por lo que
[oU: Sites par
U =
% si t es impar.
0
Por tanto,
Vopr1 = 1 —ug = 1 — pguy
y

Uat+1
5
5 1o
Sustituyendo la expresién de v9 1 de la primera ecuacién en la segunda y
simplificando se obtiene

Uggyo = 1 —ug =1 —

Vot 52,% —1
—S
o4 B Ko

La solucién general de esta ecuacién lineal de primer orden es

1 )Qt g — 1
Voyr = m | — +
<52 (52 — D
De nuevo, como 0 < vy, < 1, la tnica posible solucién se da cuando m = 0,
esto es,

Voty2 =

py = D0 =1
(52 — Dpg
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En particular, v, satisface esta relacién. Despejando i, se tiene que

1
B2+ (1= 5%u

Ho =

De aquf es facil deducir que

_ 1 _ B2+ (1= *)vy
Bzﬂo 52 ‘

Ademis, como 0 < vy < 1 se tiene que

Hq

1 1
o A P -
asi como,
2 2 2
H1:5 +(1525)U0>%:1'

Esto implica que, al igual que en el caso estacionario, en todo periodo el
consumo de uva es superior al de vino. Los consumos 6ptimos de vino y uva
se repiten cada dos periodos produciendo sendas 6ptimas de consumo de la
forma

(UO7 V1, U2, U3, V4, ) - (UOa U1, Vo, V1, Vo, )

(UOJ Uy, U2, U3, Uyq, ) = (Uo, U1, Ug, U1, Uo, )

2.3. Adivinando la funcién de valor

En los ejemplos anteriores hemos mostrado cémo la ecuacion de Euler y
la ecuacién de transicién dan origen a un sistema de ecuaciones en diferencias
cuya solucion caracteriza a la senda de control 6ptimo. Desafortunadamente,
es poco comun que estos sistemas sean lineales por lo que su solucién requiere
en general de mucho trabajo e ingenio. Existe otro enfoque alternativo cuan-
do el sistema surgido de la ecuacion de Euler es més complicado. La idea es
considerar a las funciones de valor V() como incégnitas de la ecuacién de
Bellman. Una vez que se conocen las funciones de valor es posible determinar
las trayectorias 6ptimas sin necesidad de emplear la ecuacién de Euler. Una
forma sencilla de caracterizar estas funciones de valor consiste en proponer
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una forma general para las funciones de valor y usar el método de coeficientes
indeterminados. Consideremos de nuevo el ejemplo recién presentado:

max Zﬁt In(c;)
=0

sujeto a ki1 = ki' — ¢, ki acotado y ko dado.
La ecuacién de Bellman en tiempo corriente es

V (k) = max [In(cr) + BV (k)]

En general es dificil encontrar la forma general de la funcién de valor, pero
una regla sencilla que funciona con cierta frecuencia es tomar una forma
general asociada a la funcién de utilidad. En el caso que estamos estudiando
la funcién de utilidad es logaritmica y, por lo tanto, conviene suponer que la
funcién de valor es del tipo

V(k;) = A+ Bln(k;).
Si esto fuese correcto se debe satisfacer

A+ Bln(k) = V(k

t)
= max [ln (cr) + BV kt—&—l)}
In(¢;) + 6 (A + Bln(kiyq))]

In(¢;) + B (A+ Bln(kf — ¢1))] -

m&x |
Ct
= méx |

Derivamos ahora con respecto a ¢; para obtener

1 B
1 8

Ct kfé — Ct

de donde podemos expresar ¢; como

1
Ct_1+ﬁBk

«
t
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Sustituimos esta expresion en la ecuacion de Bellman

A+Bln(kt):1n<1+1ﬁB )—i—ﬁ(A—l—Bln(ka BB ))

i)+ (e (5

= ln(l—i—lﬁB) +aln(kt)—|—ﬁA+ﬁBln(

1+
= [ln(l_i_lﬁB)—i-ﬂA—i-ﬁBln( >]+oz 1+ B)In(k;)
= [BA+ 8BIn(SB) — (14 8B)In(1 —l—b’B )]+ a1+ BB)In(k).

) + BBaln(k,)

De esta desigualdad se desprende el sistema de ecuaciones

BA+ BBIn(BB) — (1+ BB)In(1+ BB) = A
a(l+pB) = B

cuya solucién viene dada por

«

1—ap

1 L (_af 1
_l—ﬁl—aﬁ{aﬁn<1—aﬁ)_n(l—aﬁ)}'

Podemos ahora describir la senda éptima de consumo es por tanto

1
= ka: 1—
T 11 5B" (

B =

af)k;
asf como la senda éptima de capital

ke = ki —c = Bk

2.4. Ejercicios

1. Encuentra la senda 6ptima de consumo para el siguiente problema:

2
max Zﬁt\/c_t sujeto a kyy1 = (1 + 1)k — ¢, ko dado.
=0
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2. Consideremos un sistema de pesos wq, wa, ..., wy con w; > 0 tales que
> w; = 1,y sea M un numero real positivo. Considera el siguiente
problema de optimizacién: encontrar nimeros positivos uy, us, ..., ur
tales que

min Y w;u? sujeto a > u; = M.

(a) Resuelve este problema empleando métodos de célculo.

(b) Este problema puede también ser resuelto por medio de pro-
gramacién dindmica. Para ello define

Tt = E U,

k=t
por lo que x;1 = M y 7,1 = 0. Asi, el problema equivale a
L 2
min Y w;u; sujeto a ;11 = Ty — Uy.
=1
Encuentra ahora la solucién empleando programacién dindmica.

3. Resuelve el problema
T
max Z(l —x? —2u?), w41 =2 —uy, x0 dado.
t=0

4. Encuentra la senda 6ptima de consumo para el siguiente problema:

T
max Zﬁt In(c;) sujeto a kg = (1 + 1)k — ¢y, ko dado.

t=0

5. En el siglo III de nuestra era Marco Flaminio Rufo, tribuno militar
de las legiones de Roma, emprendié la bisqueda de la Ciudad de los
Inmortales. Varios siglos después escribié:

El concepto del mundo como sistema de precisas compensaciones in-
fluyo vastamente en los Inmortales. En primer término, los hizo invul-
nerables a la piedad. He mencionado las antiguas canteras que rompian
los campos de la otra margen; un hombre se despend en la mds hon-
da; no podia lastimarse ni morir, pero lo abrasaba la sed; antes de que
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le arrojaran una cuerda pasaron setenta anos. Tampoco interesaba el
propio destino. El cuerpo no era mas que un sumiso animal domésti-
co y le bastaba, cada mes, la limosna de unas horas de sueno, de un
poco de agua y de una piltrafa de carne. Que nadie quiera rebajarnos
a ascetas. No hay placer mds complejo que el pensamiento y a él nos
entregdabamos. A veces, un estimulo extraordinario nos restituia al mun-
do fisico. Por ejemplo, aquella manana, el viejo goce elemental de la
lluvia. Esos lapsos eran rarisimos; todos los Inmortales eran capaces
de perfecta quietud; recuerdo alguno a quien jamds he visto de pie: un
pdjaro anidaba en su pecho.

(a) Ante esta descripcion de las necesidades y gustos de los inmor-
tales j consideras que tiene sentido que un consumidor inmortal obtenga
alguna satisfacciéon por continuar consumiendo eternamente? ;Cémo
justificar entonces los modelos con horizonte infinito?

(b) {Cual es la fuente esta cita?

. Encuentra la senda 6ptima de consumo para el siguiente problema:

max Zﬁt In(c;) sujeto a kypq = (147)(kt—ct), ko dado, (1+7)5 < 1.
t=0

. Encuentra la senda 6ptima de consumo para el siguiente problema:

max Zﬁt\/c_t sujeto a kyy1 = (14 7) (ki — ¢;), ko dado, (1 +7)5 < 1.

t=0

. Encuentra la senda 6ptima de consumo para el siguiente problema:

max Zﬁtcz sujeto a ki1 = (14 7r)(ky — ), ko dado, (1 +17)5 < 1.

t=0

. Considera el problema

o0
mMAax E BH(—0,507 — u?) sujeto a x441 = 7y + uy, 7o dado.
=0

Supén que la funcién de valor en tiempo corriente viene dada por
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(a) Encuentra una férmula para la funcién de valor en tiempo
corriente.

(b) Determina la sucesién 6ptima de controles ug, uy, us, . ..







Capitulo 3

Ecuaciones diferenciales

En los préximos capitulos consideraremos modelos donde las variables
evolucionan de manera continua a lo largo del tiempo. Hay una gran var-
iedad de técnicas que hacen de esta alternativa una forma muy eficiente para
analizar fenémenos econémicos.

3.1. Ecuaciones lineales de primer orden

Consideremos el mercado de un bien y denotemos por S(p) y D(p) a
sus funciones de oferta y demanda. FEl mecanismo de Walras supone que
cuando el mercado no esté en equilibrio el precio del bien se ajusta de acuerdo
a

p'(t) = a[D(p(t)) — S(p(t))]

donde o es una constante positiva. Para entender el significado de esta
ecuacién observemos que la diferencia D(p(t)) — S(p(t)) es el exceso de de-
manda y, como « > 0, se tiene que el signo de p/(t) es igual al signo del
exceso de demanda. Asi, cuando el exceso de demanda es positivo el precio
del bien aumentard, mientras que cuando el exceso de demanda es negativo
el precio del bien disminuird. Si suponemos ademds que las funciones de
oferta y demanda son lineales, digamos que

S(p) =mp—>b Yy D(P) = by — map,

entonces la ecuacién anterior se reduce a
p'(t) = a[(by + b)) — (mq + ma)p(t)] .

81
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Esta es una ecuacién diferencial. Su solucién consiste de una funcién difer-
enciable p(t) cuya derivada satisfaga esta relacion.
A las ecuaciones diferenciales de la forma

y(t) +ay(t) =b

donde a y b son constantes se les conoce como ecuaciones diferenciales
lineales de primer orden con coeficientes constantes. A menudo la
dependencia de la variable ¢ se da por un hecho y sélo se escribe

y +ay=>b

para referirnos a la ecuacién anterior. Para resolver estas ecuaciones ree-

scribimos la ecuacion como )

Y

=1
b— ay

e integramos con respecto a t :

y/
dt = [ dt.
/ b—ay /

Como en realidad y depende de t se tiene que dy = y'dt y la ecuacién anterior

equivale a
dy
= [ dt.
/ b—ay /

La integral del lado izquierdo se obtiene facilmente mediante la sustitucion
u = b — ay, asi que deben existir dos constantes de integracién k; y ky tales
que

1
——In|b—ay|+ k1 =t + ko.
a
De aqui se obtiene

In|b—ay| = —at + —a(ks — k1)
= —Clt+]€3

donde simplemente hemos expresado a la constante —a(ks — k1) como kj.
Para despejar y conviene aplicar primero la funcién exponencial

b—ay| = e(—at+ks)
= efsem,
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Asi que y esta dada por

b
y=ce ™+ -
a

donde
e fa si b—ay <0

—eksfa si b —ay > 0.

A primera vista parece un poco extrano el manejo de las constantes, sin
embargo esta simplificaciéon resulta muy conveniente y en las aplicaciones
s6lo hay que determinar el valor de ¢ asociado al valor de la funcién y en un
tiempo inicial 3. En resumen, tenemos el siguiente resultado:

Theorem 19 La solucion general de la ecuacion lineal de primer orden con
coeficientes constantes iy’ + ay = b es

b
t — —at _
y(t) = ce™™ + o

donde ¢ depende de condiciones iniciales.

Se tiene en realidad no una solucién, sino toda una familia de soluciones,
una para cada valor de la constante c. Cuando no tenemos asignado un valor
especifico a la constante hablamos de la solucién general, mientras que se
denomina solucién particular a la solucién asociada a un valor especifico
de c.

La ecuacién homogénea corresponde al caso b = 0, esto es, 3/ +ay = 0.
Esta ecuacién aparece en modelos de crecimiento exponencial (Malthusianos)
cuando a < 0, asi como en fenomenos de desintegracion radioactiva (a > 0).

Veamos ahora que con la ayuda del teorema anterior es muy sencillo
encontrar las soluciones de este tipo de ecuaciones.

Example 20

(a) ¥’ =4y — 12, y(0) = 4.
De acuerdo al teorema

b
y(t) = ce™ — = =ce +3
a
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y si sustituimos el valor de ¢ = 0 e igualamos a la condicién inicial vemos que

y(0) = ce’ +3
=c+3
=4

de donde se tiene ¢ = 1 y, por tanto, y(t) = e + 3.
(b) y' = —4y + 12, y(0) = 4.
Si procedemos como en el ejemplo anterior se llega ahora a y(t) = e 4 +3.

Consideremos de nuevo a la ecuacion iy’ = —4y+12. Todas las soluciones
son de la forma

y(t) = ce ™ + 3,

donde la constante c estd determinada por condiciones iniciales. De hecho,
c=y(0) — 3. Asi, la gréfica de todas las soluciones es una familia de curvas
decrecientes cuando y(0) > 3 y una familia de curvas crecientes cuando
y(0) < 3. Cuando y(0) es precisamente 3, entonces ¢ = 0 y la solucién es
simplemente y(t) = 3. Esta es la solucién estacionaria o solucién de
equilibrio. La siguiente figura muestra algunas de estas soluciones.

02 04 06
t

Si ahora consideramos la famila de soluciones de la ecuacion y' = 4y — 12,
entonces la figura correspondiente se ve como sigue.
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Fa

.
BN

04 02 0 02 04 \
14 t

Hay un aspecto muy interesante que conviene senalar en cuanto a es-
tos dos casos. En el primer caso, vemos que cuando la condicién inicial es
diferente del valor de la solucién estacionaria, la solucién tiende a la solucién
estacionaria en el largo plazo. Se dice en este caso que la solucién estacionaria
es estable. Por otro lado, en el segundo caso si consideramos alguna solucién
cuya condicién inicial sea cercana a la condicién estacionaria, al principio no
diferird mucho de la solucién estacionaria, pero en el largo plazo se apartard
de ella. A este tipo de soluciones estacionarias se les llama inestables.

La ecuacién asociada al mecanismo de Walras es

P(t) = a[(by + b2) — (m1 +ma)p(t)]
por lo que el precio debe evolucionar de acuerdo a

~a(mitma) | b1 b2

t) = ce
y(1) epp—

y como —a(my + ms) < 0 se tiene que la solucién estacionaria

es estable. De hecho, la solucién estacionaria es precisamente el precio de
equilibrio del mercado y el mecanismo de Walras garantiza que cuando el
mercado no estd en equilibrio, entonces el precio tenderd a aproximarse al
precio de equilibrio.
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Example 21 CSI: Neza York

La detective Sara Sidle debe ayudar a la DEA a determinar la hora del
asesinato del lider del cartel de Neza York. El cuerpo fue encontrado a las 10
de la manana en el cuarto de un hotel. Sara observé inmediatamente que la
temperatura del caddver habia descendido a 27°, mientras que la temperatura
de la habitacién se habfa mantenido constante en 23°. Sara sabe que la
temperatura 7'(t) de un objeto se rige por la Ley de Enfriamiento de Newton
que establece que la tasa de cambio en la temperatura es proporcional a la
diferencia de la temperatura entre el objeto y el medio ambiente, esto es,

T = —k(T —T,),

donde T, representa la temperatura del medio ambiente y k£ es una constante
positiva que depende de propiedades fisicas del objeto, asi como de carac-
terfsticas del medio ambiente. Esta ecuacién diferencial se puede escribir
como

T + kt = kT,
cuya solucién, cuando T, es constante, es T'(t) = ce ™ + T,. En pruebas
de laboratorio con condiciones semejantes Sara sabe que la temperatura del
cuerpo humano desciende de 37 a 32 grados en 4 horas. Esto da origen a dos
ecuaciones,
T(0) = c+23=37
T(4) = ce™ +23 =32.

que nos permiten determinar los pardmetros ¢ = 14 y k = 0,11. Asi, la
temperatura del caddver se enfria de acuerdo a

T(t) = 14e %M 4 23,
que alcanza los 27 grados cuando
14”01 423 = 27.

Al despejar t de esta ecuacién se obtiene que t = 11,39, que le permite a Sara
estimar que el capo fallecié 11 horas y 23 minutos horas antes de las 10 de
la manana, esto es, como a las 10:37 de la noche.
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Consideremos el modelo de ingreso nacional donde
()Y =C+1, (i1) [ =kC" y (iii) C =aY + b,

donde k, a y b son constantes positivas y ademés a < 1. La primera ecuacion
simplemente descompone al ingreso en consumo e inversién. La segunda
senala que la inversion es proporcional a la tasa de cambio del consumo y en
la 1dltima ecuacién podemos identificar al pardmetro a como la propensiéon
marginal al consumo. Dado que los tres supuestos involucran a consumo es
conveniente expresar la primera ecuacion en términos de él:

C +kC" = (1/a)(C — b)

que equivale a

a—1 b
C=——.
ak ak

Por el teorema anterior sabemos que debe existir una constante m tal que

b

1—a

C' +

C(t) = me &t +

Una vez que tenemos identificado al consumo podemos determinar al ingreso
y a la inversion, ya que

Y(t) =

Q
—~
~+
~—
|
&=

I
S ERE i
9]
+
|
|

Observemos ahora que como

ak

el ingreso y el consumo serén crecientes cuando la constante m > 0. Esto
sucede precisamente cuando el valor inicial del ingreso Y (0) = Y; es mayor
que la solucién estacionaria b/(1 — a).

Analicemos ahora el modelo de crecimiento econémico para un pais en
vias de desarrollo donde se satisfacen los siguientes tres supuestos:
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(i) Y(t) = oK(t), (1) K'(t) =aY (t)+ H(t) y (itd) N'(t) = pN(t).

La primera ecuacién considera una funcién de produccién lineal con un tinico
factor de produccién, el capital. A la constante o se le conoce como produc-
tividad media del capital. En la segunda ecuacién a representa la tasa
de ahorro y nos descompone el crecimiento de capital en el ahorro interno
aY (t) més la inversién extranjera H(t). La tltima ecuacién senala que la
poblacién N (t) crece a una tasa constante p. Si sustituimos oK (t) por el
ingreso en la segunda ecuacién se obtiene la ecuacion lineal de primer orden

K'(t) — acK(t) = H(1).

Esta ecuacién difiere de la que estudiamos previamente en que el término
no-homogéneo H(t) no es constante. Es facil ver que el mismo argumento
que empleamos para las ecuaciones en diferencias lineales no-homogéneas se
aplica para las ecuaciones diferenciales de modo que también se tiene que la
solucién general de la ecuacién diferencial se puede expresar como la suma
de la solucién general de la ecuacién homogénea mas una solucién particular.
Msés aun, podemos emplear el método de los coeficientes indeterminados para
encontrar soluciones particulares cuando el término no-homogéneo es sencillo.

En el siguiente ejemplo aplicamos estas ideas a un par de casos de funciones
H(t).

Example 22

(a) Supongamos primero que la nacién en vias de desarrollo recibe un flujo
de capital extranjero H(t) = mt+ b, de manera que la ecuacién a estudiar es

K'(t) — acK(t) = mt + .

Proponemos una solucién particular de la forma K,(t) = At + B. Esta
solucién debe satisfacer por tanto

mt+b = K (t) — acK,(t)
A — ao(At + B)
= —Aaot+ (A — Bao).
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La tnica forma en que se satisfaga esta ecuacién para todo valor ¢ es que

—Aaoc = m
A — Bao = b,
de donde se obtiene que
b
ao a?o?  ao

por lo que la solucién particular encontrada es

m m b
K= (e )

La solucién general de la ecuacion es entonces

A partir de la ecuacién Y (t) = o K (t) es inmediato obtener una férmula para
el ingreso:

b
Y(t) = coe®" — (@t + % + —> :
a  o?c o«

Estudiemos ahora el ingreso per cédpita
Y(t)
t) = —=.
y(t) N(t)

Del ultimo supuesto del modelo tenemos que N(t) = Nge. En el largo
plazo, el ingreso per cédpita viene dado por

b
i coe®t — (%t + 5=+ E) _ m coet
t—o0 Noept t—00 NOept
— lim Ee(w*p)t_
t—o0 0

Distinguimos tres casos dependiendo de la relacién entre el crecimiento econémi-
co y el crecimiento de la poblacién: si o > p el ingreso per cdpita crece
indefinidamente, si aoc < p entonces el ingreso per cédpita tiende a cero,
mientras que si aoc = p el ingreso per cédpita tiende a estabilizarse en un
valor fijo.
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(b) Como segundo ejemplo analicemos ahora el caso en que la inversion
extranjera crece exponencialmente: H(t) = Hyet asi que se tiene ahora la
ecuacién

K'(t) — acK(t) = Hoe.

Resulta natural proponer una solucién particular del tipo Ae#t. Al sustituir
esta expresion en la ecuacién se tiene

Apett — acAett = Hyet
que al dividir por e#* se reduce a
Ap —acA = H,
de donde vemos inmediatamente que

Hy
pU—ao’

A=

y por tanto, el capital viene dado por

Hy

e Y
n— oo

K(t) = ce™" +

Cuando la solucién particular propuesta falla se recomienda multiplicar
ésta por t. Por ejemplo, para la ecuacién i’ —2y = 3e* es razonable considerar
una solucién particular del tipo y,(t) = Ae*. Sin embargo, al sustituir en la
ecuacién se tendria

246 — 246 = 3,

que no tiene solucién ya que el lado izquierdo de la ecuacién es igual a cero.
Consideramos entonces y,(t) = Ate*. Se debe satisfacer ahora

(Ae® + 2Ate?) — 2Ate* = 3e*.

Al cancelar los términos del lado izquierdo se llega a Ae* = 3¢, por lo que
A debe ser igual a 3. La solucién general de i/ — 2y = 3e* es por lo tanto
y = ce* + 3te?.



3.2 ECUACION DE BERNOULLI 91

3.2. Ecuacion de Bernoulli

Los primeros casos de Sida en México fueron diagnosticados a partir de
1983. Si bien en ese entonces el nimero de enfermos era pequeno, su tasa
de crecimiento era muy elevada. De hecho, entre 1983 y 1987 el niimero de
diagnésticos mas o menos se duplicaba cada ano. De haber continuado a
este ritmo después de 20 anos el nimero de enfermos diagnosticado hubiese
alcanzado el total de la poblacién del pafs. Existen modelos epidemiolégicos
que explican cémo se dispersa una enfermedad y aqui presentaremos algunas
ideas sencillas de un modelo de crecimiento limitado. El modelo de crec-
imiento exponencial corresponde a una ecuacién de la forma

P =aP

que significa que el crecimiento de la poblacién de enfermos es proporcional
al nimero de enfermos. Este supuesto no contempla que no todas las per-
sonas estan sujetas al mismo riesgo de contraer la enfermedad. En algunas
enfermedades es posible determinar una poblacién de alto riesgo de tal forma
que el nimero de contagios es a su vez proporcional a los individuos de esta
poblacién de alto riesgo no contaminados. Esto significa que al disminuir
el nimero de individuos sanos de la poblacién de alto riesgo disminuye a su
vez la tasa de contagio. Si denotamos por /N al total de los individuos de la
poblacién de alto riesgo, entonces en la ecuaciéon

P =aP(N — P)

se contempla que la tasa de crecimiento depende tanto del nimero de enfer-
mos como del nimero de individuos sanos en riesgo de contraer la enfermedad.
Como se trata de modelar el crecimiento de la poblacién enferma debemos
tomar o > 0.

Esta ecuacion diferencial se conoce como ecuacién de crecimiento
logistico y puede ser expresada como

P —aNP = —aP?

y resulta no-lineal. Fue estudiada por primera vez por Jakob Bernoulli en
1697 para modelar la epidemia de viruela en Europa. Existe afortunadamente
un truco sencillo que nos permitird encontrar su solucién. De forma mas
general consideremos ecuaciones del tipo

Y +ay =y"b(t)
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llamadas ecuaciones de Bernoulli. Si dividimos por 3" la ecuacién toma
la forma
y~"yY +ay' T =0(t).

Si z(t) = y*~™(t), entonces 2/'(t) = (1 —m)y~"(t)y'(t). Asi, si multiplicamos
la ecuacién anterior por 1 — m obtenemos la ecuacién lineal

2+ (1—=m)az = (1 —m)b(t)

que podemos resolver. Un vez que se conoce la funcién z es fécil obtener la
funcién y que buscamos.

Example 23

Resolvamos la ecuacién 3’ — y = ty° con condicién inicial y(0) = 1.
Apliquemos el truco: dividir por % para obtener
y oy -yt =t
4

y por tanto sustituimos z = y~*.
camos por —4 y obtenemos

Como 2’ = —4y~°y’ simplemente multipli-

2 4+ 4z = —4¢t.

Busquemos ahora una solucién particular de esta ecuacién lineal. Puesto
que el término no-homogéneo es un polinomio de primer grado es razonable
considerar una solucién de la forma At + B. Al sustituir en la ecuacién se
debe tener

A+ 4(At+ B) = —4t

cuya solucién es A = —1 y B = 1/4. La solucién general de la ecuacién
lineal es por tanto
z=ce M —t+1/4.

Pero como z = y~* se tiene

1 1

Y= = :
z1/4 (ce=4t —t + 1/4)1/4

A partir de
1
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es posible ver que ¢ = 3/4. La solucién es entonces

1
((3/4)e=4 — ¢ 4+ 1/4)*

y:

Retomemos nuestro modelo de la epidemia del sida en México. Al dividir
la, ecuacién logfstica por P? se tiene

P2pP —aNP!'=—qa

por lo que debemos emplear la sustitucién z = P~!. Un cambio de signo en
la ecuacién produce

7 +aNz=q.

., . . . . _aNt
Como esta ecuacién tiene coeficientes constantes es inmediato que z = ce +

1/N, y por tanto,
1

Plt) = ———.
*) ce=M +1/N

La constante ¢ puede determinarse a partir de el nimero de enfermos P, en
t = 0. De hecho, es facil ver que

1 1
c=—=— —.

P N

Dado que 0 < Py < N entonces la constante c¢ resulta positiva. Se tiene

entonces que

aNce Nt

(ce=*™ +1/N)

P'(t) = 5 >0,

de modo que la funcién es estrictamente creciente. Como ademds

1 1
lim —— =0y lm———— =N
R L 1N Y imce M 4 /N

se tiene una una grifica en forma de la letra ’s’. La siguiente figura muestra
compara los datos de la Secretarfa de Salud con los obtenidos por medio de
un modelo logistico.
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En ambas curvas se puede observar cémo al inicio de la epidemia la en-
fermedad avanza de manera exponencial, pero a medida que la poblacién de
alto riesgo no infectada empieza a decrecer la tasa de crecimeinto se reduce.

3.3. Ecuaciones auténomas

Hasta ahora s6lo hemos desarrollado métodos para resolver ecuaciones lin-
eales de primer orden y los hemos extendido para poder resolver la ecuacion
de Bernoulli. Una ecuacién diferencial de primer orden general puede expre-
sarse como

y = f(y,t)

donde el lado derecho de la ecuacién es una expresién algebraica que especifica
c6mo cambia la funcién y(t) dependiendo de los valores de y y t. Por ejemplo,
las dos tltimas ecuaciones que analizamos son

y =y+ty" vy P'=aNP — aP?

Se dice que la ecuacién es auténoma cuando la expresion del lado derecho
s6lo depende del valor de la funcién y, esto es, ¥ = f(y). Asi, de este par
de ejemplos sélo la ecuacién logistica resulta ser auténoma.

Cuando una ecuacién es auténoma es posible estudiar su comportamiento
cualitativamente a través de su diagrama de fase. Consideremos por ejem-
plo la ecuacién ' = y? — 4y + 3. Observemos que si en algtin momento t, se
tiene que y'(to) = y(to)* — 4y(to) + 3 > 0, entonces la funcién serd creciente,
mientras que si 3/ (tg) = y(to)? — 4y(to) + 3 < 0 entonces la funcién decrecers.
Asi, a partir de la gréfica de y? — 4y + 3 podemos determinar cé6mo evoluciona
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la variable y. El diagrama de fase consiste entonces en graficar la expresion
y* — 4y + 3 y observar que la funcién y(t) crecerd cuando y(t) < 16 y(t) > 3
y decrecerd si 1 < y(t) < 3.

Los valores y = 1 y y = 3 donde la gréfica cruza al eje horizontal corre-
sponden a las soluciones estacionarias. Resulta entonces evidente que y = 1
es una solucion estable, mientras que y = 3 es inestable. Observemos que
aun cuando no conocemos la expresion analitica de y(t), si conocemos sus
propiedades a largo plazo, ya que por ejemplo si y(0) = 2,9, entonces y(t)
decrecerd y tenderd al valor 1.

La figura anterior sugiere el siguiente criterio para la estabilidad de solu-
ciones estacionarias de ecuaciones auténomas.

Theorem 24 Si f(y*) =0, entonces y* es una solucion estacionaria estable
de la ecuacion diferencial auténoma y' = f(y) si f'(y*) < 0. En caso de que
f'(y*) > 0 se tratard de una solucion estacionaria inestable.

Este resultado es a la vez muy 1itil y muy sencillo de aplicar. Para ilus-
trarlo consideremos la ecuacién logistica P’ = a NP — aP%.  Esta ecuacién
tiene dos soluciones estacionarias: P, = 0 y P, = N. La derivada respecto
a Pde f(P)=aNP —aP?es f'(P) =aN — 2aP. Como f'(0)=aN >0
resulta que P, = 0 es un equilibrio inestable. Por otro lado, P, = N es
estable ya que f'(N) = —aN < 0. Ademds, si 0 < P(0) < N se tiene que
en el largo plazo P(t) se acercard a N.

Veamos ahora cémo estas ideas pueden ayudarnos a analizar el mode-
lo de crecimiento de Solow [12]. En este modelo se tiene una funcién



96 CAPI{TULO 3 ECUACIONES DIFERENCIALES

de produccién Y = Q(K, L) que es homogénea lineal, es decir, se tienen
rendimientos constantes a escala. Esta funciéon de produccion satisface las
condiciones usuales

Qr >0, Qr>0, Qrrx <0, Qrr <0y Qxr >0.

Requeriremos asimsimo que la funcién de produccién satisfaga

QO,L)=0 y Qx(0,1)>> 0.

La primer condicién senala que sin capital no hay produccién. En la segunda
condicién estamos suponiendo que el producto marginal del capital es sufi-
cientemente alto como para que tenga sentido para que se aporte capital para
iniciar la actividad econémica. En breve seremos méds especificos respecto a
esta hipdtesis.

Se supone ademds que la fuerza laboral crece a una tasa proporcional A,
es decir, L' = AL. Si S e I denotan al ahorro y la inversién supondremos
asimismo que

S=3sY y I =K +/K.

Vemos entonces que s es la proporcién marginal al ahorro y 0 es la tasa
de depreciacién del capital. Asi, K’ representa la inversién neta, ya que es
aquella que no se destina a reponer el capital depreciado. Finalmente se
introducen las variables

Y K

= — k‘:—
y=1 7 I

que representan el producto per cdpita y el capital per cdpita. Vamos a
emplear el hecho de que la funcién de producciéon es homogénea lineal para
expresar el producto per cdpita como

v=1 =2 =0 (47) - ety = w),

Esta funcién f(k) satisface
f(0)=Q(0,1) =0, f'(k)=Qx(k.1)>0y f'(k)=Qxx(k,1)<O0.

Supondremos ademds que

71(0) = Qu(0,1) > (54 A)/s.
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Bajo condiciones de equilibrio se tiene que I = S, de donde se llega a
K' + 0K = sY,

que reescribimos como
K' =sY — /K.

Si ahora dividimos la ecuacién entre K y ademads el primer término del lado
derecho lo multiplicamos y dividimos por L obtenemos

K YL _ sfk)
A L

Por otro lado,

K¥o(K/Ly  HESEE LK KL KU
Lk  K/L K KL K L

Como ademsds se tiene L' = AL, podemos expresar

KK
LY
X

Al igualar las dos expresiones para K’/K tenemos

Eoa= R s

k k

que al despejar k' produce la ecuacién auténoma
K =sf(k)— A+ )k

Podemos estudiar esta ecuacién por medio de su diagrama de fase. Para
ello es conveniente primero graficar por separado a sf(k) y (A + 0)k. Ya
habiamos observado que f(0) = 0, que f es creciente y céncava. Como
ademds f'(0) > (6 + \)/s se tiene que sf(k) crece més rapido que (A + )k
para valores de k cercanos a 0. La siguiente figura muestra la forma general
de ambas funciones.
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sifk

Ahora resulta muy sencillo dibujar el diagrama de fase de la ecuacién
K =sf(k)—(A+0)k:

K k\

La ecuacién k' = sf (k) —(A+3d)k tiene entonces dos soluciones estacionar-
ias: k =0y k = k*. La primera es inestable, pero la segunda es estable. Por
lo tanto en el largo plazo se tiene que el capital per cépita k(t) converge a k*.

Puesto que el ingreso per cdpita estd relacionado con el capital per cédpita
por y = f(k) es claro que por la continuidad de f se tiene que y(t) converge

a f(k*).

Example 25

Consideremos el caso de una funcién de produccién Cobb-Douglas lineal
Q(K,L) = AK“L'™ donde 0 < o < 1. Con esta funcién de produccién se
tiene que f(k) = Q(k,1) = Ak*. El capital per cdpita satisface entonces la
ecuacién

K+ (A +0)k = sAk®
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que resulta ser de tipo Bernoulli. Procedemos dividiendo por k£ para obtener
EOK + (A4 0)k' ™ = sA,
que después de sustituir z = k!~ se reduce a
Z4+(1—a)A+0)z=(1—a)s4,

cuya solucion general es

sA

2(t) = ce M + s

donde 1 = (1 — a)(A +0) > 0. Podemos ahora obtener una expresién para
el capital per cédpita:

sA )1/(1a)

= —ht
E(t) <ce + 1o

En el largo plazo el capital per cdpita tiende a

) ) sA 1/(1—«)
K= Jim k() = (/\+5>

y el ingreso per cédpita a

sA 1/(1—a) sA a/(l—a)
*= limy(t) = =A :
y'= fmy(h) =/ <>\+6) (/\+5>

Cuando se emplea el diagrama de fase para estudiar el comportamiento
de una variable se pierde informacién de qué tan réapido esta variable crece
o decrece. Cuando es posible encontrar una solucién analitica explicita para
la ecuacién auténoma podemos comparar el comportamiento real de la vari-
able con la prediccién cualitativa del diagrama de fase. Para ilustrar esto
consideremos la ecuacién logistica

P =aP(N — P)

cuya solucion viene dada por
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Recordemos que la constante ¢ depende de condiciones iniciales. De he-
cho, vimos que
1 1

C _—

P N

donde Py = P(0). Por tanto, ¢ resulta positiva unicamente si 0 < Py < N que
es una condicién razonable si estamos modelando una epidemia. Sin embargo,
la ecuacién diferencial tiene soluciones con ¢ negativa cuando Fy > N y
cuando Py < 0. Observemos ademds que independientemente del valor de ¢
se tiene

1 1
lfm P(t) = If = =N
Jim P(t) e 1 1/N 0+ 1/N

Sin embargo, el diagrama de fase predice que si Py < 0 entonces P(t) decrece.

., Cémo puede entonces alcanzar N que es positivo? En la siguiente figura
presentamos las graficas de tres soluciones de la ecuacién logistica con a =
1/2 y N = 4. Cada solucién corresponde a los diferentes valores iniciales
Py=1, 6y —1. Observemos que la gréfica de la solucién asociada a Py = —1
decrece muy rdpidamente y ’alcanza’ —oo muy rapidamente ya que tiene una
asintota vertical. Al continuar la grafica de esta funcién después de la asintota
vemos que vuelve a ser decreciente y su limite cuando ¢ tiende a infinito es N
como lo habiamos observado. Asi, la aparente contradiccién puede explicarse
porque para ciertos valores de ¢ la solucién P(t) no es continua en todos los
nimeros reales.
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3.4. Ecuaciones separables

Es comun en aplicaciones encontrarnos con ecuaciones ' = F'(y,t) donde
la funcién F' se puede separar como el producto de dos funciones, una de las
cuales depende sélo de y y la otra depende sélo de t, esto es, ¢y = f(y)g(t).
Este tipo de ecuaciones se conocen como ecuaciones separables. He aqui
algunos ejemplos de esta clase de ecuaciones:

, ;o eVT1 4412

V=55 V="pps Y y' =Ty* — 4y +8.
Al observar con detenimiento el segundo ejemplo nos damos cuenta que en
ocasiones es necesario reescribir la ecuacion para que sea claro que se trata
de una ecuacién separable. Del 1ltimo de estos ejemplos podemos concluir
que las ecuaciones auténomas representan una clase especial de ecuaciones
separables, aquellas para las cuales g(t) = 1.

Veamos ahora como podemos generalizar el procedimiento que empleamos
para encontrar las solucién general de la ecuacién lineal con coeficientes
constantes para estudiar ecuaciones separables. Consideremos una ecuaciéon
y' = f(y)g(t) y escribdmosla de la forma

Integrando con respecto a t de ambos lados se tiene

/ %y)dt: / o(B)dt.
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Como y es una funcién de t se tiene dy = y/dt, asi que

Ay

)~ / g(t)dt.

A partir de esta ecuacion es posible encontrar explicitamente a y siempre y
cuando seamos capaces de realizar tres tareas no triviales: resolver cada una
de las dos integrales y despejar y de la ecuacion resultante. A pesar de estas
dificultades el método es bastante ttil.

Un cambio de notacién nos permite llegar a esta ecuacién de manera in-
mediata sin necesidad de memorizarla. Escribimos la ecuacién y' = f(y)g(t)
como 4

d—? = f(y)g(t)
y consideramos el simbolo dy/dt como un cociente. Separamos las variables
colocando las y’s del lado izquierdo y las t“s del lado derecho de modo que

dy
Y — gty
f(y)
Al integrar esta ecuacién nos encontramos de nuevo con

Ay

)~ / g(t)d.

Example 26
Para resolver la ecuacién ;
L _
y - 3y2
con y(1) = 2 la reescribimos primero como
dy 1
dt  3y?

y separamos las variables de tal forma que

3y2dy = tdt.

/ 3y dy = / tdt

Integramos ahora la ecuacién
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para obtener
t2
yY==+c
2 7

donde las constantes de integracién las agrupamos del lado derecho como c.
Al elevar a la 1/3 para despejar y se obtiene

t2 1/3
()"
De la condicién y(1) = 2 se deduce que

2=(1+c)'/?

por lo que concluimos que ¢ = 15/2. La solucién buscada es por tanto
15 1/3
y(t) = (t2 + ?> .

Aun cuando podamos resolver el par de integrales el problema de despejar
la variable y es en la mayorfa de las veces muy dificil. En estos casos se dice
que se tiene una solucién implicita de la ecuacion. El siguiente ejemplo
ilustra esta situacion.

Example 27
Para resolver

, 9¢>

Y = 5yt 18y -3

con y(0) = 1 se establece

/5y4 + 8y — 3dy = /9t2dt,

v’ + 4y — 3y =3t +c.

de donde se obtiene

Podemos determinar la constante c al sustituir el valor 1 por cada y y el valor
0 por cada t. Asi,
1+4-3=c
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por lo que ¢ = 2. La funcién y(t) que satisface esta ecuacion estd definida
implicitamente por la ecuacién

y° 4+ 4y? — 3y =33 + 2.

Las soluciones estacionarias de una ecuacién separable ' = f(y)g(t) cor-
responden con las raices de la funcién f, ya que si f(y*) = 0, entonces la
funcién constante y(t) = y* satisface la ecuacién. Por ejemplo, la ecuacion
y' = —2ty? tiene sélo una solucién estacionaria, y* = 0. ;Cémo serdn las
soluciones cercanas? Para encontrar las soluciones de la ecuacién se requiere

separar las variables e integrar

d
/%:/4m
y

de tal modo que se debe satisfacer

1
——=—-t+c
Y
que finalmente establece
1
YTy
Si y(0) = yo, entonces ¢ = 1/yo y la solucién es
1
Y= 1"
e+ 7

En la siguiente figura graficamos las soluciones correspondientes a yo =
1,1/2,-1/4y -1/2.
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Aqui observamos que si yy > 0 la solucién tiene forma de campana con
asintota el eje horizontal, mientras que si yy < 0 las soluciones tienden a
alejarse del eje horizontal. Concluimos que la solucién estacionaria no es
estable pues cualquier perturbacion en la condicién inicial con 4y < 0 produce
soluciones que rapidamente empiezan a apartarse de la solucién estacionaria.

3.5. Ecuaciones lineales de segundo orden

La curva de Phillips establece una relacién inversa entre la tasa de in-
flacién y la tasa de desempleo. Milton Friedman [4] desarroll6 el siguiente
modelo que incluye las expectativas de inflacién de los agentes. Los supuestos
del modelo son:

i) w= f(U)+hn
ity p=w-T
iii) 7 = j(p—m)
i) U = —k(m—p).

Aqui w es la tasa de crecimiento del salario, U la tasa de desempleo, p la
tasa de inflacién, 7 la tasa de inflacién esperada, T  es el incremento en la
productividad y m la tasa de crecimiento de la moneda nominal. La primera
ecuacién representa la relaciéon de Phillips al que se le ha anadido el término
adicional hm sobre cémo la inflacién esperada impacta en el crecimiento del
salario. Para reflejar la relacién inversa entre tasa de crecimiento del salario
y la tasa de desempleo es necesario suponer que f’ < 0. La segunda relacién
relaciona cémo el alza en la productividad atenta el impacto del crecimien-
to del salario sobre la tasa de inflaciéon. El tercer supuesto es de caracter
adaptativo y senala el efecto que el diferencial de las tasas de inflacién real
y esperada tiene sobre la inflacién esperada. Finalmente, el 1iltimo supuesto
establece como la tasa de crecimiento de la moneda real afecta la tasa de de-
sempleo. Los pardmetros h, j y k son positivos y ademds h y j son menores
que 1. A pesar de que contamos con cuatro ecuaciones el nimero de variables
es aun mayor, por lo que consideraremos al aumento en la productividad y
a la tasa de crecimiento de la moneda como exdgeneas.

Nuestro primer objetivo para analizar este modelo consiste en buscar una
ecuacién equivalente en la que sélo inntervenga una variable y sus derivadas.
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De las dos primeras ecuaciones se tiene
p=fU)+hr =T
que al sustituir en la tercer ecuacién da

7 = j(f(lU)+hr =T —m)
= jh=Dm+jf(U) - jT.

De esta forma tenemos una ecuacién en la que sélo aparecen dos variables,
U y m. La tnica ecuacién que no hemos empleado hasta el momento es la
iltima, pero en ella no aparece la tasa de desempleo U sino su derivada. Para
poder emplear esta ecuacién derivamos con respecto a t la ecuacién anterior

para obtener
7 = j(h— V) + jf (U

que al emplear la ltima ecuaciéon del modelo nos da
m" = j(h— 17" — jk(m —p) f'(U).

Aun cuando ahora volvié aparecer la tasa de inflacién p ésta la podemos
expresar en términos de la inflacién esperada y su derivada usando el tercer
supuesto. Asi,

7 = j(h— 1) — jk(m—p)f'(U)
= j(h =)' + (kjp — jkm) f'(U)
= j(h =" + [k(x" + jm) — jkm] f'(U)

que expresamos como
7'+ [j(1=h) = kf(U)] 7" = kjf (U)r = —jkmf'(U).
Si suponemos ademés que la relacion de Phillips es lineal, esto es que f(U) =

a— BU, con oy B positivos, se tiene que f'(U) = —f por lo que la ecuacién
se reduce finalmente a

7+ [j(1 —h)+ kB 7’ + kjBr = kjpm.

Esta es una ecuacion lineal de segundo orden con coeficientes constantes. A
continuaciéon mostramos cémo resolver este tipo de ecuaciones.
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Analicemos primero las ecuaciones homogéneas que de forma general son
del tipo
y'+ay +by=0

At

y supongamos que se tiene una solucién de la forma e**. Entonces se debe

satisfacer
A2eM + axeM + et =0

la cual podemos dividir por e* y obtener la ecuacién caracteristica de la
ecuacion
M +ar+b=0.

Al polinomio A? + a) + b le llamamos polinomio caracteristico y a sus
raices, en un destello de creatividad, raices caracteristicas. Cuando esta
ecuacién tiene dos raices reales diferentes A\; y A\ obtenemos un par de solu-
ciones diferentes. De hecho, es facil comprobar que cualquier combinacién
lineal de estas funciones es a su vez otra solucién, asi que en este caso tenemos
soluciones del tipo

y(t) = meM 4 nett.

JEstan descritas todas las soluciones de esta forma? Supongamos que la
solucién que buscamos satisface las condiciones y(ty) = yo y ¥'(to) = zo.
Entonces se debe cumplir

me o 4 peteto — Yo

mA1eM® 4 phgett = 2

Este es un sistema lineal en las variables m y n. Tiene solucién tnica si el
determinante asociado a la matriz del sistema es diferente de cero. Pero este
determinante es

eto er2to
A1to LAt
= e % 20()\2—)\1>
)\16)\1150 )\26)\2150

que es diferente de cero ya que hemos supuesto que las raices son diferentes.
De este modo existen valores tinicos de m y n para los cuales se tiene una
solucién con y(to) = yo y ¥'(to) = 0.

Veamos ahora que cuando se tienen raices complejas o raices reales dobles
también es posible encontrar un par de soluciones linealmente independientes.
Si las rafces caracterfsticas son del tipo

)\1:Oé+iﬂ y )\QZOC_i/B,



108 CAPI{TULO 3 ECUACIONES DIFERENCIALES

entonces empleamos la férmula de Euler

e’ = cosf + isend

para obtener

At

_ platip)t

— eatezﬁt

= e™(cos Bt + isenf3t).

Anélogamente,
et = e™(cos Bt — isenfit).

Al igual que en el caso anterior, las combinaciones lineales de este par de
soluciones producen nuevas soluciones. En particular,

(1/2) (eM! + e*") = e cos Bt

asi como
—(i/2) (eM' — ') = e'senft

nos dan un par de soluciones reales. Podemos expresar otras soluciones al
tomar combinaciones lineales de estas soluciones simples:

y(t) = me® cos St + ne*'senft = e (m cos Bt + nsenft).

Se puede verificar, como en el caso de las raices reales diferentes, que dadas
las condiciones y(tg) = yo v ¥ (to) = 2o existen valores tinicos de m y n para
los cuales se tiene una solucién de la forma e®(m cos 5t + nsenft).

El caso de las raices reales dobles se deja como ejercicio. En el siguiente
teorema resume estos resultados.

Theorem 28 La solucién general de la ecuacion diferencial y' +ay’+by = 0
viene dada por

i) y(t) = meMt + ne*2t si \; y Ny son raices caracteristicas reales difer-
entes.

i) y(t) = e*(m cos ft+nsenSt) silas raices caracteristicas son complejas
A=axif.

i) y(t) = meMt + nteMt si \; es una raiz caracteristica real doble.
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Cuando se trata de ecuaciones no-homogéneas de nuevo podemos descom-
poner su solucién general como la suma de la solucién general de la ecuacion
homogénea asociada y de una solucién particular. Para ecuaciones de la
forma

y”+ay'+by:c

se propone una solucién particular constante, y,(t) = A que al sustituir en
la ecuacién nos da

Esta es la solucién estacionaria de la ecuaciéon. Cuando b es cero la ecuacion
no tiene soluciones estacionarias.

Example 29

(a) y" +y" — 2y = —10, con y(0) =6, ¥/ (0) = —5.

La solucién estacionaria de la ecuacion es (—10) /(—2) = 5. Para analizar
la solucién de la ecuacién homogénea asociada consideramos la ecuacion car-
acteristica A2 + X\ — 2 = 0 que tiene como raices a Ay = 1y Ay = —2. La
solucién general viene dada por y = me’ + ne 2" + 5. Para determinar las
constantes debemos resolver el sistema

m+n+5 =26
m—2n = =5
para obtener m = —1 y n = 2. La solucién buscada es y = —e’ + 272! + 5.

(b) ¥ + vy = —10.
Esta ecuacion no tiene solucién estacionaria asi que proponemos una solu-
cién del tipo y,(t) = At. De la ecuacién vemos que

Yy +y, =0+ A=-10.

El polinomio caracteristico A* + A tiene de nuevo dos raices reales diferentes,
A1 = —1y Ay = 0. La solucién general de la ecuacién estd entonces dada
por

y=me ' +ne — 10t = me~ — 10t + n.

(c) ¥+ 2y + 17y = 34, con y(0) = 3, ¥/'(0) = 11.
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Su solucién estacionaria es 34/17 = 2. La ecuacién caracteristica A\* +
2)\ 4+ 17 = 0 tiene ahora raices complejas A = —1 4+ 44. La solucién general
es por tanto
= e '(mcos 4t + nsendt) + 2.

Para determinar las constantes debemos primero calcular la derivada de y :
Y = —e "(mcos4t + nsendt) + e~ *(4n cos 4t — 4msen4t).
Al sustituir las condiciones iniciales en t = 0 se tiene el sistema

m+2 =3
—-m+4n = 11

cuya solucién es m = 1, n = 3. La solucién que satisface las condiciones
iniciales dadas es
y = ¢ '(cos 4t + 3sendt) + 2.

Analicemos ahora la cuestién de la estabilidad de las soluciones esta-
cionarias. Consideremos una ecuacién y” + ay’ + by = ¢. Del teorema ante-
rior podemos deducir que la solucién estacionaria ¢/b es estable cuando las
raices caracteristicas de la ecuacién son negativas en el caso de raices reales.
Cuando las raices son complejas conviene observar que la combinacién lineal
m cos ft+nsenft es periddica y por lo tanto acotada. La solucién estacionar-
ia en el caso complejo serd estable si las raices tienen parte real negativa. De
esta forma, la frase la solucion estacionaria es estable si las raices tienen
parte real negativa abarca ambos casos. Aplicando la férmula de la ecuacién

cuadratica vemos que
—a+£+a?—4b
5 )

Supongamos primero que las raices son reales. Si b fuese negativo, entonces
a® — 4b > a? de modo que también se tiene

Va2 —4b > Va? = |a].

A:

Esto implica que la raiz

—a++va? —4b -

A= 2

0
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independientemente del signo de a. Si por el contrario, b fuese positivo,
entonces a? — 4b < a? de modo que también se tiene

Va2 —4b < Va2 = |a|.

De aqui vemos que

_ <—a:l:\/a2—4b) ,
signo 5 = signo(—a)

por lo que ambas raices reales son negativas tinicamente cuando, ademés de
b > 0, se tiene que a > 0. El caso de las raices complejas es también sencillo
de analizar. Puesto que ahora a? — 4b < 0 se requiere necesariamente que
b > 0. Como la parte real de las raices caracteristicas es

a

2

es inmediato que ésta es negativa justo cuando a > 0. Asi, el criterio es
afortunadamente el mismo para los dos casos y lo resumimos en el siguiente
resultado.

Theorem 30 La solucion estacionaria c/b de la ecuacion y" + ay’ + by = ¢
es estable cuando a >0 y b > 0.

Las siguientes figuras muestran cémo son las soluciones cuando las raices
son complejas.

Raices complejas. caso estable

Podemos ahora analizar el siguiente ejemplo del modelo de inflacién y
desempleo. Supongamos que se tienen las siguientes relaciones:



112 CAPI{TULO 3 ECUACIONES DIFERENCIALES

1 1 3 1
Al sustituir la primera ecuacién en la segunda y simplificar obtenemos
1 9 1
/
=——1—-U+-.
A L
Si ahora derivamos respecto a t se llega a
1 9
n__ _ -1 _ _U/
Tt Ty
que empleando ahora la tercer ecuaciéon podemos escribir como
1 9
= —§7T' + é(m — D).

Si despejamos p de la segunda ecuacién y asociamos términos llegamos a la
ecuacion

9 9
" 2/ Za="m.
7r+7r+87r 8m

El polinomio caracteristico de esta ecuacién es A2 + 2\ +9/8 que tiene raices
complejas
V2

A=—-1+i1—.
+Z4

La solucién general de esta ecuacién es

m(t) =e’ (a cos (gt) + bsen <gt>) +m.

A partir de esta férmula podemos determinar explicitamente también a la
tasa de inflacién y a la tasa de desempleo. Para ello derivamos la expresion
anterior

m'(t) =e" [(?b — a) cos (?t) — (?a + b> sen (?t)]

y empleamos el segundo supuesto para obtener

p(t) = %e_t [(\/Eb - a) Cos (%t) - (\/§a + b) sen (?t)

+ m.
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Empleando ahora la primera ecuacién podemos encontrar que la tasa de
desempleo U(t) es igual a

1, V2 V2 2 1

—et | (20 — V2 ) A ( 2a + 2 > ) - Emt .
3¢ [(a V2b cos<4t>~|— \/_a+bsen<4t)] 9m+18
De estas férmulas deducimos que en el largo plazo se tiene

2 1
Jif t) = Jif t) = Jif t)=—= —.
Asi, en el largo plazo las tasas de inflacién esperada e inflacién real tienden a
identificarse entre sf al converger ambas a la tasa de crecimiento de la moneda

nominal. En particular, para valores de ¢ muy grandes

2 1 2 1
Ut) ~ —= —~——p(t)+ —=
()% —gm+ g~ 5P+ 15
que podemos identificar con la curva de Phillips de largo plazo:
9 1
— _U+=
P=m30 "]

cuya gréafica mostramos a continuacién. En el largo plazo la tasa de de-
sempleo y la inflacién tienden al punto sobre la curva de Phillips con altura
m.

Curva de Philips de largo plazo

.El comportamiento en el modelo de Friedman en el largo plazo serd en
general igual al del caso numérico que acabamos de resolver? La ecuacion
que determina la inflacién esperada es

7'+ [j(1 = h)+ kB’ + kjBr = kjBm



114 CAPI{TULO 3 ECUACIONES DIFERENCIALES

de modo que la solucién estacionaria es siempre la tasa de crecimiento de la
moneda nominal ,
JkBm

— 5 =m
Jkp
Puesto que 0 < h < 1 se tiene que j(1 —h) + kB >0 y kjpB > 0 por lo
que en largo plazo 7(t) — m. Observemos que al estabilizarse 7 su derivada

tiende a cero de modo que de la relacién

/

m=jlp—m)

se deduce que en el largo plazo p(t) ~ 7(t), esto es, también p(t) — m. De
forma andloga se demuestra, empleando ahora la relacién

U' = —k(m —p),

que la tasa de desempleo también se estabiliza en el largo plazo. Al combinar
los dos primeros supuestos habiamos obtenido

p=fU)+hr—-T
— - BU+hr—T.

La curva de Phillips de largo plazo se obtiene al identificar © con p en la
ecuacién anterior:

15} a—"T
A

p=-

3.6. Ejercicios

1. Encuentra la solucién de las siguientes ecuaciones diferenciales y deter-
mina si su solucién converge a su estado estacionario.

(a) ¥ +5y =15, y(0) =1.
(b) v + 5y =15, y(0)=3.
(¢) ¢y —by=—15, y(0) =1.

2. Supongamos que ¢(t) y 1(t) son dos soluciones de la ecuacién diferen-
cial /' 4+ ay = b tales que

lmp(t) = Ly y limp(t) = Lo

t—o00

para un par de nimeros reales L, y Lo. jEs posible que Ly # Ly?
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3. Encuentra la solucién de las siguientes ecuaciones diferenciales.
(a) ¥ +y=t, y(0) =1
(b) v + by = 2, y(0) = 3.
(c) v + 2y =3e™2, y(0) = 3.

4. jPuedes ayudar a la D.I. Sara Sidle si la temperatura de la habitacién
donde se encontré el caddver hubiese sido T,(t) = 23 — 4sen(7t/12)?
(Ver Ejemplo 20) La ecuacién que debes resolver es 7" + kT = k(23 —
4sen(t/12)). Ayuda: busca una solucién particular que sea de la forma
Acos(mt/12) + Bsen(nt/12) + C.

5. Considera el modelo dado por
)Y =C+1, i) [=kC' y iii) C=aY +b

donde los pardmetros k,a y b son positivos y ademds a < 1.

(a) Encuentra una ecuacién diferencial de primer orden que de-
termine el consumo C.

(b) Obtén férmulas para C(t) y Y (¢).
(c) SiY(0) =Yy, iqué condicién debe satisfacer Y, para que el
ingreso sea creciente?
6. Encuentra la solucién general de las siguientes ecuaciones.
(a) ' + 2y —ty> = 0.
(b) 2’ + ax = ba*.

7. Encuentra las soluciones estacionarias de las siguientes ecuaciones y
determina si son estables o inestables.

(a) ¥ =e*(y—5)(y—4)(y —3).
(b) ¥ = (y* +16) cosy.

8. Considera la ecuacién diferencial del inciso (a) del problema 7. Deter-
mina el limite de la solucién y(t) cuando ¢ tiende a infinito si:

(a) y(0)=29. (b) y(0) =31 (c) y(0) =39. (d) y(0) =4,L.
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10.

11.

12.

13.

14.
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. Encuentra las soluciones estacionarias de las siguientes ecuaciones y

determina si son estables o inestables.
(a) y’=y2—6y+9
(b) ¥'=—(y*—6y+9).
(c) y =y’
(d) y

Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales.
(a) v =15, y(1)=2

Considera la ecuacién general lineal de primer orden 3’ + a(t)y = b(¢)
y supén que la funcién A(t) es una antiderivada de a(t). Demuestra
que su solucién general puede expresarse como

y(t) = AW / A1) dt.

Ayuda: multiplica la ecuacién y' + a(t)y = b(t) por eA®) y analiza el
lado izquierdo de la ecuacién antes de integrar respecto a t.

Resuelve la ecuacion ' 4+ 2ty = t empleando la férmula del problema
anterior. Esta ecuacién también puede resolverse por medio de sepa-
racién de variables. Compara tus resultados.

Considera la ecuacién diferencial 4" + ay’ + by = 0 y supén que su
polinomio caracterfstico es A\* 4+ aX 4+ b = (A — A;)2. Demuestra que la
funcién teM? es una solucién.
Encuentra la solucién de las siguientes ecuaciones:

(a) y"+3y' —dy =12, y(0) =2, y'(0)=—L

(b) y"+6y"+5y =10, y(0) =3, y'(0) = 1.

(c) ¥y"+8y/*16y =0, y(0)=1, ¥'(0) = —1.

(d) y"+4y*"8y =2, y(0)=9/4, y'(0) =4
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15. Encuentra la solucién general de las siguientes ecuaciones.
(a) y"+5y +3y=06t2—t—1.
(b) ¥ + v+ 3y =sen(t).
(c) v+ 3y — 4y = 2.
16. Considera la ecuacién y”+ay’+by = 0 y supon que las raices caracterfs-
ticoas son de la forma A\ = a +i5. Demuestra que si ¢ es un tiempo

cualquiera existe una combinacién lineal tinica me® cos 3t + ne“sen/3t
que satisface las condiciones iniciales y(to) = yo v ¥'(to) = 2o-

17. Generaliza las ideas aqui presentadas para resolver la ecuacién lineal
de cuarto grado

y@ 4+ 6y® + 14y" 4 16y + 8y = 24.
(Ayuda: A* + 6% + 140> + 161 +8 = (A +2)2(\* + 2\ + 2).)
18. Considera el modelo de inflacién y desempleo donde

1 1 1
i)p:Z—QU—i—ﬂ, i) 7r’:§(p—7r) y i) U':—Z—l(m—p).

(a) Encuentra la ecuacién de segundo orden que debe satisfacer

(b) Encuentra férmulas explicitas para 7,p y U.

(c) Determina la curva de Phillips de largo plazo.







Capitulo 4

Sistemas de ecuaciones
diferenciales

Uno de los objetivos de la teorfa econémica es analizar cémo interactiian
de manera simultdnea dos o mds variables econémicas a través del tiempo.
Los sistemas de ecuaciones diferenciales proporcionan el marco mateméatico
ideal para modelar estas situaciones.

4.1. Sistemas de ecuaciones lineales

Consideremos un mercado duopdlico con demanda lineal p = N — mgqg
y denotemos a las producciones de las dos firmas por ¢; y ¢o. Supongamos
ademads que las empresas tienen costos lineales, ¢; = a1 +b1q1 y c2 = as+baqo.
Los beneficios de la primera empresa son por tanto

m = [N—m(qg+¢)¢a — (a1 +biqr)
= (N —b1) 1 — mg; — mqiga — a1.

De forma andloga,
_ 2
o = (N — bg) g2 — m@q5; — mqiqs — as.

Cuando la primera firma observa que el nivel de produccién de su competidor
es (s, reacciona y establece su produccién maximizando sus beneficios. Las
condiciones de primer orden del 6ptimo son

119
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%:N—bl—qul—mqg:O.
oqn

Al despejar ¢; de esta ecuacién obtenemos la curva de reaccién de la primera

empresa:

N—-b 1

om 2™

Como las funciones de costos de ambas empresas son lineales la curva de
reaccion de la segunda empresa se obtiene simplemente intercambiando los

subindices 1 y 2:

*

4, =

% N — bQ 1
4y = om 5@1-

Sin embargo, las empresas no pueden en general cambiar sus produc-
ciones de forma brusca ya sea por razones tecnoldgicas, de capital o labo-
rales. Supondremos que los niveles de produccién ¢; = ¢1(t) v g2 = qa(t)
evolucionan con el tiempo de manera continua. Al observar en el mercado
que su competidor produce ¢»(t) unidades, la primera firma buscara dirigir

su produccién hacia el éptimo
— 592 (t)7

*t —
611() om 9

asi que cuando el nivel de produccién ¢;(t) es menor que el 6ptimo ¢ (t)
elevara su produccién, mientras que si por el contrario ¢;(¢) es mayor que el
6ptimo ¢; (), entonces disminuira el ritmo de produccién. Esta situacion se
representa por medio de la siguiente ecuacién diferencial

N—-b 1

!/

¢ = k1 () —q)

_ N—-b 1
= R om 2612 1

k kv (N —D
= —/{:1@1_31924‘%

donde k; es una constante positiva que depende de la flexibilidad de la em-
presa para cambiar sus planes de produccién. Si la reaccién de la segunda
empresa de andloga tendremos un sistema lineal de ecuaciones diferenciales

ky ki (N —by)

/ pr— —k —_— — —_—
% 141 2 @+ 2m

ko ko (N — bs)

/ pr— —k —_— — —_—
qy 22 5 q1 + o
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que al emplear matrices toma la forma

@\ [k % “ ki (N —by) /2m
0 - — ke q2 Ky (N — by) /2m

=

0T

A continuacién mostraremos cémo resolver sistemas de ecuaciones lineales
diferenciales con coeficientes constantes que en general podemos expresar
como

v a b 1 e

— -

Y c d Y2 f
No debe sorprendernos que la soluciéon general de este tipo de sistemas se
puede descomponer una vez mds como la suma de la solucién general del
sistema homogéneo asociado y de una solucién particular. Comenzaremos
por lo tanto analizando sistemas homogéneos. Al igual que con los sistemas
de ecuaciones en diferencias, las soluciones dependen de la naturaleza de los
valores propios de la matriz

N~

A:
c d

Aun cuando la forma en que se determinan estas soluciones es anédloga al caso
de las ecuaciones en diferencias, hay ciertas peculiaridades que ameritan su
presentacion.

Supongamos primero que A tiene dos valores propios reales diferentes
A1 ¥V A2. Elijamos a un par de vectores propios vy y veasociados a A; y
A9, respectivamente. Se sabe que si A\; # Ay los vectores son linealmente
independientes. Como se trata de dos vectores del plano se tiene que forman
una base de R%. Supongamos que
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Como v; y vy son base, deben existir escalares a(t) y 5(t) tales que

y(t) = a(t)vi + B(t)va.

Por tratarse de una solucién se debe satisfacer

o (v + B (t)ve = y'(t)
= Ay(1)
= A(a(t)vy + B(t)ve)
= a(t)Avy + B(t)Av,
Aa(t)vi + X B(t)va.

Sin embargo, sabemos que los vectores se expresan de forma tnica como
combinaciones lineales de una base, por lo que deducimos

o (t) = Ma(t) y B(t) = AaB(1).
Las funciones «(t) y () son por lo tanto de la forma
aft) = meM y B(t) = ne’?
de modo que la solucion es

A

y(t) = meMivy 4+ ne*tv,

para ciertas constantes m y n.

Example 31
Resolvamos el sistema homogéneo

Yy = 2y + 3y
Yy = 2y1 + yo

con condiciones iniciales y1(0) =5 y y2(0) = 5. Aqui la matriz es

2 3
2 1
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y tiene a A> =3\ —4 = (A —4)(\ + 1) como polinomio caracterfstico. Luego,
sus valores propios son Ay =4 y Ay = —1. Si elegimos como vectores propios
asociados a estos valores a

que puede reescribirse de la forma

yi(t) = 3me* +ne!

ya(t) = 2me* —ne™,

Para determinar el valor de las constantes establecemos evaluamos en ¢t = 0
para generar el sistema

3m+n =95
2m—n = 5
cuya soluciéon es m =2 y n = —1. La solucién es por tanto

y(t) = 6e* —e!
ya(t) = de* +e7t

La descripcion de las soluciones cuando los valores propios son complejos
es un poco mas elaborada. Supongamos que los valores propios de la matriz
son A = a+if y A = a—if. Sea v un vector propio asociado a A = a+if y
descompongamos a v en la suma de su parte real e imaginaria, digamos que

vV = r+is.

Es facil verificar que al igual que en el caso de los valores propios reales

e(oﬂriﬁ)tv
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es una solucién del sistema y’(t) = Ay(t). Esta solucién puede expresarse
como

Ba(t) = T
= eeift (r-+is)
= e (cos ft + isen3t) (r+is)
= e (cos Btr — senf3ts) + ie™ (senftr + cos [Bts)

Si consideramos el otro valor propio A = a — i3 es fécil verificar que ahora
V= r—1is es un vector propio y procediendo como antes vemos que

Po(t) = e (cos St — isenft) (r—is)
= e (cos Btr — senfts) — ie™ (senftr + cos [Bts)

es otra solucién del sistema. Sabemos que combinaciones lineales de solu-
ciones producen nuevas soluciones. Escogiendo con cuidado los escalares de
las combinaciones obtenemos dos soluciones donde no aparecen nuimeros
imaginarios:

%q’bl(t) + %@bz(t) = ¢ (cos Btr — sen/3ts)

1 1
Zl/h(t) -

Z@bQ(t) = e (senftr + cos ts) .

Este par de soluciones reales es linealmente independiente de modo que
cualquier solucién y(t) es ahora una combinacion lineal de ellas, esto es,

y(t) = me® (cos Btr — senf3ts) + ne™ (senfBtr + cos Bts)
= e (mcos Bt + nsenft) r+e* (n cos St — msenft) s.

En el siguiente ejemplo veremos que a pesar de verse complicadas estas fér-
mulas son relativamente sencillas de aplicar.
Example 32

Consideremos el sistema

yi 6 —1 Y1
yé 5 4 Ya
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con condiciones iniciales y1(0) = 3 y y2(0) = 5. El polinomio caracteristico
del sistema es A> — 10\ 4+ 29. Los valores propios son entonces

10 £ /100 — 116

A =
2
_10++/-16
N 2
= 5492

Podemos obtener un vector propio asociado a 5 + 2¢ empleando
b -1 -1
A—a (5+2i) —6 -1+ 2
Para facilitar un poco los calculos es conveniente cambiarle de signo y tomar

1
1-2

Al descomponer este vector en su parte real y parte imaginaria se tiene

. 1 [ 0
r-+i18s = +1
1 —2

La solucién general del sistema es entonces

t 1
() = € (mcos 2t + nsen2t) +-¢° (n cos 2t — msen2t)
e (m cos 2t + nsen2t)

e’ ((m — 2n) cos 2t + (n + 2m) sen2t)

Los valores de m y n estdn caracterizados por las condiciones iniciales

y1(0) m 3
y2(0) m—2n 5
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de modo que m =3 y n = —1. La solucién es por lo tanto

y1(t) = € (3 cos 2t — sen2t)
yo(t) = €5 (5 cos 2t + 5sen2t) .

Resta por discutir el caso de los valores propios reales dobles. Supong-
amos que A; es un valor propio doble asociado al sistema

i a b Y1
Ys c d Yo
Observemos que entonces
A —trd +det = A2 — 20\ + A
por lo que necesariamente

tr a+d
A== = .
179 2

Supongamos ademés que la entrada b # 0. De aqui se obtiene que d = 2\; —a.
Consideremos el vector propio

Sea

Entonces v y w son linealmente independientes y forman una base de R2.
Por ser v un vector propio satisface

Av = )\ v.
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El vector w satisface una condicién parecida ya que

b
Aw =
d
b
2/\1—CL
b 0
= +
)\1—(1 /\1
= V+ AW

127

Supongamos que y(t) es una solucién cualquiera del sistema. Entonces
deben existir escalares a(t) y 5(t) tales que

y(t) = a(t)v + B(t)w.

Por tratarse de una solucién se debe satisfacer

o (v + ' (t)w

= y'(t)

Ay(t)
A (a(t)v+ p(t)w)

= a(t)Av + [(t)Aw

Aa(t)v + B(t) (v + \w)
(Ma()+8(1)) vHAB(t)w.

Como en el caso de los valores reales diferentes, sabemos que los vectores se
expresan de forma tinica como combinaciones lineales de una base, por lo que

ahora deducimos

B(t) = MpB(t) vy o(t) = Ma(t) + B(E).

De forma inmediata vemos que

Bt) = me™!

y, por tanto, a(t) debe ser solucién de la ecuacién

o () — Ma(t) = meMt.
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Por medio del método de coeficientes indeterminados se puede encontrar que
mteMtes una solucién particular de esta ecuacién lineal de primer orden.
Luego,
aft) = ne™t + mte,
La solucién general de la ecuacién en el caso de los valores reales dobles es
entonces
y(t) = (mt + n) eM'v + meMiw.

Cuando b = 0, pero ¢ # 0 la misma férmula es vélida, sélo que es necesario
reemplazar

A —d 1
VvV = y W —
c 0
Example 33
El sistema
Y= 1 — 1
Yy = Y1 + 32

tiene como matriz asociada a

Su polinomio caracteristico es A> — 4\ +4 = (A — 2)2. Tenemos entonces un
valor propio repetido. En este caso

b -1
)\1—CL 1

La solucién general del sistema es entonces

t -1 0
nlt) = (mt+n)e* +me?
ya(t) 1 1

(—mt —n)e*
(mt +m +n) e

En el siguiente resultado presentamos los tres tipos de solucién:
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Theorem 34 La solucion general del sistema de ecuaciones

b U1

—_
S

Y
d Y2

o~
@)

Y

estd dada por

i) meMtvy +ner2tvy si los valores propios A1 # Ao tienen a vy y vy como
vectores propios.

ii) e* (m cos Bt + nsenft) r+e* (ncos ft — msenft)s si a+if es un val-
or propio con vector propio v = r-+1s.

i) (mt +n) eMiv +meMtw si el valor propio es doble. Sib # 0 se toma

b 0
V = Yy W= )
/\1 —a 1
mientras que si ¢ # 0 se toma
A —d 1
VvV = y W —
c 0

Es importante senalar que en el caso de los valores propios dobles las
férmulas del teorema son vélidas tinicamente si el vector propio v es precisa-
mente el senalado en el enunciado. Cuando los valores propios son reales
diferentes o complejos es posible elegir a los vectores propios de manera ar-
bitraria.

El método de coeficientes indeterminados nos permite resolver sistemas de
ecuaciones no-homogéneos cuando los términos no-homogéneos son sencillos.
El caso mds simple se presenta cuando el término no-homogéneo estd dado
por un vector constante:

y/ a b Y1 e
N i
Ys c d Yo f
La solucién particular propuesta es también un vector constante
(1) A

p
1
Y5 (1) B
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Como sus derivadas se anulan, entonces este vector debe satisfacer

esto es, A y B son la solucién del sistema lineal
a b|—e
c d|—f

Este sistema tiene solucién tnica siempre y cuando el determinante de la
matriz sea diferente de cero. Para ilustrar el método consideremos el sistema

Y 1 4 Yy 16
1) _ 1 +
Y -3 —6 Y2 —18

La solucién particular es la solucién del sistema

1 4 |-16 1 41]-16

-3 —6] 18 - 0 6|-30
1 0] 4

- 0 1|-5

de donde vemos que la solucién particular encontrada es

4
-5

Los valores propios de la matriz se obtienen al factorizar A\? + 5\ + 6 =
(A +3)(A+2). Eligiendo vectores propios se llega a que la solucién es

t —4 1 4
yl( ) _ meth + nefi‘)t

yal?) 3 -1 -5
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La solucién particular encontrada se conoce como la solucién estacionaria,
estado estacionario o solucién de equilibrio. Resulta de interés saber
cudndo esta solucién es estable. En el ejemplo anterior podemos observar
que en el largo plazo cualquier solucién converge a la solucién estacionaria y
por lo tanto es estable. Al observar la forma de las posibles soluciones en el
teorema notamos que la solucién estacionaria serd estable cuando los valores
propios son negativos en caso de ser reales, o bien, tienen parte real negativa
cuando son complejos. Esta situacion ya la analizamos cuando estudiamos
ecuaciones lineales de segundo orden. Demostramos de hecho que las raices
del polinomio A2 +aA+b tiene parte real negativa cuando a > 0y b > 0. Como
el polinomio caracteristico de una matriz 2 x 2 viene dado por A>—tr\ + det
obtenemos el siguiente criterio para la estabilidad de la solucién estacionaria.

Corollary 35 La solucion estacionaria del sistema 'y’ = Ay + b es estable
st la traza es negativa y el determinante positivo.

Cuando iniciamos nuestra exposicién sobre sistemas de ecuaciones difer-
enciales dejamos pendiente el anélisis del modelo del mercado duopdlico. El
sistema de ecuaciones resultante es

QQ . —Fky -k q1 n ky (N— b1)/2m
s —k —ks q2 ko (N — by) /2m

La solucién estacionaria de este sistema se obtiene al considerar el sistema
de ecuaciones lineales

—k =B =k (N —by)/2m

—];—2 —]{72 —kZQ (N — b2) /2m
Este sistema se simplifica considerablemente al dividir el primer renglén por
—ki1 y el segundo por —ks, ya que entonces el sistema resulta equivalente a

1 L [(N—=b)/2m 1L (N=b)/2m
2 1 [(N=by)/2m 0 3 |(N—=2b+b)/4m
N : (N —by) /2m
0 1 (N—2b2+bl)/3m
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1 0 (N—2b1+b2)/3m

Para analizar la estabilidad de la solucién estacionaria debemos determi-
nar el signo de la traza y del determinante de la matriz. Esto es muy sencillo

ya que

3k1ko
4

tr:—(k1+k‘2)<()y det = >0

de modo que la solucién estacionaria es estable. Asi, independientemente de
los niveles de produccién iniciales ¢1(0) y ¢2(0) se tiene que las producciones
tienden a estabilizarse en estos niveles

N — 2by + by

N —2by + by
3m '

3m
Para interpretar este hecho conviene recordar que las curvas de reaccién de
las firmas estaban dadas por
N—-b 1 ., N—=b 1
om_ 5612 y 43 = om 5611-
Estas funciones senalan los niveles éptimos producciéon de cada empresa en
relacion a la produccién de su competidor. Es fécil verificar que si la segunda
empresa establece su nivel de produccién en su valor limite, esto es,
N — 2by + by

3am

Q(t) — y @(t) —

q, =

a2 =
entonces el nivel 6ptimo de la primera empresa coincide con el valor limite
de ¢1(t), ya que

*

N—-b N—=2b0+0 N —2b+by

h= om 6m B 3m
De manera analoga, si el nivel de produccién de la primera firma es
N — 2b; + by
Q=5
3m
entonces el nivel éptimo de la segunda es
* N — 2b2 + bl

En otras palabras, al establecer sus producciones en estos niveles, ninguna
de las dos empresas tiene incentivos para cambiar su produccién. Este par
de producciones es llamado el Equilibrio de Cournot del duopolio.



4.2 DIAGRAMAS DE FASE 133

4.2. Diagramas de fase

De acuerdo a Augusto Monterroso, "hay tres temas: el amor, la muerte y
las moscas. Desde que el hombre existe, ese sentimiento, ese temor, esas pres-
encias lo han acompanado siempre"[6]. No es claro que el amor o la muerte
puedan ayudarnos a comprender el significado geométrico de los sistemas de
ecuaciones diferenciales. Pero con las moscas, es otra historia.

Pensemos en una mosca que deambula en el plano. La trayectoria que
describe se representa por un par de funciones diferenciables (z(t), y(t)) que
establecen las diferentes posiciones de la mosca en el tiempo ¢t. Asi, la trayec-
toria de una mosca que camina a velocidad constante alrededor de una rodaja
de limén de radio r estd descrita por la trayectoria (r cos(t),rsen(t)). Si por
algiin estimulo, como un aroma o la temperatura, nuestra mosca decidiese
seguir dando vueltas al limén, pero ahora al doble de velocidad, la nueva
trayectoria seria (rcos(2t),rsen(2t)). Observemos que ambas trayectorias
recorren la misma curva, el circulo de radio r con centro en el origen, pero
describen movimientos distintos de la mosca. La velocidad de la trayecto-
ria (x(t),y(t)) en el momento ¢ se define como el vector (2'(¢y),y'(t9)). La
direccién de este vector tangente a la trayectoria representa la direccion del
movimiento de la mosca cuando se encuentra en (x(to), y(to)), mientras que
la magnitud de este vector nos indica la rapidez con la que se desplaza la
mosca.

i D

En un verdadero ejercicio de abstraccién supongamos que tenemos aho-
ra una mosca autémata que sigue instrucciones precisas que le indican c6-
mo deambular en el plano. La forma en que se asignan las reglas para el
movimiento de la mosca pueden ser muy variadas, pero aqui supondremos la
mosca tiene un sistema GPS que le indica la direccién y rapidez hacia donde
moverse dependiendo del punto del plano en que se encuentra. Por ejemplo,
si las instrucciones vienen dadas por vectores como los de la siguiente figura,
entonces la mosca seguirfa una trayectoria circular. Ademds, la rapidez del
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movimiento de la mosca serfa mayor entre mds grande fuese el circulo que
describiese.

VP Trrerept MpNSNE N NN NN NN
VP PPy NSNS G LN
P R R LN N NN
S e e RN
/////.///,y._..\\\\\\.\\.\
VN R R R Y Y
VA A A A N N NN
TN A A AV U SR N
R Y I S O O O O
I
P L vy v - sttt
N AR A AN I A o
O N T A A A Y A I
VAANNNSN NS s |- s s}
NNANNNSS S sl e}
NNNNNS S S s a|emm g
A NN PR N I I I I
NNN NN S| AR
T e E e e B
NN e e e e ey | r e w2 2 2 A

Un sistema de instrucciones para el movimiento de la mosca tipo GPS es
descrito al asociar a cada punto (z,y) del plano un vector que determina la
velocidad y la rapidez con la que debe desplazarse la mosca. Si denotamos
por f(x,y) a la primera componente de este vector y por g(x,y) a la segunda
componente, entonces la trayactoria (z(t),y(t)) de la mosca es precisamente
una solucién al sistema de ecuaciones auténomo

Tr = f(xvy)
= g(x,y)

El diagrama de fase de un sistema de ecuaciones auténomo con-
siste en asignar a cada punto (y;,y2) del plano un vector que determina
unicamente la direccién con la que debe desplazarse la mosca. A diferencia
de los diagramas anteriores, no se toma en cosnsideracién la magnitud de los
vectores. La siguiente figura muestra el diagrama de fase del sistema

r=y—x
g

vy hemos senalado la trayectoria que siguieron un par de moscas que iniciaron

su recorrido en (zg,yo) = (1,0) una de ellas, mientras que la segunda mosca

lo inici6 en el punto (xg, o) = (0,0,5). Podemos apreciar que ambas moscas

realizaron trayectorias en forma de espirales que se acercan al origen.
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Diagrama de Fase

/

‘.5 N

L= NN N —
N N N N N N
AN S N N N N N N N N

AR N R e

T e T T T T T T T T

Resultaria sumamente elaborado y fastidioso elaborar con mucho de-
talle el diagrama de fase de un sistema de ecuaciones diferenciales en el
que colocdsemos un vector direccién en una enorme cantidad de puntos del
plano. Una estrategia sencilla para predecir las trayectorias que seguirian
las soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales consiste en dividir
al plano en sectores en los cuales sabemos que las trayectorias se mueven
de cuatro formas posibles: derecha-arriba, derecha-abajo, izquierda-arriba y
izquierda-abajo. Comenzaremos analizando algunos sistemas lineales. Para
determinar estas cuatro regiones simplemente graficamos las curvas

' = flr,y) =0y 3 =g(z,y) =0.

A estas curvas se les conoce como isoclinas. Observemos que la isoclina
¥ = f(x,y) = 0 divide al plano en regiones donde z’ > 0 por lo que la
componente z(t) es creciente y por tanto las soluciones se mueven hacia la
derecha, o bien, donde 2’ < 0 y las soluciones se dirigen hacia la izquierda.
De forma andloga, la isoclina y' = g(z,y) = 0 separa las regiones donde
y’ > 0 y las soluciones se dirigen hacia arriba, asi como donde ¢y < 0y el
movimiento es hacia abajo. La combinacién de esta informacién produce las
cuatro regiones.
Para ejemplificar el método consideremos el sistema

¥ = 2x+3y
y =2z+y

En este caso la isoclina 2’ = 0 es la recta 2x + 3y = 0, mientras que la recta
2x + y = 0 representa la isoclina ¢y’ = 0. Para determinar las direcciones
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horizontales consideramos la isoclina 2/ = 0. Esta divide al plano en dos
semiplanos donde 2’ > 0y donde 2’ < 0. Para saber cuél semisespacio es cual
basta que evaluemos f(x,y) = 2z + 3y en un punto del primer semiespacio.
Por ejemplo los puntos del primer cuadrante estdn todos en uno de estos
semiespacios. Ahf la funcién f(x,y) = 2z+3y toma siempre valores positivos.
Por lo tanto, en el semiplano que estd por arriba de la recta 2x + 3y = 0
las soluciones se mueven hacia la derecha. Un argumento similar muestra
que en la regién abajo de esta recta f(x,y) < 0y la direccién serd hacia la
izquierda. Otra forma sencilla de determinar estas direcciones es evaluando
la funcién f(z,y) en un punto de cada regién. Por ejemplo, f(1,0) =2 >0
y f(=1,—-1) = =5 < 0. Aqui los puntos (1,0) y (—1,—1) son arbitrarios
y s6lo debemos tener la certeza que pertenecen a las diferentes regiones. Si
consideramos ahora la isoclina iy’ = 0 y procedemos como arriba es facil ver
que las direcciones de las soluciones irdn hacia arriba en el semiplano superior
de la isoclina y hacia abajo en el semiplano inferior. En la siguiente figura
aparecen las direcciones de las soluciones en cada una de las cuatro regiones.

1

Hay otra pieza de informacién que podemos anadir en nuestro andlisis
del diagrama de fase cuando los valores propios de la matriz del sistema son
reales. El polinomio carcateristico de la matriz
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viene dado por A\*> — 3\ —4 = (A — 4)(\ + 1). Cada valor propio tiene
asociado un subespacio de vectores propios. Cada uno de estos subespacios
estd formado por los multiplos de cualquier vector propio. Asi, el subespacio
asociado al valor propio 4 consiste de la recta parametrizada por

3 3s
2 2s

y el subespacio asociado al valor propio —1 estd formado por los vectores de
la forma

Recordemos que por tratarse de vectores propios, al multiplicar la matriz por
cualquier vector de este subespacio se obtiene el mismo vector multiplicado
por la A correspondiente. Por ejemplo para el valor propio —1,

el resultado es el mismo vector con direccién opuesta, mientras que para el
valor propio 4 se obtiene el mismo vector multiplicado por 4:

2 3 3s 12s
2 1 2s 8s

La consecuencia de este hecho algebraico es que la direccién del movimiento
para cualquiera de los puntos de estos subespacios cae dentro del mismo
subespacio. Por lo tanto, si la condicién inicial cae dentro de uno de estos
dos subespacios, la solucién ya no se sale de él. En el caso del valor propio —1
la solucién se acerca al origen, mientras que para el valor propio 4 la solucién
se aleja del origen. En la siguiente figura aparece toda la informacién aqui
recabada en relacion a las isoclinas y los espacios propios.



138CAPIiTULO 4 SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

1

Con la informacion de las direcciones en cada una de las cuatro regiones
y con la de los espacios propios podemos trazar algunos de los vectores de
direccién de las soluciones y algunas de las curvas solucién.

Punto silla

Cuando la matriz tiene un valor propio positivo y un valor propio negativo
se obtiene una figura de este tipo que se conoce como punto silla. El
nombre viene del movimiento que se tendria si arrojasemos algin liquido
espeso sobre la superficie de una silla de montar, entonces en una direccién
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el liquido tendera a la base de la silla y en otra direccién se alejard de la
base. Al subespacio de vectores propios con valor propio negativo se le llama
el subespacio estable, mientras que al subespacio de vectores propios con
valor propio positivo se le llama subespacio inestable.

Hay de hecho otros cuatro tipos genéricos de diagramas de fase para
sistemas lineales. Cuando los valores propios son ambos negativos, entonces
las soluciones se acercan siempre al origen. La forma asociada se le llama
nodo atractor. Cuando los valores propios son ambos positivos se tiene una
figura similar pero con la direccién de las soluciones alejandose del origen. A
este tipo de sistema se le conoce como nodo repulsor.

Nodo afractor Nodo repulsor
1 1

Para el caso de los valores propios complejos de la forma A = o £ i las
soluciones estan dadas por

e (m cos Bt + nsenfBt) r+e* (n cos Bt — msen/3t) s.

Observemos que las expresiones dentro de los paréntesis son periédicas y
estdn acotadas. Se puede mostrar que la curva parametrizada por

(m cos St 4+ nsenft) r+ (n cos ft — msen5t) s
es eliptica. Al multiplicar esta expresién por e* se tiene que la magnitud
de cualquier punto de la solucién va ir aumentando si « > 0, y va a ir
disminuyendo cuando o < 0. Las soluciones forman por tanto espirales
atractoras a < 0 y espirales repulsoras en el caso en que o > 0. Para
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aclarar esto veamos con detalle el diagrama de fase de un caso especifico.
Tomemos el sistema

12 1 1
-2 -1 Y2

—~

Y

N~

Y

Su polinomio carcateristico es A\> + (1/2)A + 3/2, de donde es facil obtener
sus valores propios:
1 V23

I il
17"

De acuerdo a la discusién previa debemos obtener espirales atractoras pues la
parte real de los valores propios es negativa. Las siguientes figuras muestran
las isoclinas asociadas a este sistema. En la figura de la izquierda mostramos
las direcciones del movimiento en las cuatro regiones en que queda dividido
el plano, mientras que en la figura de la derecha sélo aparece la direccién
del movimiento a lo largo de las isoclinas. Para obtener esta figura sélo es
necesario observar qué direccion tienen en comin las regiones separadas por
las isoclinas. Puesto que las isoclinas estdn determinadas por las ecuaciones
y; = 0, o bien, y; = 0, las direcciones de las soluciones son verticales u
horizontales.

-

A partir de estas figuras podemos ver que las soluciones deben girar en
el sentido de las manecillas del reloj, pero no es claro que después de cada
giro nos acercamos al origen. Como mencionamos antes, esta informacion
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estd dada por el signo de la parte real del valor propio. Para este ejemplo
las soluciones se van acercando al origen, como se aprecia en la figura.

Espiral alraclora
1 -

\

La clave para distinguir el tipo asociado a un sistema lineal se encuentra
en sus valores propios. Puesto que los valores propios dependen del polinomio
carcateristico

A2 — tr) + det,

resulta posible determinar el tipo de sistema conociendo la traza y el deter-
minante. De hecho, a partir de la férmula

_trt Vir? — 4det
N 2

A

es fécil establecer las condiciones que nos clasifican los cinco tipos:

A >0, \g>0|tr>>4det, tr >0, det >0| Nodo repulsor

A <0, g <0 |tr®>4det, tr<0, det >0| Nodo atractor

A1 >0, Aa<O0 det < 0 Punto silla

a+iB, a>0 | tr2 <4det, tr>0, det> 0 | Espiral repulsora

atifB, a<0 |tr? <4det, tr <0, det> 0 | Espiral atractora

La siguiente figura presenta las cinco regiones asociadas a esta clasifi-
cacion.
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Clasificacion de Sislemas Lineales

Espiral atradlora Espiral repulsora

Nodo repulsor

Punlo silla

Hay algunos sistemas que no se consideran en esta clasificacién. Estos
sistemas se conocen como degenerados y corresponden a los casos que se
sitian en la frontera de estas regiones: det = 0, tr*> = 4det, o bien, tr= 0
y det > 0. El primer caso corresponde a un valor propio cero, el segundo
a los valores propios dobles y el tercero a valores complejos con parte real
cero. En las siguientes figuras mostramos los diagramas de fase de los casos
correspondientes a valores propios dobles y a valores propios complejos con

parte real cero.
Valor propio doble negalivo
.

" ,

Valor propio complejo con parte real cero
1-

En la mayoria de los modelos econémicos no se conoce con precisién los
pardmetros asociados y sélo se dispone de informacion cualitativa acerca de
ellos. Resulta entonces de interés saber qué efectos tienen pequenas pertur-
baciones de los pardametros. Para el caso de los modelos dindmicos lineales,
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conviene observar que las regiones asociadas a los cinco tipos no-degenerados
forman conjuntos abiertos del plano. Una consecuencia de este hecho es que
si el sistema

! a b x

y c d y

cae dentro de una de estas cinco regiones, entonces pequenas perturbaciones
en las entradas de la matriz no cambian el tipo de sistema. Esto se debe a que
cambios pequenos en las entradas producirdn cambios pequenos en la traza
y el determinante de la matriz perturbada. Por otro lado, perturbaciones
en las entradas de la matriz de un sistema degenerado pueden a cambiar la
estructura del sistema dramaticamente. Por ejemplo, si tenemos un sistema
con traza cero y determinante positivo, entonces sus soluciones son periddicas
y forman elipses. Si alteramos muy poco las entradas de la matriz, la nueva
matriz puede caer tanto del lado de las espirales atractoras como del lado de
las espirales repulsoras.

4.3. Linealizaciéon y ecuaciones separables

Veamos ahora cémo aplicar estas ideas para analizar sistemas no-lineales.
Consideremos el sistema

¥ = 05r+y—0,5
y =at—x—y

La isoclina 2’ = 0 corresponde a la recta y = —0,52 + 0,5. Esta recta
divide al plano en dos semiplanos. El punto (2,2) pertenece al semiplano
situado arriba de la recta. Al evaluar la expresién 0,52 +y—0,5 en este punto
se tiene que 2/ = 0,5(2) +2 — 0,5 = 2,5 > 0. De aqui concluimos que en
el semiplano superior a la recta el movimiento es hacia la derecha, mientras
que en el semiplano inferior es hacia la izquierda. La otra isoclina (y" = 0)
consiste de la pardbola y = 22 — x. Esta pardbola abre hacia arriba y cruza
al eje = en el origen y en el punto (1,0). Elijamos un punto en la parte
superior de esta parabola, el (0,1) por ejemplo. Si evaluamos ¢y’ = 22—z —y
en (0,1) tendremos 3y = 02 —0—1 = —1 < 0. Esto nos permite saber
que el movimiento arriba de la pardbola es hacia abajo, mientras que para
los puntos abajo de la pardbola las soluciones se desplazan hacia arriba. La
figura muestra esta informacién.
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1N

Los puntos donde se cruzan las dos isoclinas corresponden a las soluciones
estacionarias ya que estos puntos estdn caracterizados por satisfacer =’ = 0
y ¥ = 0. En este caso hay dos de ellos, el (1,0) y el (—0,5,0,75). Por las
direcciones del movimiento alrededor de (1,0) podriamos sospechar que en
sus alrededores se comporta como un punto silla, con una direccién en la cual
las soluciones se acercan a él y con otra direccién en la cual las soluciones se
alejan de él. Para el otro punto estacionario, (—0,5,0,75), se puede observar
un movimiento giratorio alrededor de él. Sin embargo es dificil distinguir si
los giros nos acercan o alejan del punto.

El teorema de linealizacién de Hartman-Grobman que a contin-
uacién presentamos nos permite analizar el comportamiento de los sistemas
no-lineales en una vecindad de sus puntos estacionarios. Si (a,b) es un punto
estacionario aislado del sistema

xr = f(x,y)
y = g(z,y),

entonces el sistema lineal asociado se obtiene al reemplazar las funciones
f y g por sus aproximaciones de Taylor de primer orden alrededor de (a, b):
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La matriz asociada a este sistema es la matriz jacobiana evaluada en (a, b)

fe  fy
9z Gy
El teorema de linealizacién afirma si el sistema lineal asociado es no-

degenerado, entonces cerca del punto estacionario (a,b), el sistema original
y el sistema lineal asociado tienen el mismo comportamiento.

Theorem 36 Supongamos que (a,b) es un punto estacionario aislado del
sistema

T = f(xay)
Y = g(z,y).

Si el sistema lineal asociado es no-degenerado, entonces en una vecindad de
(a,b) el sistema original y el lineal son cualitativamente equivalentes.

La importancia de este teorema radica en la dificultad extrema que en
general se tiene para resolver explicitamente los sistemas no-lineales. FEl
teorema es una herramienta muy valiosa cuando se requiere analizar la es-
tabilidad y el comportamiento de un sistema de ecuaciones alrededor de un
punto estacionario. Veamos como aplicar el teorema en el ejemplo que es-
tamos analizando. Ya observamos que los puntos estacionarios son (1,0) y
(—0,5,0,75). La matriz de derivadas parciales es

0,5 1
20 -1 -1
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que tiene traza —0,5 y determinante 0,5 —2x. Al evaluar en (1, 0) el determi-
nate resulta negativo por lo que el sistema lineal asociado es un punto silla.
En la siguiente figura se muestran algunas soluciones alrededor de este punto
estacionario. Observemos en particular que las rectas de vectores propios
correspondientes a los subespacios estable e inestable se han doblado. Estas
curvas reciben el nombre de variedad estable y variedad inestable.
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El determinante en el caso del punto (—0,5,0,75) es 1,5. Asi, tenemos
traza negativa y determinante positivo. El sistema lineal puede ser un nodo
atractor o una espiral atractora. Para ello calculamos

tr? —4det = 0,25 — 6 < 0.

Los valores propios son por tanto complejos y el sistema corresponde a una
espiral atractora.
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Example 37 Modelo Depredador-Presa

Durante la segunda década del siglo pasado se dio un hecho curioso que
despert6 el interés de un matemadtico italiano, Vito Volterra. Su yerno, Hum-
berto D’Ancona, era bidlogo e hizo un estudio estadistico de las poblaciones
de varias especies en el Mar Adriatico. Para ello recopilé las cantidades
vendidas de peces y de algunos de sus depredadores como tiburones y man-
tarrayas. Durante una década la proporcién de tiburones que aparecian en la
pesca del Mar Adridtico sufrié grandes cambios. La siguiente tabla muestra
el porcentaje de tiburones y mantarrayas en este periodo.

1914 | 1915 | 1916 | 1917 | 1918 | 1919 | 1920 | 1921 | 1922 | 1923
12 21 22 21 36 27 16 15 15 11

Esto significa que en esta década la proporcién de tiburones aumenté
considerablemente y despties disminuy6 hasta regresar a su estado inicial.
D’Ancona supuso que de alguna forma la Primera Guerra Mundial (1914-
1918) era la causante de este fenémeno. ;Coémo pudo influir este hecho en
la ecologia del Mar Adridtico?

Volterra propuso un sistema de ecuaciones diferenciales que reflejase la
interaccién entre dos especies: depredadores y presas. Denotemos por z(t)
a la poblacién de peces (presas) y por y(t) a la de tiburones y mantarrayas
(depredadores). Idealmente la poblacién de peces creceria de forma exponen-
cial en ausencia de depredadores. Sin embargo, este crecimiento es mermado
por los encuentros con sus depredadores. Observemos ademads que el niimero
de encuentros es proporcional al producto z(t)y(t) de las dos poblaciones.
Por otro lado, el crecimiento de la poblacién de tiburones es proporcional a
los encuentros con sus presas. Ademads, la poblacién de tiburones tenderia a
desaparecer en ausencia de peces. Estas ideas dan origen al siguiente sistema
de ecuaciones diferenciales:

xr = axr —bxy
Yy = —cy+dzy
donde a, b, ¢ y d son pardmetros positivos.

Puesto que se trata de poblaciones debemos restringir nuestro andlisis al
primer cuadrante, z(t) > 0y y(t) > 0. Para describir el diagrama de fase
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de este sistema consideramos primero la isoclina 2’ = 0 que corresponde a
ax —bzry = x(a—by) = 0. La isoclina consiste del eje y, asi como de la recta
horizontal y = a/b. Esta isoclina divide al primer cuadrante en dos regiones,
una dénde la coordenada y es pequena y la otra donde y > a/b. Como la
expresién ar — bry = x(a — by) es positiva para valores pequenos de y y
negativa para valores grandes, se tiene que el movimiento de las soluciones
es hacia la derecha cuando y < a/b y hacia la izquierda cuando y > a/b. De
manera andloga se puede ver que la isoclina ' = 0 esta constituida por la
unién del eje x y de la recta vertical x = ¢/d, y verificar que el movimiento
es hacia abajo si x < ¢/d y hacia arriba si x > ¢/d. Toda esta informacion
nos permite elaborar el siguiente diagrama de fase

Modelo Depredador - Presa

- I

Observemos que en el eje horizontal la poblacién de peces crece de forma
constante ya que en este caso no tendrian depredadores. Asimismo, en el
eje vertical la poblaciéon de tiburones tiende a desaparecer por carecer de
alimento. Hay dos puntos de equilibrio o estacionarios: (0,0) y (¢/d, a/b).
El primero de ellos parece un punto silla. Podemos apreciar claramente que
las trayectorias de las soluciones giran alrededor de (¢/d, a/b), pero no es
posible distinguir si al girar las trayectorias se acercan o se alejan del punto
estacionario.

Para analizar el sistema alrededor de los puntos estacionarios empleamos
de nuevo el teorema de linealizacién. La matriz de derivadas parciales toma
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la forma

a—by —bx
dy dr — c

Cuando evaluamos las derivadas en el punto (0,0) obtenemos una matriz
diagonal con entradas a y —c. Esta matriz tiene determinante negativo y
el sistema lineal asociado es un punto silla como habfamos conjeturado. Al
evaluar en el punto (¢/d, a/b) se obtiene

0 —bc/d
ad/b 0

Sin embargo esta matriz tiene traza cero y determinante positivo. El sis-
tema lineal asociado resulta degenerado y no podemos aplicar el teorema de
linealizacion.

Existe afortunadamente otro recurso para analizar los sistemas no-lineales
basado en el método de las ecuaciones separables. Supongamos que una curva
solucién puede expresarse como la gréfica de una funcién de la variable z,
digamos que y = y(z). Asi, y(t) = y(z(t)). Al derivar con respecto a t so
obtiene por la regla de la cadena que

dy dydx
dt — dxdt’

Si ahora despejamos dy/dz se llega a

dy  dy/dt
dr  dx/dt’

Si reemplazamos finalmente dy/dt por —cy + dzy, y a dx/dt por ax — bxy,
obtenemos la ecuacién diferencial

dy  —cy+dry
dr  ax — bxy

que afortunadamente resulta ser separable:

dy (dz—c) y
dr = a—by
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Después de simplificar esta ecuacién equivale a

(g —b)dy = (d . 5) dz.

X

En la ecuacion anterior debemos restringirnos necesariamente a puntos donde
las dos coordenadas son estrictamente positivas. Integramos de ambos lados
para obtener

aln(y) — by = dx — cln(x) + k,

que podemos reescribir como
cln(z) — dz + aln(y) — by = k.

Podemos entonces deducir que las soluciones de nuestro sistema de ecuaciones
coinciden con las curvas de nivel de la funcién u(z, y) = cln(z) —dz+aln(y)—
by. {Cémo son las curvas de nivel de esta funcién? Observemos primero que
los puntos criticos de u son precisamente los puntos estacionarios del sistema
original ya que las parciales

umzf—d y uy:g—b
z Y

se anulan tnicamente en el punto (¢/d, a/b). Ademds, como la matriz Hes-
siana es

c
Ugg uxy 2 0

Uyg  Uyy

La matriz es definida negativa en todo el primer cuadrante y por tanto la
funcién u resulta ser céoncava en todo el primer cuadrante. Aun sin conocer
con detalle la gréfica de u sabemos su dnico punto critico (¢/d, a/b) es el
mé&ximo absoluto en el primer cuadrante y es siempre céncava. Sus curvas
de nivel corresponden a la interseccién de planos horizontales de altura k con
la grafica de u y son por lo tanto curvas cerradas. La siguiente figura nos
muestra este hecho.
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Curvas de nivel deu

Ahora si podemos describir con detalle el diagrama de fase del sistema
Depredador-Presa:

Modelo Depredador - Presa

liburones '

i |

Del diagrama de fase se observa que las poblaciones de peces y tiburones
alternan periodos donde ambas crecen, una crece y la otra decrece, o bien,
ambas decrecen. Estos ciclos estan determinados por como varfa la propor-
ciéon de unos respecto a los otros. Por ejemplo, cuando hay pocos peces
decrece la poblacién de tiburones y cuando hay pocos tiburones aumenta la
poblacién de peces. De estos ciclos se tiene que la poblacién de peces oscila
alrededor de ¢/d, asi como que la poblacién de tiburones oscila alrededor de
a/b. El punto estacionario representa las poblaciones promedio de ambas
especies.

D’Ancona supuso la disminucién de la actividad pesquera a raiz del con-
flicto bélico era la causante de las alteraciones en las proporciones de las
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poblaciones. ;Cémo afecta entonces la pesca a las poblaciones? Es fdcil
incorporar al modelo anterior una actividad pesquera moderada modificando
el sistema de ecuaciones. Con pesca moderada se tiene

!/

= (a—€)x — bry
= —(c+e)y+dry

/

donde como efecto de la pesca hemos disminuido un poco la tasa de crec-
imiento de los peces y aumentado la tasa de decrecimiento de los tiburones.
Este modelo es en esencia idéntico al modelo sin pesca, siempre y cuando
a — € siga siendo positivo. Sin embargo, el promedio de ambas poblaciones
se desplaza ahora a ((c+e€2)/d, (a—¢€;)/b). Asi, en promedio, como resultado
de la pesca moderada aumenta el promedio de peces y disminuye el promedio
de tiburones, un hecho que no es ficil de justificar sin la ayuda del modelo.

Example 38 Modelo de estabilizacion inflacionaria

En este ejemplo presentamos la dindmica del modelo de estabilizacién
inflacionaria de Norman P. Obst [8]. En este trabajo, Obst analiza el efecto
de diferentes politicas monetarias sobre el indice inflacionario.

El mecanismo de ajuste inflacionario propuesto por Obst estd dado por

p/ =h |:1 - @] )
Mg
donde p denota la tasa de inflacién, h es una constante positiva y, Mp y
Mg representan, respectivamente, la demanda y oferta de la moneda. Para
comprender el significado de esta ecuacién, observemos primero que la razén
Mp /Mg representa una medida del exceso de demanda de la moneda. Asi,
la expresién

resulta positiva cuando la oferta es mayor que la demanda monetaria, y neg-
ativa cuando la demanda es mayor que la oferta. Obst supone que un exceso
de oferta de moneda produce entonces una elevacién en la tasa inflacionaria,
mientras que un exceso de demanda produce una disminucién de la tasa de
inflacién. Resulta interesante observar que, en este modelo, el equilibrio del
mercado monetario no implica estabilidad en el nivel de precios P, sino una
tasa de inflacién constante.
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Obst supone ademds que la demanda de dinero es proporcional al pro-
ducto nacional nominal,

MD:CLPQ,

donde a es una constante positiva y () representa el producto nacional.
Si denotamos por p a la razén Mp/Mg, entonces yu = aPQ /Mg por lo
que su tasa de cambio de es

!/
L~ i)
PQ M
BRCRTE
=p+tqg—m.

En esta iltima expresion, ¢ denota la tasa de crecimiento del producto na-
cional y m la tasa de expansién monetaria nominal. Estas ecuaciones son
equivalentes al sistema

po= plp+q—m)
p=h(1-p).

Tomaremos en este modelo la tasa ¢ de crecimiento del producto nacional
como exdgena y anlizaremos el sistema (4) bajo dos politicas monetarias
diferentes.

La politica monetaria convencional recomienda ajustar la tasa de expan-
sién monetaria para neutralizar la inflacion:

m =m(p), con m/(p) <O0.

El sistema resulta entonces
p = pp+q—mp))
p = h(l—p).

Describamos primero a la isoclina ¢/ = 0. Es claro que p = Mp/Mg es
positivo. Como la funcién —m(p) es creciente, también lo es p — m(p) + q.
Denotemos por p* a la raiz de esta funcién.



154CAPiTULO 4 SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

La isoclina p' = 0 estd dada entonces por la recta horizontal p = p*. De
esta figura ademas es claro que p/ = u(p + ¢ — m(p)) es positivo si p > p*.
El movimiento serd entonces hacia la derecha arriba de la isoclina y hacia la
izquierda abajo de ella.

La otra isoclina, p’ = 0 corresponde a la recta vertical ;4 = 1. Ahora
es facil ver que las trayectorias suben cuando p < 1 y bajan si p < 1. La
siguiente figura muestra el diagrama de fase de este sistema.

Polilica Moentaria Convencional

L
|
_I-—I‘—l

Las soluciones giran alrededor del punto estacionario (u,p) = (1,p*). Al
igual que en el caso del modelo depredador presa no se puede distinguir si al
girar las soluciones se acercan o alejan de (1, p*). Para linealizar este sistema
consideramos la matriz de derivadas parciales

p+q—m(p) p—pm(p)
—h 0
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y la evaluamos en (i, p) = (1,p*). La matriz que se obtiene es

0 1-—m(p")
—h 0

degenerada ya que su traza es cero y su determinante es h(1 —m/(p*)) > 0.
Como no se puede aplicar el teorema de linealizacién trataremos de aplicar
el método de las ecuaciones separables. La ecuacién resultante es

dp  h(1—p)

dp p(p+q—m(p))

que al separar expresamos como

(p+q—m(p))dp=h G - 1) dp.

Después de integrar vemos que las soluciones del sistema corresponden a las
curvas de nivel de la funcién

2
p
u(p, p) = by — hin(p) + -+ qp — M(p),
donde M es una antiderivada de la politica monetaria m(p). La funcién u
tiene como tnico punto critico a (i, p) = (1,p*) y es convexa puesto que al
ser m'(p) < 0 su matriz Hessiana

;% 0
0 1-m/(p)

es siempre definida positiva. El punto (u,p) = (1,p*) es el minimo de u y
las soluciones resultan curvas cerradas. Esto implica que la politica conven-
cional da origen a ciclos donde la inflacién oscila alrededor de p*. Ademas, el
mercado monetario alterna periodos donde la oferta monetaria es mayor que
la demanda, y otros donde la demanda resulta mayor que la oferta.

Para lograr un mejor manejo de la inflacién Obst propone una politica
monetaria basada en la tasa de cambio del indice inflacionario:

m =m(p’), con m/(p") <D0.
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El sistema es ahora

p = p(p+q—mh(l—p)))
ph=h(l-p).

Para determinar el diagrama de fase de este sistema observemos primero
que la isoclina p’ = 0 corresponde de nuevo a la recta vertical up = 1. La
isoclina ' = 0 esta definida implicitamante por la ecuacién

p+q—m(h(l—p)=0.

Despejando p y derivando con respecto a p se tiene

dp
— = —hm/(h(1 — u)) > 0.
0 (h(1 = p))
Esto implica que la isoclina es ahora la gréfica de una funcién creciente.
Politica Monetania Aemaliva
p
p‘_
1 n

El diagrama de fase sugiere que el equilibrio es ahora estable. De hecho,
la matriz del sistema lineal asociado

hm'(0) 1
—h 0

tiene traza negativa y determinante positivo. Aplicando el teorema de lineal-
izacién se tiene que la solucién estacionaria resulta estable. Para distinguir
si se trata de espirales atractoras o nodos atractores observamos primero que

tr? — 4 det = h*m/(0)> — 4h = h(hm/(0)* — 4).
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Cuando los cambios en la politica monetaria son moderados, se tiene que
hm'(0)? < 4 y las soluciones son espirales atractoras. Se forman ciclos amor-
tiguados y en el largo plazo la inflacién tiende a p* y el mercado monetario
tiende al equilibrio (4 = 1). El modelo indica también que si se adoptase una
politica monetaria agresiva con m’(0) grande en valor absoluto, se tendria un
nodo atractor y se tenderfa al punto de equilibrio sin oscilar.

4.4. Ecuaciones de orden superior y sistemas
de ecuaciones

Las férmulas de la ecuacion lineal de segundo orden y las de los sistemas
lineales son tan semejantes que resulta natural preguntarnos cuédl la razon
detrds de este hecho. Mostraremos ahora que en realidad estos conceptos
son equivalentes. Para ello veamos primero cémo expresar uno de ellos en la
forma del otro por medio de un "Diccionario Ecuaciones de Sequndo Orden
- Sistemas 2 x 2". Supongamos primero que deseamos traducir el sistema

' = ax + by
y =cr+dy

a una ecuacién de segundo orden. Para ello despejamos y de la primera
ecuacion

1, a
=0 — -2
YT T
y derivamos con respecto a t
1 a
/ — _xll _ _fL'/.
YT T
Igualamos ahora con la segunda ecuacion del sistema de forma que
1 " a /
-2 — -1 = cr+d
b" b Y

1
= cx—i—d(gx'—%x).

Finalmente, al multiplicar por b obtenemos la ecuacion

" — (a4 d)z" + (ad — be)xz = 0.
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Observemos que los coeficientes de z/ y x son la traza y el determinante
del sistema lineal, por lo que la ecuacién caracteristica de esta ecuacién es
idéntica a la del sistema original.

Veamos ahora cémo traducir una ecuacién lineal de segundo orden

2 +ar’ +bxr =0
a un sistema. Nececitamos introducir una nueva variable, y() la cual suponemos
que satisface
y=1a,
por lo que al derivar respecto a ¢t nos da
yl — (El/‘
Al sustituir estas expresiones en la ecuacién de segundo orden llegamos a
Yy +ay+bxr =0.
La ecuacién produce entonces el sistema
=y
y = —bxr — ay.
La matriz asociada a este sistema es
0 1
—b —a
y tiene como ecuacion caracteristica a
M 4+al+b=0,

que es precisamente la ecuacién caracteristica de la ecuacién con la que
comenzamos.

Este "diccionario"nos permite resolver sistemas lineales empleando las
férmulas de las ecuaciones de segundo orden, asi como resolver ecuaciones de
segundo orden empleando las férmulas de los sistemas de ecuaciones. Desde el
punto de vista de la biisqueda explicita de la solucién no hay simplificaciones
importantes al aplicar uno u otro método. Sin embargo, desde un punto de
vista geométrico el poder analizar cualitativamente un sistema de ecuaciones
por medio de su diagrama de fase puede arrojar en ocasiones informacion
importante.
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Example 39

Consideremos la ecuacién no-lineal 2’ + 3z’ + (22 — 1)z = 0. Es claro que
tiene tres soluciones estacionarias, t = 0, —1 6 1. A pesar de la no-linealidad
es posible transformar esta ecuacién en un sistema equivalente. Para ello
introducimos la variable y(t) con y = 2’. Entonces,

/ "

y =
= 32" — (2 — 1)z
= -3y — (2% — 1)
Asi, el sistema asociado es
=y

y = x(1—2%) — 3y,

que también resulta no-lineal. A pesar de que es dificil encontrar sus solu-
ciones explicitas, podemos tratar de analizarlo por métodos cualitativos. La
isoclina 2/ = 0 es el eje z, mientras que la isoclina 3y’ = 0 corresponde a la
curvay = x(1—2?)/3 = (z —2%)/3. La siguiente figura muestra su diagrama
de fase.

L ~ L
N = 323 =~

-

Los puntos estacionarios del sistema corresponden a los puntos estacionar-
ios de la ecuacién original: (0,0), (—1,0) y (1,0). El (0,0) parece un punto
silla y los puntos (£1, 0) parecen espirales. Para comprobar esto linealizamos
alrededor de cada uno de ellos. La matriz de derivadas parciales es

0 1
1—322 -3
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Al evaluar en (0,0) da lugar a

0 1
1 -3

que tiene determinante negativo y efectivamente corresponde a un punto silla.
Por otro lado, para los puntos (£1,0) debemos estudiar la matriz

0 1
-2 =3

cuya traza y determinante son —3 y 2. Como ademds tr? —4det = 9—8 > 0
se tiene que estos puntos son nodos atractores. Esta aparente contradiccion
con la geometria del diagrama de fase se debe a que las distancias en los ejes
x y y aparecen muy distorsionadas en el diagrama de fase. De aqui podemos
concluir que si partimos de una solucién cercana a la solucién estacionar-
ia (0,0) tenderemos a alguna de las otras dos soluciones. En la siguiente
figura mostramos las trayectorias de dos soluciones con condiciones iniciales
(z(0),y(0)) = (z(0),2'(0)) iguales a (0,35,0,06) y a (—0,25,0,06). Una de
ellas converge a (1,0) y la otra a (—1,0) por encontrase en diferentes lados
de la variedad estable.

! ! ! LoL _
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[ [ loal i U v 7 ¢
[ [ [ v 71 N\
[ [ [ [ r 7
Lol 1 Y| {7 101 f /
Vol ; ool | 11 1\
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4.5. Ejercicios

1. Encuentra la solucién de las siguientes sistemas de ecuaciones diferen-
ciales.
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Y1 1 2 (%1 11(0) 2
(a) , = ) =

Ys 4 3 Yo 12(0) -5

/ 2 3 0 4
(b) yll _ (i | y1(0) _

Y -4 =2 Yo y2(0) 6

i -1 -18 v y1(0) 6
(C) . oy s fry

Ys 1/2 -1 Y2 92(0) 3

! 4 -1 0 -3
@ yll _ U1 | y1(0) _

Y -3 2 Yo 12(0) -1

Z/i -1 0 U1 3/1(0) 1
(e) , = ) =

Y2 2 -3 Y2 12(0) 3

2. Encuentra la solucién general de los siguientes sistemas.

! 6 —2 10
(a) U _ Y1 "
Y 2 2 Yo -2
! 4 2 2
(b) h _ Y1 n
A 3 3 Yo 3

3. Elabora el diagrama de fase de cada uno de los sistemas de la pregunta
1. Establece claramente las isoclinas y la direccién en que se mueven las
soluciones. Traza la trayectoria de la solucién asociada a la condicién
inicial. Traza ademds los subespacios de valores propios caso de que
los valores sean reales.

4. Elabora el diagrama de fase de cada uno de los sistemas de la pregunta
2. Establece claramente las isoclinas y la direccién en que se mueven
las soluciones. Traza ademds las rectas asociadas a los valores propios
cuando éstos sean reales. Observa que en este caso las rectas deben
pasar por el punto punto estacionario y deben tener la direccién de los
vectores propios.
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5. Demuestra que en el modelo de competencia duopdlica el equilibrio de
Cournot es siempre un nodo atractor.

6. El precio y la demanda de un bien se ajusta de acuerdo a las siguientes

ecuaciones:
p=2D-25)
1
R §(p —200)

D = 1200 — 0,5p

(a) Reduce este modelo a un sistema de dos ecuaciones diferenciales en
las variables p y S.

(b) Encuentra la solucién general de este sistema.
(c) Determina el comportamiento a largo plazo de p(t), S(t) y D(t) si
en cierto momento p(tg) = po y S(to) = So.

7. Considera el sistema no lineal

/

= z+y®— 16y
y = x—2y—24
(a) Elabora el diagrama de fase sefialando las isoclinas, puntos esta-
cionarios y direcciones del movimiento.
(b) Determina la naturaleza de los puntos estacionarios.
(c¢) Determina el comportamiento en el largo plazo si (2(0),y(0)) =

(49,12).

8. Comnsidera el sistema no lineal

/

P =x+y* -1

/

Yy = xy+ z?

(a) Elabora el diagrama de fase senalando las isoclinas, puntos esta-
cionarios y direcciones del movimiento.

(b) Clasifica los puntos estacionarios.

(c) Analiza el comportamiento en el largo plazo si z(0) = 1y y(0) = 0,5.
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9.

10.

11.

Considera el modelo de competencia de dos especies en un mismo hébi-
tat dado por el sistema

¥ = ar — bxy

y = my—nzy
(a) Elabora el diagrama de fase senalando claramente las isoclinas y la
direccién en que se mueven las soluciones.

(b) Encuentra las soluciones estacionarias y emplea el teorema de lin-
ealizacion para clasificarlas.

(c) Demuestra que genéricamente una de las dos especies desplazara a
la otra.

(d) Analiza qué sucede en el largo plazo si z(0) = m/n y y(0) > a/b.

El siguiente modelo considera el mercado de un bien donde la demanda
del bien estd dada por ¢ = b — mp y la oferta por ¢ = kp. Analiza el
sistema

p' = ap(b—mp—q)

¢ = cq(kp —q)

donde todos los pardmetros a,b,c,k y m son positivos. Observa que
el factor ap en la primera ecuacién incorpora el efecto de la inflacién
general en el precio del bien, mientras que el factor cq en la segunda

ecuacion proviene de la inercia del crecimiento general de la economfa.

(a) Es razonable suponer que tanto p como ¢ son estrictamente positi-
vas. Elabora el diagrama de fase senalando claramente las isoclinas y
la direccién en que se mueven las soluciones.

(b) Demuestra que sélo tiene una solucién estacionaria y que ademds
es estable.

Analiza el sistema de ecuaciones diferenciales del modelo de Obst cuan-
do la tasa de expansién monetaria permanece fija:

!/

po= pp+q—m)
p=h(l-p).

Observa que bajo este supuesto tanto ¢ como m resultan constantes.
Determina qué sucede en el largo plazo si (u(0),p(0)) # (1, m — q).
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12. En cada uno de los siguientes sistemas elabora su diagrama de fase
y demuestra que sélo tienen un tnico punto estacionario. Emplea el
teorema de linealizacién o el método de las ecuaciones separables para
determinar la naturaleza de éste.

13. Para cada uno de los sistemas de la pregunta 2 encuentra la ecuacién
diferencial lineal de orden 2 asociada. Resuelve esta ecuacién y compara
tu solucién con la solucién dada por los métodos matriciales de este
capitulo.

14. Considera la ecuacién diferencial de segundo orden z” = x + 22

(a) Encuentra un sistema de ecuaciones diferenciales equivalente a esta
ecuacion.

(b) Elabora el diagrama de fase de este sistema. Encuentra los puntos
estacionarios del sistema y clasificalos. Si es necesario emplea el método
de las ecuaciones separables para determinar la naturaleza de los puntos
estacionarios.

(c)Analiza el comportamiento a largo plazo si z(0) = 0,1 y 2/(0) = 0,2.




Capitulo 5

Teoria de control

Los métodos desarrollados en los dos capitulos anteriores nos permiten
analizar una gran variedad de fenémenos donde las variables evolucionan
a través del tiempo. En estos modelos nuestro papel fue de observadores
o analistas que desean explicar el entorno econémico. Al igual que en el
caso de la programacién dindmica, en este capitulo volveremos a asumir el
papel de agentes econémicos importantes cuyas acciones a lo largo del tiempo
repercuten en la evolucién de otras variables. La teorfa de control es una
herramienta valiosa para determinar cémo ajustar nuestras acciones a través
del tiempo con el fin de alcanzar un fin especifico.

5.1. El Principio del Maximo de Pontrjagin

La campana presidencial de 1992 que llevé a Bill Clinton a la Casa Blanca
se debi6 en gran medida a la sugerencia que uno de sus asesores politicos,
James Carville, resumi6 en la ahora famosa frase "It’s the economy, stupid".
Asi, Clinton y sus asesores centraron gran parte del debate presidencial en
la recesion que afectaba a la economia norteamericana en ese momento. El
siguiente modelo de Nordhaus [7] determina qué acciones econémicas debe
seguir un gobierno para maximizar las posiblidades de ganar la siguiente
eleccién y asf continuar en el poder.

La reelecién de un partido se debe en gran medida al desempeno econémi-
co que se tenga durante su periodo en el poder. Las dos variables que mayor
impacto tienen en el elector comiin y corriente son la tasa de desempleo
U y la tasa de inflacién p. Aqui supondremos que el electorado toma en

165
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consideracién unicamente a estas dos variables a través de una funcién

v(U, p)

que mide la intencién de voto favorable al partido en el poder. Es natural
suponer que las derivadas parciales de esta funcién v satisfacen

vy <0y v,<0

yva que el elector percibe a estas variables como males y no como bienes.
Supondremos asimismo que esta funcién es cuasicéncava por lo que sus curvas
de nivel se ven como las de la siguiente figura.

Canva de nivel de v

Desemplen

Observemos que entre més cercanos estemos al origen la funcién v sube
de valor. De esta forma, al considerar un segmento de recta que una a dos
puntos de una misma curva de nivel se tiene que la funcién v toma valores
mads altos en los puntos centrales de este segmento. Esto indica que el elector
prefiere situaciones con inflacién y desempleo moderados (puntos centrales) a
situaciones donde una de estas variables es muy pequena y la otra es grande
(puntos extremos del intervalo).

La inflacién y desempleo estdn sujetas a la relacion de Phillips

p=¢U)+an,

donde 7 denota a la inflacién esperada, a es una constante con 0 < a < 1,
y como la relacién entre p y U es inversa se supone que ¢’ < 0. Se tiene
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ademds el supuesto de expectativas adaptativas sobre el comportamiento de
la inflacién esperada
7 =b(p—m)

con b > 0. Al combinar estas dos ecuaciones se tiene
' =b(e(U) - (1 —a)m).

Empleando la relacién de Phillips también es posible expresar la funcién de
intencién de voto en términos del desempleo y la inflacién esperada:

v(U,p) = v(U,o(U) + ar).

Denotaremos por w(U,7) a esta expresiéon. Supongamos que el gobierno
puede controlar en cualquier momento la tasa de desempleo U(t) mediante el
uso de politicas fiscales y monetarias. Denotemos por ¢ = 0 el momento en
que el partido toma el poder y por 7" el momento de la nueva eleccién. La in-
tencién de voto a favor del partido en el poder varia lo largo del periodo [0, T']
ya que la inflacién esperada y la tasa de desempleo cambian constantemente.
Para promediar la intencién de voto en el intervalo [0, 7] consideramos una
particién

O=to<ti <---<t,=T
y elegimos un instante representativo Ee[ti,l, t;]. Sila longitud del subinter-
valo [t;_1,t;] es pequena, entonces la tasa de desmpleo y la tasa de inflacién
esperada varfan poco y w(U(%;),7(f;)) representa con bastante fidelidad la
intencién de voto en todo el subintervalo. La suma

Zw(U(tAi), m(t:))(t — tio)

es una medida de la intencién de voto acumulada. Observemos que las lon-
gitudes de los subintervalos actiian como ponderadores, dando mayor peso a
los subintervalos de tiempo més grandes. Esta ponderacién tiene el incon-
veniente que no toma en consideracién la escasa memoria de los electores.
Para ello multiplicamos por un factor de memoria e’ que le da m4s peso a
los subintervalos cercanos al momento de la eleccién y un menor peso a los
subintervalos del inicio del gobierno. De esta forma, la suma

n

> w(UE), m(B))e" (t; — ti-1)

=1
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nos proporciona una buena medida de la intencién de voto acumulada a
lo largo del intervalo de gobierno. Aun el estudiante con escasa memoria
reconocerd esta expresiéon como una suma de Riemann. Asi, al tomar el
limite cuando la norma de la particién tiende a cero, la integral

/0 w(U(t),n(t))edt

representa la intencién de voto al momento de la eleccién.
El partido en el poder desea entonces encontrar la politica U(t) que max-
imice la integral anterior sujeta a

™ =b(o(U) - (1 —a)7)

y a una condicién terminal como 7(7) = mr cuando la inflacién esperada
terminal estd predeterminada, o bien, 7(7") libre cuando no importante el
estado final de la inflacién esperada.

Este es un ejemplo de un problema de control. De forma general, un
problema de control consiste en determinar la politica u(t) que

maximice / F(t), u(t), t)dt

sujeto a ' = g(x,u,t), con x(a) = x4, y x(b) = xp, o bien, z(b) libre.
La funcién xz(t) es la variable de estado y la funcién u(t) es la variable de
control. Observemos que la eleccién de cualquier politica u(t) determina
de forma indirecta a la variable de estado mediante la ecuacién diferencial
' = g(z,u,t). Esta ecuacién se le conoce como ecuacién de transicién
o ecuacién de evolucién. Cualquier pareja de funciones (x(t),u(t)) que
satisfaga la ecuacién de transicién se le llama admisible. El problema de
control consite por tanto de encontrar la pareja admisible que maximiza la
integral.

La herramienta principal para para analizar un problema de control es el
Principio del Maximo de Pontrjagin [9]. A continuacién aprovechare-
mos la semejanza con los problemas de programacién dindmica en tiempo
discreto para dar un esbozo de cémo surge este método.

Si tomamos una particién

a=tg<t1 <---<t,=0b
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del intervalo [a, b], podemos representar el problema de control arriba descrito
como el problema de determinar la politica ug, uq, ... u, que

n

maximice Z [z, ug, t)

t=1
sujeto a x4 — 2y = g(xy, uy,t), ro dado y alguna de las condiciones ter-
minales z,, dada, o bien, x, libre. Aqui u; y x; representan a los valores
u(ty) y z(ty) de las variable de control u y de estado = en el punto t; de
la particion. Observemos que se ha reemplazado a la derivada de x por la
diferencia x;,; — x;. La ecuaciéon de Bellman asociada a este problema de
programacion dindmica estd dada por

V() = max{ f(zy, us, t) + Vg1 (0041) )
Ut
De aqui obtenemos las condiciones de primer orden
0 = fulze,u,t) + ‘/t/+1($t+1)gu(xtaut>t)
V() = ful@e, u,t) + ‘/;/.5_1(1’15-1-1)(91:(1% ug, t) +1).
Si ahora denotamos a V(x;) por A, estas ecuaciones pueden expresarse como
0 = ful@e, g, t) + Ney19u(Te, ug, 1)
Ar1 — A = = fal@, ug, 1) — Ng1Ga (@0, g, t).
Al tomar particiones cada vez mads finas se llega a las siguientes condiciones:
0 = fulz,u,t) + A(t)gu(z,u,t)
N(t) = —folz,u, t) — XNt)ge(z, u,t).
Recordemos que ademds debe satisfacerse la ecuacién de transicion 2’ =

g9(x,u, ).
Una forma conveniente de recordar estas tres condiciones es por medio
de la funcién Hamiltoniana

H(z,u, M\ t) = f(z,u,t) + XNt)g(z, u, t).

En términos de H la primera condicién equivale encontrar u que maximice
H, mientras que las otras dos condiciones dan origen al sistema de ecuaciones
diferenciales

N = —H,
.%'/ = H)\.

El Principio del Maximo de Pontrjagin resume esta discusién:
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Theorem 40 (Pontrjagin) Supongamos que x*(t) y u*(t) son soluciones a

b
méx/ flx(t),u(t), t)dt

sujeto a ¥ = g(x,u,t), x(a) = x, y ya sea que x(b) = xp, o que sea libre.
Entonces eziste una funcion \(t) tal que si

H(z,u,\t) = f(z,u,t) + \t)g(z, u,t)

se tiene
i) H(x*(t),u(t), A(t),t) toma su maximo en u*(t).
i) A(t), z*(t) y u*(t) son solucion del sistema de ecuaciones diferenciales

N = —H,
fL‘/ = H)\

con x(a) = x, y alguna de las condiciones finales x(b) = xp, o bien, A\(b) =0
en el caso x(b) libre.

Este principio se puede también emplear para problemas de minimizacion.
Para ello basta que u*(¢) minimice H (z*(t),u(t), A\(t),t). En el sistema de
ecuaciones diferenciales aparece en general la variable u. A menudo es conve-
niente emplear la condicién de optimizacion de H para despejar u en términos
de X\ y = y reescribir el sistema de ecuaciones empleando tinicamente a las
variables A y x. A continuacién presentamos un par de ejemplos sencillos
para mostrar cémo utilizar este principio.

Example 41

Encontrar el valor extremo de

/01 (o +2) dt

sujeto a 2’ = —u, x(0) = 0y (1) libre.
La funcién Hamiltoniana es H = x + u?> — M. Para encontrar dénde H
alcanza sus valores extremos con respecto a u tomamos

H,=2u—\=0.
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Observemos que H,, = 2 > 0 indica que u*(¢) minimiza a H. Observemos
asimismo que eligiendo u(t) convenientemente se puede ver que la integral
puede alcanzar valores arbitrariamente grandes. El sistema de ecuaciones es

N = -1

¥ = —u.

De la minimizacién de H se tiene u = (1/2)\, de modo que el sistema es
equivalente a

N o= -1
¥ = —(1/2)\.
La forma mas simple de resolver este sistema es integrando la primera ecuacién

para obtener que A(t) = —t + A. Reemplazando en la segunda ecuacién e
integrado de nuevo se tiene ahora que

1 A
x(t) = Zt2 —St+B

Para determinar las constantes empleamos la restriccion z(0) = 0, asi como
la condicién final A\(1) = 0. De esta forma se tiene que la solucién éptima se
alcanza con

2 (E) = }l(tQ—Qt), W (t) = %(1—@ v OAB) =1t

El valor minimo de la integral es entonces
1 1 /42
1 1 t 1 1
“(=2t)+—(1—1t)* ) dt = — —t+ - )dt=——.
I R e L N CR L

Example 42

Maximizar

/01 (20 — 3u) dt

sujeto a ' =z + u, (0) = 4, x(1) libre y u(t)e[0, 1].
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La funcién Hamiltoniana es ahora
H = 2z —3u+ ANz + u)
= 24+ Nz + (A= 3)u.
Como H es lineal en u, por lo que no podemos aplicar la condicién de primer
orden H, = 0 para maximizar. De hecho, H resulta creciente como funcién

de u cuando A — 3 > 0 y decreciente cuando A — 3 < 0. En la siguiente
figura presentamos estos dos casos.

Hinealenu

A-3>0

A-3<0

Es claro entonces que el valor méaximo se alcanza en alguno de los ex-
tremos. Asi, si A(f) > 3 entonces u*(t) = 1, mientras que si A(f) < 3 se
tendrd u*(t) = 0. Conviene recalcar que cuando la funcién Hamiltoniana
es lineal en u, sélo es posible maximizarla cuando la variable u estd acota-
da. Asi, en este problema la integral puede tomar valores arbitrariamente
grandes si se elimina la restriccién de que u(t)e[0, 1]. Debemos ahora resolver
el sistema

N o= —A—2

¥ = x+u.

La solucién de la primera ecuacién es () = ce”* — 2. La constante ¢ queda

determinada por la condicién A(1) = 0, ya que se debe cumplir
cel—2=0

de modo que ¢ = 2e y A(t) = 2¢! " —2. Una vez que conocemos \ estamos en
condiciones de encontrar u*(t). Para ello sélo debemos determinar si A(t) > 3
6 A(t) < 3. Busquemos primero cuando A(t) =3 :

2! T —2=3 & =5/2



5.1 EL PRINCIPIO DEL MAXIMO DE PONTRJAGIN 173

por lo que al aplicar logaritmo natural a ambos lados tenemos ¢ = 1 —
In(5/2) ~ 0,08. Como ademds A(t) = 2e!™" — 2 es decreciente, se tiene por
tanto que

1 st t<0,08
0 si t>0,08

u*(t) =

Para determinar la trayectoria x(t) consideramos primero la ecuacién z’ =
z+1conz(0)=4y0<t<0,08. Asi, z(t) = 5e' — 1. Para los valores de
t entre 0,08 y 1 debemos considerar la ecuacién 2’ = x con condicién inicial
2(0,08) = 5e%% — 1 para garantizar que = sea continua. Se tiene por tanto
que x(t) = ce' y que la constante ¢ satisface

008 — 5,008 _ |
De aqui se obtiene que ¢ = 4,077. Resumiendo,

Set —1 si 0<t<0,08
4,077et si 0,08<t<1

¥ (t) =

Retomemos de nuevo el modelo de Nordhaus para maximizar la intencién
de voto en una eleccién. Se desea encontrar U(t) que maximice

/0 o(U, $(U) + am)e?dt

sujeto a
7 =b((U)— (1 —a)r), 7(0) =m y =(T) libre.

Supodremos que
v(U,p) ==U*=hp y ¢(U)=j—kU.

Las constantes p, b, h, 7, k son positivas y ademds 0 < a < 1. Sustituyendo
estas funciones se debe maximizar

T
/ (=U? — hj + hkU — har)edt
0

sujeto a 7’ = b(j — kU — (1 — a)m). De aqui formamos

H = (=U? — hj + hkU — har)e” + \b(j — kU — (1 — a)7).
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Procedemos primero a maximizar H. Para ello tomamos la parcial de H
respecto a U e igualamos a cero:

(—2U + hk)e” — Akb = 0.

Despejando U se tiene

k
U= §(h — Abe™"). (5.1)
Como Hyy = —2et < 0 se estd efectivamente maximizando. Debemos ahora
resolver el sistema
N = —H,
71'/ = H)\.

La primera ecuacién

N = (1 —a)b\ + hae”
resulta lineal de primer orden y su solucién general es

ha
ANt)=cet0-t ot
®) p—>b(1l—a)
Para simplificar la notaciéon denotemos a la constante p — b(1 — a) por M.
La funcién A queda entonces descrita por

ha
—e
M

A(t) = celr™ Mt 4 o,

El valor de la constante ¢ se obtiene de la condicién terminal

ha
MT) = celP=MT 4 —erT —
(T) = ce + i
Despejando se tiene
—h
="
por lo que
O (et — elot+MT-0))
M

_ ha (1 MTD)
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Sustituyendo esta expresion en 5.1 se llega a

k ha

Ur(t) = (h— e (1= ") be™)
= %(M —ab(1- eM(T_t))
= %(M — ab + abeMTY)
= %(p — b+ abeMT),

Para comprender mejor el significado de esta férmula observemos que

dU™*(t khab
dt( ) _ 2@ (eM(T—t)) <0

por lo que U*(t) es decreciente. Una vez que se tiene la expresién de la tasa
de desempleo U(t), se pueden emplear los supuestos que relacionan la tasa
de desempleo con las tasas de inflacién esperada e inflacién real para obtener
las férmulas de 7(¢) y p(t). La siguiente figura muestra cémo evolucionan
las sendas 6ptimas de la tasa de desempleo y de la tasa de inflacién en este
modelo.

0.06-

0055

0.05-

0045
0 1 2 3 4 5
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5.2. Condiciones de transversalidad

En el modelo de maximizacién de intencién de voto que presentamos en la
seccién anterior supusimos que al final del periodo de gobierno 7(7") era libre,
esto es, podria tomar cualquier valor. Esta condicién puede interpretarse
que en el més puro estilo maquiavélico el objetivo del gobierno es buscar
permanecer en el poder sin tomar en consideracién el estado en que se deja
a la economia al final del periodo. Podriamos sin embargo pensar que un
gobierno méds responsable buscard igualmente permanecer en el poder, pero
que establece un valor final 7y para la inflacién esperada al momento de
la eleccién. Asimismo, en regimenes parlamentarios donde el partido en el
poder puede convocar a elecciones anticipadas se podria suponer que se debe
igualmente alcanzar una meta 71, pero que se desea encontrar el momento 7’
en que debe convocar a elecciones con el fin de maximizar la posibilidad de
permanecer en el poder. En todos estos casos el partido en el poder buscard
maximizar

T
/ v(U, p(U) + ar)edt
0

sujeto a " = b(p(U) — (1 — a)w), w(0) = m. Sin embargo, se podrian
considerar diferentes escenarios para la condicién terminal:

7(T) libre, T' dado | 7(T) = np, T dado | ©(T') = 7y, T libre

En las siguientes figuras se muestran diferentes funciones admisibles para
cada uno de estos casos.

inflacion hinal ibre, T dado inflacién final dada, T dado
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%o

inflacion final dada, T ibre

El Principio del Méximo se aplica indistintamente para resolver cualquiera
de estos problemas. Asi, en todos ellos se define la funcién Hamiltoniana

H = f+ \g, se obtiene la funcién de control u* que maximiza H y se analiza
el sistema de ecuaciones

N = —H,

l’/ = H A-
La solucién éptima asociada a cada condicién terminal se obtiene de-
terminando las constantes de la solucion del sistema mediante las llamadas

condiciones de transversalidad. En el siguiente cuadro presentamos las
condiciones de transversalidad que se usan con més frecuencia.

Condicion terminal | Condicion de transversalidad

z(T) libre, T dado ANT)=0
z(T) = zr, T dado z(T) = zr
o(T) = 27, T libre H(z(T),w(T),\T), T)=0
z(T) = xr
AT) 20, x(T) >y
x(T) > xp, T dado MNT)[z(T) —zr] =0

Este caso sélo para maximizacién

A continuacién presentaremos una serie de problemas dénde se muestra

como se emplean estas condiciones y algunas de las dificultades que pueden
surgir.
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Example 43 Problema del tiempo minimo

Se desea encontrar la politica u(t) que lleva a la variable x de un valor
inicial 2y a una meta final z7 en el tiempo minimo posible si ' = g(z,u, t).
Para interpretar este problema como un problema de control representamos
el tiempo como una integral definida:

T
/ dt=t|f =T-0=T.
0

Consideremos en particular el problema de llevar en tiempo minimo la tasa
de inflacién p(t) de p(0) = 0,06 a p(T') = 0,02 si p’ = 02(p — U) y las
autoridades pueden elegir la tasa de desempleo U(t)e[0,03, 0,08]. Se debe
por tanto resolver el problema
T
Min / dt
0

sujeto a p’ = 0,2(p — U), p(0) = 0,06, p(T") = 0,02 y T libre. La funcién
Hamiltoniana

H=1+02\(p—U) =1+0.2\p—0,2\U

es lineal en U, y como estamos minimizando es fécil ver que
0,08 si A(t) >0
0,03 si A(t) <0

U™(t) =

El sistema de ecuaciones asociado es

N = —H, =—02\
P = Hy=02(p-U)

Al resolver la primera ecuacién se llega a \(t) = Ae %%, Para determinar el
control éptimo U*(t) empleamos la condicién de transversaliadad

H(p(T),U(T),\(T),T) = 14 02MT)(p(T) = U(T))

= 14 0,2X\(T)(0,02 — U*(T))
= 0.
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Observemos que independientemente de si U*(t) toma el valor 0,08 6 0,03, la
expresién 0,02 —U*(T) es siempre negativa por lo que A\(T) = Ae™ %7 resulta
positivo. Por tanto, A > 0y en consecuencia \(t) = Ae~%?* > ( para toda t.
Esto establece U*(t) = 0,08 para todo tiempo t. La segunda ecuacién toma
entonces la forma

p =0,2p— 0,016

cuya solucién general es
p(t) = Be™ +0,08.
Como la tasa de inflacién inicial es 0,06, se debe satisfacer
p(0) = B + 0,08 = 0,06,
de donde se deduce que B = —0,02. Asi,
p(t) = 0,08 — 0,02¢%%,

y en particular,
p(T) = 0,08 — 0,02e**" = 0,02.

Al despejar T de esta ecuacién se llega a que el tiempo minimo es T =
5In(3) ~ 5,49. Como méds adelante nos referiremos a este ejemplo vamos a
determinar el valor de la constante A. Como A\(T) = Ae T se tiene que
A(51n(3)) = A/3. Sustituyendo en la condicién H(p(T'),U(t), \(T),T) = 0
se obtiene

1+ 0,2X(T)(p(T) — U*(T)) = 1+ 0,2A(0,02 — 0,08)/3 = 0.

De aqui es inmediato ver que A = 250. Por lo tanto, A(t) = 250e~%2¢.
En el siguiente ejemplo presentamos un problema donde la condicién ter-
minal es del tipo x(T") > zp, T dado.

Example 44

Un monopolio tiene una funcién de costos dada por c(z) = 0,522 + 2,
donde z(t) es la tasa o ritmo de produccién por unidad de tiempo. Por
ejemplo, si x(t) fuese constante, digamos z(t) = 5 en el intervalo [to, 1],
entonces la produccién alcanzada en este periodo seria de 5(ty — t;). De
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forma mds general, si la tasa de prduccion fuese variable, la produccién del

periodo [ty, t1] seria
t1
/ x(t)dt.
to

Supongamos que el precio del bien satisface la ecuacion

Observa que el término (1/16)p representa el efecto de la inflacién general en
el precio del bien. ;Cuadl es la trayectoria de produccién éptima si se desea
incrementar el precio del bien p de 42 en el tiempo 0 a cuando menos 44 en 2
periodos de tiempo? Se debe por tanto encontrar la politica de produccion
x(t) en el periodo de produccién [0, 2] que maximice

2
/ (px — 0,52% — 2)dt
0

sujeto a
1 3
= —p— —x—2 0) =42 2) > 44.
P'= 16"~ 125°% , p(0) y p(2) >
La funcién Hamiltoniana es
1 3
H =px — 2_9 —p— —x —
px — 0,5z +/\(16p 55° )

Recordemos que la variable de estado es la que estd determinada por la
ecuacién diferencial y en este caso corresponde a p. Debemos entonces pro-
ceder a maximizar H con respecto a la variable de control x. La condicién
de primer orden

3
Hy—p—z——)=
P=T= 758
nos permite expresar x en términos de A y p:
3
rT=p——
P 108

Al sustituir esta expresén en el sistema

1
N'= —H,=—r— )
, 1 3

p AT 1P T 128"



5.2 CONDICIONES DE TRANSVERSALIDAD 181

se llega a

% ~5/128 -1 A 0
I 9/16384 5/128 | \ p ~1

Su solucién general es de la forma

A 2, [ —128
= me32 + ne 32 —+
P 9 1 40

La condicién de transversalidad es ahora
A2) >0, z(2)>44 y A2)(x(2) —44) = 0.

Los valores de las constantes m y n se obtienen empleando alguna de las
siguientes condiciones: p(0) = 42 y A\(2) = 0, o bien, p(0) = 42 y p(2) = 44.
En el primer caso es necesario ademds verificar que se cumpla p(2) > 44,
mientras que en el segundo se requiere \(2) > 0. Si consideramos el primer
caso debemos resolver el sistema

—128eY6m, — 128¢ V165, — 1024 = 0
O +n+40 = 42.

Al resolver las ecuaciones se llega a

8 4 2¢~1/16 —72 — 2¢~1/16
T 9e-1/16 _ p1/16 Y n= 9c—1/16 _ ,1/16°

m

Debemos ahora verificar que se cumpla p(2) > 44, pero con estos valores se
tiene que p(2) = 43,38. Tenemos que considerar entonces la segunda opcién,
esto es, incrementar la produccién de 42 a 44 y verificar A\(2) > 0. El sistema
de ecuaciones correspondiente es

O9m +n+40 = 42
916 4+ e 1/160, 4+ 40 = 44.

Ahora
2e-1/16 _ 4 4—9e1/1

m= 9(e~1/16 — 1/16) Y = ST6 — 1/t6




182 CAPI{TULO 5 TEORiIA DE CONTROL

Con estos valores se tiene A(2) = 517,92 > 0. La solucién éptima esta por
tanto dada por estos valores de m y n. La siguiente figura muestra cémo se
incrementa la produccién con estos valores.

ki N

0 1 2
I
— Semda de producciin

Example 45 Maximizacion de beneficios

Una empresa desea establecer su plan de inversién con el fin de maximizar
sus beneficios. Si la tasa de depreciacién del capital es de 1/2 y denotamos
por K(t) al stock de capital y por I(¢) a la inversién bruta, entonces la
inversién neta puede expresarse como

K’:I—EK.
2

La empresa desea maximizar el total de sus beneficios

T ]2
/ K—K?— —dt
0 2

en el periodo [0, 7] contando con un capital inicial K (0) = 13/9. Deseamos
analizar las diferencias en las trayectorias ¢ptimas de I(t) y de K(t) bajo
tres condiciones terminales diferentes:

a) T =4, K(4) libre.
b) T =4, K(4)=6/9.
c) T libre, K(T)=16/9.
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El planteamiento del problema es idéntico para cualquiera de los tres
casos. Se define la funcién Hamiltoniana

, I? 1
H=K-K 5 +\(I-3K

y se maximiza con respecto a la variable de control:

Se trata efectivamente de un méximo ya que H;; = —1 < 0. De aqui se
obtiene que I = \. El sistema

N = —Hyg = —(1-2K — (1/2))\)
K = Hy=1-(1/2)K

que después de sustituir / por A se reduce a

% 12 2 A ~1
= -
K’ 1 —1/2) \ K 0

Su solucién general es

2 IET | 2/9
= mez2 +ne 2 + ;
K 1 1 4/9

de modo que al tomar en consideracién la condicién inicial comin K (0) =

13/9 se tiene

n +4 13
m+n-+ - =—.
9 9

Luego, n = 1 — m. Reemplazando esto en la solucién produce

At) = m [Qe%t + e*%t} — e 4 2/9

N

K(t) =m [e t—e*gt] +e 2t +4/9.

Para determinar el valor de m se requiere de aplicar la condicién de transver-
salidad asociada a cada caso.
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a) T =4, K(4) libre.
La condicién de transversalidad correspondiente es A\(4) = 0, por lo que
A4)=m[2e° +e %] —e®+2/9=0.
De aqui se deduce que
e ®—-2/9
m=———.
26 46

Con este valor se tienen expresiones explicitas para K (t), A(t) e I(t). Con
estas expresiones es posible obtener los beneficios 6ptimos

4 ]2
/ K — K? — —dt = 0,622,
0 2

asi como el stock de capital final K(4) = 0,337.
b) T=4, K(4) =6/9.
Para determinar m debemos considerar
KA4)=m[e® —e®] +e®+4/9=6/9.
Ahora
_ 2/9 —e6

6 _ 6
por lo que los beneficios 6ptimos son

4 12
/ K — K? — —dt = 0,514,
0 2

que como es de esperarse resultan ser menores que en el caso K(4) libre.
c¢) T libre, K(T) =6/9.

La condicién a considerar en este caso es H(K(T"), I(T'), \(T"),T') = 0. Procedemos
entonces a reemplazar las expresiones

At) = I(t) =m [2e%t + e’%t} — 34 9/9

K(t) =m [e%t - e_%t} te 3 +4/9.
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en H=K - K? — % + A ([ - %K ) . Resulta verdaderamente sorprendente
que al simplificar esta expresién se obtenga simplemente

H(t)—g(m2—m+%).

Observemos que se cancelaron todos los términos en que aparece t y, de
hecho, H es constante. Al igualar H = 0 se tienen dos valores posibles para

m:
~9+65 ~ 9—165
R T
En el primer caso K (t) es creciente y como K (0) = 13/9, entonces no existe
un valor 7' > 0 con K (7') = 6/9. Para el segundo valor de m se puede ver que
K decrece un poco en el intervalo [0,0,97] para después volverse creciente.
Sin embargo, el valor minimo alcanzado es aproximadamente 0,89 por lo
que con este valor de m tampoco tiene solucién K(7') = 6/9. Esto parece
sugerir que el problema con K(7T) = 6/9 y T libre no tiene solucién. Para
entender qué esta sucediendo evaluamos los beneficios 6ptimos asociados a
las condiciones terminales K (7') = 6/9 con diferentes valores de 7" dados. La
siguiente tabla muestra algunos de los resultados obtenidos.

my ma

T 2 4 | 8| 32 | 128 | 1024
Jy K — K2 —Zdt | 0.098 | 0.514 | 1.4 | 6.73 | 28.1 | 227.2

Observemos que el valor 6ptimo correspondiente a T’ = 4 es el que obtuvimos
en el caso b). Es claro de la tabla que la integral alcanza valores mas grandes
cuando ampliamos el horizonte [0, 7] por lo que no existe un valor de 7' que
maximice esta integral con K(7') = 6/9. Cabe sefialar que para el manejo
algebraico y numérico de este ejemplo nos ayudamos de una computadora.

En el ejemplo anterior senalamos que resulta asombroso el hecho de que
el Hamiltoniano evaluado en las soluciones éptimas se mantenga constante

H(K*(t), I*(t), \*(t),t) = g (m2 —m+ %) :

. Es esto mera coincidencia o es posible explicarlo? Consideremos en general
el problema de maximizar

T
/ F(su, t)dt
0
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sujeto a ' = g(x,u,t). Supongamos que :U*(t) *(t) y A*(t) son soluciones
6ptimas y tomemos la derivada (total) de H* = H(x*(t),u*(t), \"(t),t) con
respecto a t:

dH* OH* OH* OH* oOH*
— $*, _|_ u*/ )\*/
dt ox ou o\ ot
OH*
— _)\*/ */ */)\*/
"+ 04+ 2 + En
B OH*
ot

Si en particular el problema es auténomo, es decir, tanto f como g no
dependen explicitamente de t, entonces el Hamiltoniano

H = f(wvu) + /\g<x7u)

tampoco depende explicitamente de ¢, y por tanto,

dH*_aH*_O
a ot

Este hecho es relevante cuando el problema tiene al tiempo final 7" libre ya
que si la solucién 6ptima satisface H(x*(T),u*(T), \*(T),T) = 0, entonces
H(x*(t),u*(t),\*(t),t) = 0 para cualquier valor de t. Esto demuestra el
siguiente resultado.

Proposition 46 Si el problema de control es auténomo y H*(t) = H(x*(t), u*(t), \*(t),t)
representa a la funcion Hamiltoniana evaluada en la solucion éptima (x*(t), u*(t), \*(t),t),
entonces H*(t) es constante. Si ademds la solucion dptima proviene de una

condicion terminal con tiempo final libre, entonces

H*(t)=0
para toda t.

En el ejemplo del problema de tiempo minimo para llevar la tasa de
inflacién de 0.06 a 0.02 se tenfa

H=1+02\p—"U).
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Las soluciones 6ptimas que obtuvimos son p*(t) = 0,08 — 0,02¢%% U*(t) =
0,08 y A(t) = 25792, Al sustituir estas expresiones en la férmula de la
funcién Hamiltoniana se tiene

H = 14 50e”%% (0,08 — 0,02¢"* — 0,08)

1-1
=0

como era de esperarse de la proposicién anterior.

5.3. Calculo de variaciones

La programaciéon dindmica y la teorfa de control se desarrollaron hace
poco més de cincuenta anos. La programacion dindmica se originé en los Es-
tados Unidos por las ideas de Bellman, mientras que de manera simultanea,
la teoria de control surgié en la Unién Soviética bajo la gufa de Pontrja-
gin. Sin embargo, desde el surgimiento del célculo a fines del siglo XVII ya
se habian logrado avances sobre la buisqueda de funciones que son solucién
de problemas de maximizacién o minimizacién. Uno de los problemas méds
famosos de la época fue el de la braquistécrona o curva de descenso méds
rapido. La cuestion fue propuesta por Johann Bernoulli en 1696 y consistia
en determinar la curva que debe seguir una particula que se mueve en un
plano vertical de un punto A a otro punto B més bajo sélo bajo la fuerza
de la gravedad. Este problema atrajo la atencién de varios de los grandes
matemadticos del momento y fue resuelto por cinco de ellos: Newton, Leib-
niz, Jacob Bernoulli, L’Hopital y el propio Johann Bernoulli. Medio siglo
después, a mediados del siglo XVIII el genio de Euler generalizé las ideas
de los hermanos Bernoulli y desarrollé el cdlculo de variaciones que es un
caso particular de la teoria de control.

La formulacién general de un problema de célculo de variaciones consiste
en determinar la funcién z(t) que maximiza

/O fz(t), 2'(t),t)dt

sujeta a x(0) = x¢ y a una condicién terminal como z(7") = x7, o bien, z(T)
libre.
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Euler encontré que la solucién x debe satisfacer una ecuacién diferencial
de segundo orden. A continuacién veremos como obtener esta ecuacién trans-
formando el problema de cdlculo de variaciones en uno de teoria de control.
Para ello simplemente se toma 2’ = u = g(z,u,t). La funcién Hamiltoniana
asociada es

H = f(z,u,t) + \u.

Por el principio del maximo la solucién debe satisfacer

)\/ - _Haz = _fac

= Hy, =u.

La condicién de transversalidad es z(7T") = 7, o bien, A(T) = 0 en el caso
que z(T') sea libre.

De la condicién de maximizaciéon de H se tiene que A = —f,. Derivando
con respecto a t se tiene

d
N=—"F,
ar!

de modo que al igualar con la primera ecuacién del sistema y reemplazar u
por z’ se tiene que

d
i x’:O-
I dtf

Esta es una ecuacién de segundo orden y se le conoce como ecuacién de
Euler. Lasolucién x debe satisfacer esta ecuacién diferencial. Las constantes
asociadas a esta ecuacién se pueden determinar empleando la condicién inicial
z(0) = x¢ y alguna de las siguientes condiciones de transversalidad:

Condicion terminal | Condicién de transversalidad

x(T) libre, T dado for li=r =0
x(T) = zr, T dado z(T) = zr
(f - aj/f:c/) ‘t:T =0

x(T) = zp, T libre

z(T) = ar
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El célculo de variaciones conserva mucha importancia por su sencillez y
por la gran diversidad de modelos a los que se aplica. El siguiente ejemplo
lo analizaremos bajo los dos puntos de vista.

Example 47

Se desea encontrar z(t) que minimice
1
/ 2+ (a') dt
0

sujeto a £(0) =0y z(1) = > — 1.
Como un problema de célculo de variaciones se tiene f(x,2',t) = 2% +
(/). En este caso se tiene que

fxzzx y f$/:2l’/,

por lo que la ecuacién de Euler asociada es

d d
— —fy = 22— —272'
= 2x — 22"
= 0.
tenemos entonces una ecuacién lineal de segundo orden homogénea, x” —x =
0. Su solucién general es

x(t) = me' + ne™".
Para obtener el valor de las constantes consideramos el sistema

z(0) = m+n=0

(1) = me+ne =€ —1

del cual se deduce que

La solucién es por lo tanto
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Abordemos el mismo problema ahora con los métodos de la teorfa de control.

Se desea minimizar )
/ 2% + uldt
0
sujeto a ' = u, x(0) = 0y z(1) = € — 1. En este caso H = z* + u? + \u.
De la condicién de maximizacion se obtiene
H,=2u+X=0
que permite expresar u = —(1/2)\. Se tiene ademds el sistema

N = =2z
¥ =u=—(1/2)\

que en lenguaje matricial es
N 0 -2 A
x -1/2 0 x
De aquti es facil ver que

A -2 -2

y en particular,
w(t) = et — et

El valor de las constantes se establece igual que en el caso del cédlculo de
variaciones.

Example 48 Modelo de Ramsey continuo

Para su formulacién original en 1928 Ramsey [10] consideré una funcién
de produccién y = f(k) con tnico factor de produccién, el stock de capital k.
Se tiene ademads rendimientos decrecientes a escala, asi que f' >0y f” < 0.
Supuso ademds que el producto se distribuye entre consumo, inversién neta
y reposicién de capital depreciado, es decir,

f(k) =c+ Kk + k.
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Para planear la inversiéon de forma 6ptima las autoridades eligen una funcién
de utilidad social u(c) con v’ > 0y u” < 0. Al despejar ¢ de la ecuacién
anterior se tiene que ¢ = f(k) — k' — 0k y el problema que las autoridades
deben considerar es elegir la senda éptima de capital k(t) que maximice la
utilidad total descontada

/ AR — K Gk)edt

sujeto a k(0) = ko y k(T) = kr.
Conviene conservar la notacién ¢ = f(k)—k'— 0k para obtener la ecuacién
de Euler. En este caso,

0 Ly 40 ot
0= a5k (u(c)e ") — T (u(c)e™"")

k
"(c) (f'(F)
"(c) (f'(K)
Multiplicando la ecucién por e y asociando los términos con u’'(c) se llega a

u'(c) (f'(k) =6 —p)+u"(c)d =0.

d l —pt
l(0) (1) e

Ye Pt +u(e)d et — pu'(c)e

"(k) — &) e " —
"(k) =0

u
= Uu

Si ademds suponemos que la funcién de utilidad es de la forma

I
u(e) = 75,

con 0 < # < 1. En la siguiente figura mostramos un par de funciones de
esta familia donde resulta claro que el pardmetro 6 representa la aversién al
riesgo.

>0,
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Esta funcién de utilidad satisface

—0

u'(c)=c? y u'(c) = —fhc 1

de modo que al sustituir en la ecuacién de arriba y simplificar se obtiene
c(f'(k)—0—p)—0d =0.
Como ademds ¢ = f(k) — k' — dk, se tiene el sistema

K = f(k)— 6k —c

= S =5 p)

Analicemos ahora este sistema empleando su diagrama de fase. Debemos
determinar primero la isoclina &’ = 0. Esta corresponde a la curva ¢ =
f(k) — k. Sisuponemos ademds que el producto marginal del capital para
k = 0 es razonablemente grande, esto es, f'(0) > J+ p, al comparar la grafica
f con la recta dk se tiene la siguiente figura, donde los valores k1 y k estan
determinados por f'(k) =0y f(k) = 6k.

s

ik)

&k

kq k k

Observemos que f’ es decreciente ya que f” < 0. Asi, existe k* < kg
con f'(k*) = 6 + p. Denotemos por ¢* a f(k*) — dk*. De aqui resulta facil
describir el diagrama de fase del sistema.
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Ramscy

7
HEN

Kk N k
El sistema posee tres soluciones estacionarias: (0, 0), (k,0) y (k*,c*). Para

analizar el comportamiento de alrededor de estas soluciones consideramos la
matriz de derivadas parciales

F1(k) -6 -1
cf"(k)/0  (f'(k)—3é—p)/0

y evaluamos en los puntos estacionarios. Para (0,0) se tiene la matriz trian-
gular

f'(0) =9 —1
0 (f'(0) =6 —p)/0

con ambos valores propios A\; = f'(0) —d y Ay = (f'(0) — & — p)/0 positivos.
Se trata de un nodo repulsor. El caso de (k,0) es similar ya que la matriz
vuelve a ser triangular

k)= 1
0 (f'(k) =0 —p)/0

pero ahora los valores propios resultan ser negativos. Corresponde por tanto
a un nodo atractor. Finalmente, para el caso de (k*,¢*) la matriz obtenida

fl(k*) =0 -1
c*f"(k:*)/@ 0
tiene como determinante a

C*f/l(k*)

0
7 <
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y es como era de esperarse un punto silla.

N7
7 TN\

k" Nk

Para comprender el significado de algunas de las soluciones supongamos
que se tiene
k* < ko < kr.

El stock de capital debe empezar en kg y crecer hasta que en el tiempo T
tome el valor k7. En la siguiente figura mostramos cémo son las trayectorias
posibles.

Es claro que existen muchas soluciones que empiezan en kg y terminan
en kr. Algunas de ellas corresponden a la parte baja de las curvas solucién
de la figura y en ellas k£ resulta creciente mientras que ¢ decrece constan-
temente. Sin embargo, también se tiene la posibilidad de que la solucién
esté representada por una de las curvas superiores. En este caso ¢ decrece
constantemente, pero el capital primero decrece y despiies vuelve a crecer
hasta llegar a k7. De todas las combinaciones posibles, sélo hay una curva
soluciéon que empieza en ky y termina en kr y a la que le toma exactamente
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T unidades de tiempo en hacer este recorrido. Esta curva es la solucion al
problema de utilidad social éptima.

El modelo de Ramsey puede también ser abordado empleando la teorfa de
control. El problema de control a estudiar consiste en encontrar las sendas
o6ptimas de consumo y capital que maximicen

T
/ u(c)e Pdt
0

sujeta a k' = f(k) — 0k — ¢, k(0) = ko y k(T) = kr. Se define entonces
H = u(c)e " + X\(f(k) — 0k — ¢) y se procede a maximizar H con respecto
al consumo ¢, que es ahora la variable de control. Asi,

H,=u'(c)e ™ — X =0.
Ademés se debe satisfacer el sistema

N = —H,=—=\f'(k) = 9)
K = Hy, = f(k)— 6k —c.

Si despejamos A de la condicién de maximizacién de H y derivamos respecto
a t se tiene

N =u"(c)de P — pu'(c)e .
Igualando las dos expresiones que tenemos para \ se tiene
W () e = pul(e)e " = —A(f'(k) - )
= —u'(c)e "(f'(k) = 9).
Simplificando se llega a

u'(e) (f'(k) =0 = p) + u" () =0

que es precisamente la ecuacién de Euler que habiamos obtenido empleando
cédlculo de variaciones.

5.4. Hamiltoniano en valor corriente

Consideremos el problema de maximizar

1
/ (—2? — 0,5u?)e 2 dt
0
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sujeto a2’ = x+wu, x(0) =1 y =(1) libre. El Hamiltoniano correspondiente
viene dado por H = (—2? —0,5u?)e™ % + \(z + u). Al maximizar H respecto
a la variable de control u se tiene

H,=—ue®4+X=0

que nos permite expresar u como u = Ae?. El sistema de ecuaciones difer-
enciales viene dado por

N = —H, = —\+2ze

¥ = Hy=2x2+u,

pero al reemplazar u por \e** se llega al sistema

N = =X+ 2z

v = e 4 .
Si bien este sistema de ecuaciones diferenciales es lineal, presenta la dificultad
de que algunos de sus coeficientes no son constantes. Aun cuando existen

técnicas para resolverlos, hay una forma sencilla de analizar problemas de
control del tipo

T
méx/ fx,u)e P dt
0

sujeto a &’ = g(x,u), x(0) = z¢ y alguna condicién terminal. Estos proble-
mas son auténomos salvo por el factor de descuento e en el integrando y
aparecen con mucha frecuencia en economia. Para estos problemas la funcién
Hamiltoniana toma la forma

H = f(z,u)e " + Ag(x,u)
y las condiciones del principio del maximo son

fu€ "+ Agy =0

N = —fme_pt — Az
r =g.
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Procediendo de manera anéloga al caso de programacién dindmica definimos
A = Xe! y al Hamiltoniano en valor corriente H como

H = He
= f(z,u) + Ag(x,u)e”

Observemos que el Hamiltoniano en valor corriente H es auténomo ya que
s6lo depende de las variables de estado x y de control u. Es facil verificar que
las condiciones del principio del maximo resultan equivalentes en este caso a

Volvamos al problema
1
méx/ (=2 — 0,5u*)e*'dt
0

sujeto a 2’ = x +u, x(0) =1 y (1) libre. El Hamiltoniano en valor
corriente es H = —x? — 0,5u* + A(x + u). Al igual que con el Hamiltoniano

estdndar debemos primero maximizar H respecto a u. Al derivar respecto a
u tenemos

H,=-u+XA=0
de forma que v = . Las soluciones deben satisfacer

-/

= —H,+2 = —(=2z+)) + 2\
¥ = Hy=2x2+u,

que simplificando produce el sistema lineal

-/

= A+ 2z
= N+
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Su solucién general es

T 1 1

Para determinar las constantes debemos emplear la condicién inicial z(0) = 1
y una condicién de transversalidad. La condicién asociada a x(1) libre es
A(1) = 0, pero como A(t) = A(t)e? es claro que A(1) = 0 si y s6lo si A(1) = 0.
Las constantes m y n satisfacen por tanto

m (\/56““/5) —n <\/§el_‘/§> =0

m+n = 1.

Por tanto,

6(17\/5) 6(1+\/§)
T 0D 1 —va) Y T J0eVR) | V)

5.5. Horizonte infinito

La teorfa de control también nos permite estudiar problemas de maxi-
mizacién con horizonte infinito. Estos modelos tienen sentido practico cuan-
do el efecto de la politica elegida en el futuro lejano es casi nulo, ya que es
dificil de justificar que en el largo plazo las hipdtesis del modelo seguirdn
siendo vilidas. Al considerar problemas del tipo

méx/ [z, u,t)e P dt
0

sujeto a &' = g(z,u,t), ©(0) = xo y (quizds) alguna condicién terminal,
puede resultar que la integral resulta impropia no converja a pesar del factor
de descuento. Para garantizar su convergencia se supone usualmente que las
variables de estado y control estdn acotadas, o bien, que la funcién f(z,u,t)
es acotada.

Para resolver estos problemas se define la funcién Hamiltoniana de man-
era idéntica al caso del horizonte finito y se aplica el principio del méximo de
Pontrjagin. La condicién inicial 2(0) = zy es a menudo suficiente para deter-
minar las constantes del sistema de ecuaciones diferenciales. Cuando esto no
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sucede se debe emplear alguna condicién de transversalidad que nos permi-
ta caracterizar estas constantes. Desafortunadamente esta cuestion es muy
sutil y hay cierta controversia en cuanto la generalidad de estas condiciones.
Sin embargo, en la mayorfa de los casos sencillos es aconsejable emplear las
siguientes condiciones:

Condicion terminal | Condicion de transversalidad

lim z(t) libre th’m A(t) =0

t—o00

lim H (2(T), w(T), \(T),T) = 0
limz(t) = zp teo

foo 1th’rn z(T) = or
tlimx(t) > xp, th'm)\(t) >0
tligloa:(t) > xp tlim At)(x(t) —xp) =0

Este caso sélo para maximizacién

Example 49

Se desea encontrar ¢(t) que maximice

/ In(c)e *dt
0

sujeto a
¥=rz—c z(0)=0>01y th z(t) libre.

Supondremos ademds que tanto z(t) como c(t) estdn acotados y p > r > 0.
Tomamos

H=1In(c)e ™+ \(rz —c).
La condicién de maximizacién de H viene dada por
et

Ho=——XA=0
C
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que nos permite expresar ¢ en funcién de A,
e rt
c(t) = ——.
(2) Q)
Por otro lado, el sistema asosicado es

N = —r)

P =rx—-c
De la primera ecuacién sabemos que
)\(t) = Koe_”

y por tanto se tiene
c(t) = Kqelm=Pt,

donde la constante K; = 1/K,. La segunda ecuacién del sistema es entonces
2 —rr = —Ke" Pt
Su solucién es por tanto

K
o(t) = Kye't 4+ =L,
P

Como r — p < 0, se tiene que

oo st Ky >0
tlirilo:r:(t)z 0 si Kb=0
—o00 st Ky <0

Asi, de la hipé6tesis de que z(t) sea acotada deducimos que K3 = 0. Del valor
inicial del problema obtenemos que K; = bp. De esta forma,

1
=—e
bp

—rt

z(t) = be" Pt c(t) = bpe Py A(2)
Finalmente debemos verifuicar la condicién de transversalidad

1
lim A(¢) = lfim —e "™ = 0.

t—o00 t—o00 P



5.5 HORIZONTE INFINITO 201

Example 50

Consideremos el mismo problema de encontrar ¢(t) que maximice

/ In(c)e *dt
0

sujeto a &’ = rz — ¢, (0) = b > 0, p > r > 0, pero ahora con una condi-

cién terminal diferente, digamos que 1th’m x(t) = zp > 0. Sin embargo, ya
—00

habiamos observado que independientemente del valor de K se tiene que las

tnicas opciones para el limite de z(t) cuando ¢ tiende a infinito son oo, 0 6

—oo. Esto implica que no existen soluciones con limz(t) = xp > 0.

t—o00

Example 51

Consideremos ahora el problema de minimizar

/ 0,5u?e Ptdt
0

sujeto a &’ = ue ", x(0) =0 y

limz(t) > M,

t—o0
con 2r > p >0y M > 0. Para emplear la condicién de transversalidad es
necesario cambiar el problema a uno de maximizacion:

oo
max / —0,5u’e " tdt.
0
Se define entonces la funcién Hamiltoniana como H = —0,5u?e™"t 4+ \ue™"t.

Debemos primero maximizar H respecto a U, asi que H, = —ue "'+ e " =
0. Al despejar u tenemos u = \el"*. Consideramos ahora el sistema

N =-H,=0
¥ = Hy,=ue .
De la primera ecuacién vemos que A(t) debe ser constante, digamos A(t) = A.
Entonces, u(t) = Ae?™ y 2/ = Aelr=27t Al integrar la tltima ecuacién
respecto a t llegamos a

A

t) = (=21t L B,
x(t) py 57.¢ +
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A partir de la condicién inicial z(0) = 0 vemos que

A

B =
2r —p

)

por lo que
A

:27"—,0

x(t) (1 — elP=27t),

Para determinar la constante A debemos considerar una de las condiciones

th'm At)=0 6 th'mx(t) = M.
Como A(t) = A, la primera condicién implicaria que x y u serfan idénticamnte
cero y
limaz(t) =0 < M.

t—o0
Es entonces razonable pensar que el éptimo se tiene al tomar
A

limz(t) = =M
t—o0 2r —p

Por tanto, A = M (2r — p),

z(t) = M(1— @0 u(t) = M(2r — p)e™™" y A(t) = M(2r — p).
Es facil verificar que estas funciones satisfacen la condicién de transversalidad

limz(t) > M, th At) >0y th'm A(t)(z(t) — M) =0.

t—o0

5.6. Ejercicios
1. Encuentra las funciones z(t),u(t) y A(t) que resuelven los siguientes
problemas.

(a) Maximizar

/01 (20 — u?) di

sujeto a ' =z +u, (0) = 0, z(1) libre.

(b) Maximizar

2
/ (qu — u2) dt
0
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sujeto a &’ = x4+ u, x(0) = 1, x(2) libre.

(c¢) Minimizar
1
/ (2 + u?) dt
0
sujeto a &’ = u — z, x(0) = 4, x(1) libre.

(d) Minimizar
1
/ (z+ u2) dt
0

sujeto a &’ = —u, x(0) = 0, x(1) libre.

/01(1—u2)dt

sujeto a &’ = x4+ u, x(0) = 1, x(1) libre.

(e) Maximizar

(f) Maximizar

/04 (2:(: —u2) dt

sujeto a &’ = 0,5u, £(0) = 0, =(4) libre.

(g) Maximizar
3
/ 2xdt
0

sujeto a ' =z +u, £(0) =5, x(3) > 8, u(t)e0, 1].

(h) Minimizar

X

1
sujeto a ' = v +u, z(0) =1, z(1) =

T
/ 2 + uldt
0

sujeto a &’ = u, x(0) =1, x(T) = 2, T libre.

=]

2dt
0.

(i) Minimizar

203

2. Encuentra el tiempo minimo que se requiere para bajar la tasa de in-
flacion p(t) de p(0) = 0,04 a p(T) = 0,02 si p' = 0,1(p — U) y las

autoridades pueden elegir la tasa de desempleo U(t)e[0,05, 0,1].
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. Encuentra el tiempo minimo 7" que se requiere para llevar z(t) de z(0) =

laz(T)=4si2' =z+uyu(t)e-1,1].

1
/ uldt
0

sujeto a ' =z +u, (0) =0, x(1) > 3.

. Minimiza

. Encuentra la senda 6ptima de consumo y la senda 6ptima de capital

asociada al siguiente problema de Ramsey sin descuento:

2
méx/ In(c)dt
0
sujeto a k = ¢+ k' + 0,5k, k(0) = 100, k(2) = 140.

. Una empresa se compromete a entregar un pedido de 10,000 unidades

en una unica entrega. Si x(f) denota al stock diario del producto,
entonces x'(t) representa la tasa de produccién diaria. Los costos de
la empresa comprenden tanto a la produccién como al almacenaje,
c(z,2') = (4,5)2" + 2x. Determina el costo minimo asf como el tiempo
en que se deben producir las 10,000 unidades si el stock inicial es z(0) =

0. Observa que debes
779
ml'n/ (—x'Q + 2x) dt
0 2

sujeto a z(0) = 0, z(T) = 10,000, T libre. Este problema puede
ser abordado tanto por el cdlculo de variaciones como por la teoria
de control. Recuerda que para emplear los métodos de la teoria de
control debes introducir la variable de control v = 2’. El Hamiltoniano
correspondiente es entonces

9
H:§u2+2x+)\u.

Considera el caso de la empresa anterior donde ahora se compromete a
entregar el pedido en a mds tardar 6 meses. Para esto minimiza

180 9
/ (—x'2 + Qx) dt
0 2

sujeto a £(0) = 0, (180) = 10,000 compara con el caso con 7" libre del
problema anterior.



5.6 EJERCICIOS

8.

10.

Resuelve el siguiente problema empleando el Hamiltoniano en valor

corriente y con el Hamiltoniano estandar:

8 ]2
méx/ (2K — —)e "odt
0 2

sujeto a K’ = —0,5K + I, K(0) = Ky, K(8) libre.

Emplea el Hamiltoniano con valor corriente para maximizar

/ In(c)e "dt
0

sujeto a

¥=re—c z(0)=b0>0, p>r y th'mx(t) libre.

Se supone ademds que el consumo y el stock de capital estan acotados.

Emplea el Hamiltoniano con valor corriente para maximizar

/ (z — 0,5u2)e"/?dt
0

sujeto a
' =u—05z, z0)=xz y lfm z(t) libre.

La commedia é finita
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