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Introduccion

Las siguientes paginas contienen una coleccién de 100 ejercicios de Teoria de
la Medida e Integracién de Lebesgue. Una gran cantidad de ellos estan acompa-
nados con sugerencias que a mi juicio son suficientes para su soluciéon, aunque no
necesariamente son el inico camino hacia ella. También debo mencionar que he
procurado no incluir ejercicios estandar, lo que ha convertido este trabajo en uno
que requiere de un lector que conozca bien la teoria. En términos gastronémicos,
se trata del postre, més que del aperitivo.

Se incluye al final una bibliografia recomendada que contiene atin més ejer-
cicios.

Deseo hacer patente mi agradecimiento a Javier Sagastuy, por su paciente

labor.

ITAM Febrero de 2013

Dr. Guillermo Grabinsky S.






Ejercicios

1.

3.

Una clase no vacia M C P(X) se dice que es monotona (en el sentido de
Halmos) si para cualquier sucesion creciente (o decreciente) (E,) C P(X)
se tiene: Up2 | F,, € M (N2, B, € M). Pruebe:

a) Todo o—anillo es una clase monétona, y todo anillo que sea clase
monétona es un o—anillo.

b) La interseccion arbitraria de clases monotonas es una clase mondtona.
(NOTA: Esto nos permite considerar la clase monotona generada por
una subclase E C P(X) denotada M(E)).

. Sea R un anillo, entonces M(R) = S(R).

(Sugerencia: Por 1. a) M(R) C S(R); para la otra contencion es suficien-
te probar que M(R) es un o—anillo. Proceda como sigue: para F' C X
defina: K(F) ={ECc X :E—-FF—-E,EUF € M(R)}. Pruebe que
K(F) es una clase monétona que contiene a R y asi M(R) C K(F'). Note
que E€EK(F) < FeK(E)Y FeM(R)yY E € K(F). Concluya
el resultado.)

(NOTA: El siguiente corolario es llamado en ocasiones el lema de las clases
mono6tonas. COR: Si M es una clase monétona y M D R, entonces

M D S(R). Este resultado da lugar a un método alternativo, con fre-
cuencia muy util, para verificar que una clase de conjuntos constituye una
o—algebra).

a) Sea S C P(N) una oc—algebra. Pruebe: existe una particion a lo méas
numerable P C S tal que S = S(P).
(Sugerencia: Para cada n € Nsea S,, = {E € S : n € E}. Defina
una relacion de equivalencia en N X N poniendo n ~ m <= m €
EV E € S,,. Denote por [n] la clase de equivalencia de n. Considere
P ={[n]:neN}.)

b) Pruebe que la particion P es tinica salvo por el orden de los elementos.

c) Sea S C P(N) una o—algebra infinita y P = {A,}72, la particion
numerable tal que S = S(P). Pruebe: f : N — R es S—medible
< f=>"¢cuxa, conc, €R.



10.

11.

Sea f € M+ (X,S). Pruebe que \/f € M+(X,S) usando (y probando) la
1
siguiente identidad: \/a = B inf,cq {E + 7’}.
r

(Sugerencia: Considere ¢ : (0,00) — R dada por ¢(z) = iz y derive).
x

Generalice a otras potencias.

Sea (X, S) un espacio medible y f,g: X — R S—medibles. Si
H :R xR — R es continua, entonces h(z) = H(f(x),g(x)) es S—medible.

Sea f :[0,1] x [0,1] — R continua en cada variable. Pruebe que f es Borel
medible.
£(0,x2) sis=0

(Sugerencia: Defina F(") (s, z) = (k -1 ) : (k -1 k ] (k=

—z ) stSE|——,—

2n 2n T 2n

0,...,2"). Entonces lim,,_,., F(™) = f. Note que basta que f, : [0,1] = R
sea Borel medible V s en algtin subconjunto denso de [0,1] y /% : [0,1] — R
sea continua por la derecha (o por la izquierda).)

. Sea (X, S, u) un espacio de medida y (A,,)22; una sucesiéon en S tal que

S m(Ay) < oo. Sea Cy = {z € US>, A, : © pertenece a al menos k
conjuntos A, }. Pruebe:

a) 3ol 1(An) = p(UptiAy) <= p(Ca) =0 .
b) Sid o u(An) < p(Use,A,) + e, entonces p(Cy) < % (k>2).
(Sugerencia: (U2 A,)\Cr ={x € US2, : xa,(z) <k -1} (k> 2)

Sean f € MT(X,S) y E € S fijos. Pruebe: [, fdu = supy > f{f(z):
z € E;}pu(E;) donde el supremo se toma sobre todas las particiones finitas
medibles IT = {Ey, ..., E,} de E.

(NOTA: La anterior es una definicién alternativa de la integral de Lebes-

gue.)

Sea X infinito y p : P(X) — [0, +00] la medida de conteo. Para
f:X =0, +00] dada, defina: u(E) = [, fdp V¥ E C X. Pruebe: u(E) =
sup{ [, fdp : F C E, F finito}.

Sea f € M(X,S). Pruebe: f € L1(n) <= {[|frldu:r > 0} esta acota-
do, en cuyo caso: [ fdp = lim, o [ frdp, donde f, = min{r, méx{f1, —r}}
es el truncamiento de f determinado por r.

Sea (X, S, 1) un espacio de medida y f,g € M*(X,S). Pruebe:

a) ([ fg"d)" " < ([ fg'du)™ " ([ fg™dp)" " si 0 <t <r < m. (De-
sigualdad de Rogers (1888))

. . m—1 m—1

(Sugerencia: Sip = yg= ——

m-—r r—t

1
, entonces — + — =1.)
b



12.

13.

14.

15.

16.

17.

b) La desigualdad de Holder usual es consecuencia de la desigualdad de

Rogers.

1 1
(Sugerencia: Sea m = 2, t = 1, ahora tome p = 5 yq= T
—r r—

)

Pruebe el siguiente resultado de F. Riesz (1910): Sea p € (1,00) fijo y
A, B > 0 constantes, entonces: [ |f[Pdu < A <= [|fgldu < AY/PBY/P
V g€ M(X,S)con [|g|?7du < B.  Es cierto el resultado correspondiente
parap=1o0p=+4o0?

Sea f € L,() (1< p < o) fija y defina g = (|[f][#/(sgn f)| /| con q
el exponente conjugado de p. Pruebe:

a) g € Lq(p).

b) llgllq = 1.

¢) [ fodp=1fll,-

d) Concluya que || f|l, = max{[ fgdp : g € Ly(1), llgllq = 1}-
)

e) jExiste un andlogosip=1lyg=ccop=occyq=17

Sea (X, S, ) un espacio de medida y sea f : X — R S-medible dada.
Sea w(t) = p{z € X : |f[(x) > t}. Pruebe: Si f € L,(u), entonces
J1fPdu = —p [ " w(t)dA (p > 1).

(Sugerencia: verifique que [ [f[Pdp = — [;° tPdw(t). Ahora integre por
partes.)

Sea t > 0 fijo. Pruebe:
o ¢t 1
a) [y e "dA(z) = T
(Sugerencia: si t > a > 0, entonces e < 7% € £1(0,00).)

oo iy
b) [, x"e *dA =nl
(Sugerencia: use el T.C.D. para justificar la diferenciacion dentro de
la integral.)

Sean f,g € £1([0,1]). Pruebe o proporcione un contraejemplo para las si-
guientes afirmaciones: f2, \/|f[, |mid{—1, f, 1}|'/2, tan~(f), méx{In|f|, 0},

fa, /1f4l, b V/1+ f2 pertenecen a £, ([0, 1]).

1+ gl

(La integral de Marcinkiewicz)
Sea F' C (a,b) cerrado (a < b en R). Para o > 0 fija, defina:
d*(z, F
My(z)=[ |:E_(J;’|1+)ad/\(y): donde d(z, F) = distancia de x a F. Pruebe:

a) Siz ¢ F, entonces My (z) = oo.



18.

19.

20.

21.

22.

23.

24. Sea u : A — una casi-medida. Defina p/ : P(X) — R poniendo u/(B)

b) M, es finita c.d. en F, M, € L1(F) y
2
f(a,b) M, (z)d\ < a)\((a, b)\ F).

(Sugerencia: Si x € F', entonces d(z, F') = 0. Recuerde

Sea p € (0,1) fija. Pruebe que la bola B:(0) = {f € £,(0,1) : || fll, < &}

no es convexa.

(Sugerencia: Sea f = X(0,er) § = X(er,2¢v), entonces f,g € B.(0) pero

1
2

(f+9) ¢ B:(0).) {Por qué un resultado asi no es posible si p € [1,00)?

Sea (X, S, 1) un espacio de medida. Pruebe: u(X) < oo < 3 f €

MT(X,S) tal que fy % € LT (n).

Sea u: A — [0, 00| una casi-medida c—finita y S C P(X) tal que: A C S

y 1*|s : S — [0, +00] es aditiva, entonces S C A,.

(Sugerencia: Si E € Sy p*(E) < oo entonces E = C \ (C'\ E) con

C € S(A) una cubierta medible y p*(C'\ E) =0.)

Sea p* : P(X) — [0, +00] la medida exterior generada por una casi medida
w:A—[0,00]. Sean E, F € A* con u*(ENF) =0, entoncesV ACFE

y B C F se tiene u*(AU B) = u*(A) + u*(B).
(Sugerencia: Usa cubiertas medibles.)

Suponga que F' 6 A € A*, entonces:

pW(F) + p*(A) = p*(FNA) + p*(FU.A). Pruebe con ejemplos que el

resultado es falso si F'y A ¢ A*.

Sea p : P(X) — R una medida exterior. Un conjunto C' C X se llama
completamente no medible (c.n.m.) con respecto a D € A?siV E C D

con E € A? y p(FE) > 0 se tiene que ENC ¢ A”. Pruebe:

a) Si C es c.n.m. con respecto a D, entonces C ¢ A” y p(E) = 0

Y EeA° con E C C.

b) SiC ¢ AP y p(F) =0V F € A? con FF C C, entonces existe

D C A” tal que C es c.n.m. con respecto a D.
(Sugerencia: Sea D una cubierta medible de C.)

¢) Si C es c.n.m. con respecto a D entonces D es una cubierta medible

de C.

d) Si C es c.n.m. con respecto a Dy y a Dy entonces p(D1ADy) = 0.

inf{u(A): B C A, A ¢ A}. Entonces:

a) Wla=p.
b) pr <y



25. a)

Si p es o—finita, entonces pu* = pu’ .
(Es p o—sub-aditiva?
Sea (X, S) un espacio medible y E € P(X)\S. Pruebe: S(SU{E}) =
{(ANEYU(B—-E): A,BeS}.
Sea p : A — R una casi medida a—finita y 7 : A* — R la medida
generada por u. Suponga que E € P(X) — A* y defina
¢:S(A*U{E}) = R poniendo: ((ANE)U(B—E))=p*(ANE)+
t«(B — E) . Pruebe:

1) ¢ esta bien definida y (|4~ =7 .

2) ¢ es una medida .

26. Sea p: A — R una casi medida a—finita y u* y . las medidas exterior e
interior generadas por u (respectivamente). Pruebe: Para todo B C X:

a)
b)

w«(B) =sup{f(F): EC B,E € A*} .
p*(B) =inf{u(F): BC F,F € A*} .

27. Sea p : S — R una medida, entonces todo A C X admite la siguiente
descripcion: A = B U C' (disjuntos) con:

a)
b)
)

d)

B e A*.
C ¢ AP y c.nm. con respecto a algin D € A”.
BND=4.

(Sugerencia: Sea Z ={F : E C A, E € A”}. Aplicar el lema de Zorn
a (Z,CQ).) Nota: Algan B, C o D podria ser vacio.
La descomposicion es dnica c.d. (en p).

28. Sea E C R tal que A*(E) > 0. Pruebe:

a)

vV «a € (0,1) 3 un intervalo abierto I C R tal que A*(ENI) > a\(I).
(Sugerencia: Sea A C R abierto tal que E C A y A\ (E) > a)(A).
Suponga que A = U521, (union disjunta de intervalos abiertos).
Algtn I,, cumple con el resultado.)

Sea N CRtalque 3 « € (0,1) tal que V intervalo (a,b), el conjunto
N N (a,b) puede ser cubierto con una cantidad a lo mas numerable
de intervalos abiertos de longitud total menor que a(b — a). Pruebe:
A*(N) = 0.

Si A*(F) > 0, entonces E© F = {z —y : x,y € E} contiene un
intervalo abierto (—¢,0). (Teorema de Steinhaus)

(Sugerencia: Por a) existe I un intervalo abierto tal que

A(ENI) > %X(I). Sea Ey = ENly. Si Ey no contiene un intervalo

(—9,8) entonces 3 « > 0 suficientemente pequeno tal que Ej y
Ej+a son ajenos. Examine la contencion (EgU(Ep+a)) C (IU(T+a))
y las medidas.)



1
29. Sea E € A*(0,1) con A(E) > % y F e A*(O,g) arbitrario de medida

1 1
mayor que T Pruebe que V «a € [0, 5] existen puntos r € Fyy € F
tales que |z — y| = «.
(Sugerencia: Basta probar que A(E N (F + «)) > 0. Empiece en el caso
1 1 1
a=0.Siae [0,5], F,=F+4+acC (a,a+ 5) c(0,1). Sia e [0,5), F,y

E no pueden ser ajenos. )

30. Pruebe que todo intervalo [a,b] contenido en [0, 1] contiene a su vez un

1
intervalo abierto (a, 8) con 8 — a > S(b —a) y ajeno al conjunto ternario

clasico de Cantor.

3l. Seak € Nfijoy S, ={zx € (0,1) : 2 = > I con @, € {0,1,...,k}}.

r=1 .|
!
Pruebe que A(S;) = 0 y concluya que

Mz e (0,1):a=>"7 br (b.) C N acotada} = 0.

r=1 ﬁ’

32. Sea C={z € [0,1]:0=3"7, % con z; € {0,3}}. Pruebe:

a) M\(C+C)=0.
(Sugerencia: Considerar: %—C’—l— %CA’ )

3
&
(Sugerencia: Pruebe: §(é +

b) C + %C‘ = [o,
¢) =[0,1].)

| —

33. Sea F ={>"2, % :w, =00 1}. Pruebe:

a) F es perfecto, denso en ninguna parte y tiene medida cero.

b) Si S, ={w+2z:we F} (r €R), entonces S, y S, son en general
disjuntos (hay casos especiales, indiquelos) .
(Sugerencia: Sea M = {y € R: FNS, # 0}, note que M = %(F@F)
y muestre que M tiene medida cero. )

¢) [0,1] puede escribirse como la unién no numerable disjunta de con-
juntos no numerables de medida cero.

34. (No-medibles extremos) (Halmos) _
Pruebe: Existe M C R tal que (M NE) =0y A*(MNE) = \E)
V E € Aj estableciendo los siguientes incisos:

a) Sea ¢ unirracional fijoysi A ={n+m{:n,m e Z}, B={n+m{:n
espar ,m € Z} y C = {n+m( : n es impar,m € (} entonces: A, By
C son densos en R, A es un subgrupo numerable de R bajo la adicion,
A= BUC (unién ajena) y C = B+ 1.



b) x ~4y < x—y € A es una relacion de equivalencia. Denote
por Ej el conjunto no-numerable que consiste de exactamente un
representante de cada clase, entonces: Eg +a 'y Eg + a' (a,a’ € A)
son ajenos sia #a y R=U{Ey+a:ac A}. Concluya que Fy es
no-medible (Similar al conjunto de Vitali.)

¢) Si Fy C Ej es un boreliano, entonces: A\(Fp) = 0.

(Sugerencia: Si A(Fp) > 0 se sigue del teorema de Steinhaus 28 c)
que: (Fy © Fy) N A # ) lo cual es imposible.)

d) M\(Eo) =0 (Useelc).)

e) Sea M = Ey @ B, entonces:

1) M(M)=0

((F e F)nC = para todo boreliano F' C M)
2) M(R\M)=0

(Sugerencia: R\ M) =M+ 1y useelc))

f) Concluya el resultado.

(Sugerencia: A (E\ M) + AX(ENM) =\ (E))

35. Sea I' € Ay con AMF) < oo fijo. Defina gr : R — R como sigue: gp(z) =
AMFA(F + z)). Pruebe que gr es uniformemente continua siguiendo los
siguientes pasos:

a) Sean K compacto y A abierto tales que K C F C Ay AM(A\C) < Z
(¢ > 0 dada) (Regularidad de )). Use la compacidad de K para
obtener 6 =d(e) >0talque K+x C A V xz€(-4,9).

b) Pruebe: si |z — y| < 6, entonces \((K + z)A(K +y)) < %
(Sugerencia: A((K + 2)A(K +y)) = (K +z—y) \ K) + A(K +y —
z) \ K) )

) Concluya que |gr (2) ~ gr ()| < 2X(F \ K) + 3 -

36. Hipotesis y notaciéon como en el anterior. Sea F' € Ag con AMF) < ooy
ge,r(z) = NEAF + z)).

a) Pruebe: gg r es uniformemente continua.
(Sugerencia: |gg,r(z) — 9,7 ()| < gr(y — 2))

b) Si fp,r(z) = ANEN(F+x)) entonces: | fg r(z)— fe,r(y)| < gr(y—2)

37. Pruebe las siguientes afirmaciones sobre subconjuntos de R:

a) SiV C[0,1] es un conjunto no-medible de Vitali, entonces:
(V-=V)NnQ = {0} pero R = UzeqV +¢ .
b) Si F C R es de primera categoria, entonces: R = (R\ F)® (R\ F) .



38.

39.

40.

41.

42.

¢) Existen F, F C R de medida de Lebesgue cero y de primera categoria
tales que: R=FE @ F.
(Sugerencia: E = U,czC+ny F = C donde C es el conjunto ternario
de Cantor.)

d) Existe G C R denso en ninguna parte y que no es Lebesgue medible.
(Sugerencia: Sea C' un conjunto tipo Cantor de medida positiva, C
contiene algtin no-medible.)

e) Existe H C R Borel medible, de segunda categoria y de medida cero.

(Sugerencia: Sea
1

Q = {r1,r2,...} una enumeracion. Sea H = ﬁﬁzlufle(rn—ﬁ,

Tn+

W) Pruebe que R\ H es de primera categoria y use el Teorema
de Baire.)

(W. Rudin) Sea I C R un intevalo. Pruebe:
1
a) I contiene un abierto F'(I) tal que A\(F(I)) = 5/\(1) y

F(I)ynJ=0 VvV JclI,J intervalo abierto.
(Sugerencia: Sea C' C I un conjunto generalizado de Cantor tal que

AC) = %)\(I). Sea F(I) = I° — C. )

b) I contiene un subconjunto de N de medida 0 tal que I — N es la
unién numerable de conjuntos que son densos en ninguna parte.
(Sugerencia: Considere a F' como operador (I — F(I)) y apliquelo
repetidamente. )

Construya un conjunto F' de primera categoria y de tipo F, con

AMF) <ootalque 0 < A(FNI)<A() V ICR intervalo.
(Sugerencia: Sea {I, : n € N} una enumeracion de todos los intervalos
abiertos con centro racional y radio racional. Defina inductivamente una
sucesion ajena de cerrados y densos en ninguna parte (Dj) de medida
positiva tales que:

a) Dap_1 U Dgyy, C I

b) Zj A(Dj) < .
Ahora tome F = U2 | Dy, .)

Sea P C R un conjunto no vacio y perfecto (i.e. P = P’). Pruebe que P
contiene un subconjunto no vacio y perfecto de medida cero.

Construya un subconjunto abierto A C [0, 1] tal que la medida de Lebesgue
de la frontera de A sea positiva (i.e. A(O(A)) > 0). (NOTA: f = x4 no es
Riemann-integrable).

(Sugerencia: Considere un conjunto tipo Cantor de medida positiva.)

Sea B C R una base de Hamel de R sobre Q. Pruebe:



a) \*(B)=0
b
(Sugerencia: Sea by € B fijay By = {xr € R: 2 = b—,b € B}. Si
0

A*(B) > 0 entonces A*(By) > 0 por lo que existen by # be tal que
by — by = ¢ € Q (Steinhaus). Asi pues, by = bs + gbg lo cual viola la
independencia de la base. )

b) Seaby € Bfijoy B = (B \ {bo}) el espacio vectorial sobre Q generado
por B\ {bo}, entonces B ¢ A*. .
(Sugerencia: Supongamos que B € A*, entonces A(B) > 0, pues
R = UgeoB + ¢b. Sea By = {b£ . x € B}. Entonces By € A*
0

v A(By) > 0 también; por lo que existen x # y € By tales que
r —y = q € Q. Entonces boz,boy € By boz = boy + boq lo cual
contradice la definicién de B .)

¢) Existe N un subconjunto propio de R tal que V y € R dado, la
familia de traslaciones {N + ny : n € N} es finita.
(Sugerencia: Sea N ={z e R:z=>" , a;b; 1 a; EZ,b; e Byn¢€
N}. Sea y € N,y # 0. Entonces y = > ; a;b;. Sea a =m.c.d.{a;}.
Como ay y x+ay € NV z € N, entonces toda z € N se puede
escribir como (x —ay) + ay con (z — ay) € N es decir, N +ay = N.
Asi pues, s6lo N,N +y, ..., N + (o — 1)y podrian ser admitidos.)

d) Existe T' un subconjunto propio de R tal que el conjunto de trasla-
ciones {T' + ¢ : ¢t € R} es a lo sumo numerable.
(Sugerencia: Sea T = {z € R : la descripciéon de = no requiere de
bp € B}. Claramente T+t =T sit € T. Sit = to + gbo, to € Q en-
tonces: T+t = T+ qbg, por lo que los tinicos traslados de T diferentes
de T son de la forma T + gbg.)

e) Decimos que un namero real diferente de cero tiene peso k si su
expresion en términos de B requiere de k de sus elementos. Denote
por X, al conjunto de nameros reales diferentes de cero con peso
<2"(n=0,1,2,...). Pruebe que X,,1; = X,,6X,, V ny concluya
que para alguna n, X,, es medible pero X, 1 ya no lo es.
(Sugerencia: Observe que X,, no contiene intervalos, ahora use el
Teorema de Steinhaus.)

(NOTA: La existencia de una base de Hamel equivale al AXIOMA
DE ELECCION.)

43. Sea I =[0,1], A C I no medible y B = I — A. Pruebe:
R’ xat)dt + R [’ xp(t)dt < 1 < R [’ xa(t)dt + R [ xp(t)dt donde
R [y R [ denotan las integrales inferior y superior de Riemann. Ademés,
R [’ xc(t)dt =R [} xc(t)dt <= AO(C)) = 0.
(Sugerencia: Pruebe: A\ (A) + A(B) < 1 < A*(A) + A*(B) o bien, si h
y ¢ son la envoltura superior e inferior de y 4 respectivamente, entonces:
h=XxzY9=Xa -)

10



44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

(NOTA: Un conjunto acotado C se le llama Jordan - medible si x¢ es Rie-
mann integrable. De acuerdo con lo que se enuncia en el ejercico anterior,

C' es Jordan - medible si y solo si A(Q(C)) =0 .)

Sea f : [0,1] — R una funcién Riemann - integrable y F = {z € R :
f~1({x}) no es Jordan - medible}. Pruebe que E es finito o numerable.
(Sugerencia: Sea D = {t € [0,1] : f es discontinua en t}. Por hipdtesis,
A(D) = 0. Note que si 7 # s, entonces: (f~L({r}))Na(f~t{s}) c Dy
Yeep MO(fT({2}) < 1)

1

—_— L£1(]0,1
1+ nsin(m!nz) € £1([0,1]) pero no es

Pruebe que g(z) = limy, nooo
Riemann - integrable.
0 stz =0

3 . 1 T
x° sin _|x|5/2 st x

tonces, |f'(x)| es acotada, no es Riemann - integrable pero si Lebesgue -
integrable.

Sea f :[—1,1] — R dada por f(z) = En-

Sea f :[0,1] — [0,1] dada por f(z) = d(z,C) donde C' es el conjunto
ternario clasico de Cantor. Pruebe:
1
a) f[o,1] f(x)dz = %
b) f(x)~Y/3 € £1([0,1]) (si x € C, convenimos en poner f(z)~ /3 =0).
x six¢ M
r+1 stzeM

tiene medida cero V. E C (0,1) de medida cero, pero f(E) podria no ser
medible atin si F lo es.

Sea M ¢ A*(0,1) y defina f(x) = . Pruebe: f(FE)

Sea {r1,r2, ...} una enumeracion de QN (0,1) y sea f(z) =3y, ., 1 27"
Halle [ gd\; Vg:(0,1) — R continua.
(Solucion: Y2 | g(r,)27™ )

Sea (X, S,p) un espacio de medida y (A,);Z; una sucesion en Sy sean
A, =lim A,, A* =lim,_.oA,. Pruebe:

M — 00

a) xa, =0 (en p) < u(A,) —0.
b

)
) xa, = 0cd < puA*)=0.
¢) xa, — xa cd. < A, A* y A, difieren entre si por y—nulos.
)
)

d) xa, = f (en u) < f=xa- cd.
e) Si ademas (X,S,u) es un espacio de probabilidad y (A,)52; son
eventos independientes, entonces: x4, —+ 0 c.d. <

D one M(An) < oo.
(Sugerencia: Usar las dos partes del lema de Borel-Cantelli.)
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51.

52.

53.

54.

55.

56.

o7.

Pruebe f,, — f (en ) <= toda subsucesion de ()52 ; admite a su vez
otra subsucesion que converge a f c.d (rel. u).

Sea (X, S, ) un espacio de medida y (f, : X — R)%2; una sucesion de
funciones S—medibles. Supongamos que f, — f (en u) y que
h=1lm, . fn. Pruebe que f =h c.d.

(Sugerencia: Pruebe: Ve > 0 {z € X : |h— f|(z) > e} C {x € X :
i, oo |fo — fl(2) > e} = lim, , {r € X |f, - fl(@) > })

a) Sea (X,S,u) un espacio de medida. Supongamos que (f, : X —
R)%° ; es mondtona y f, — f (en u), entonces f, — f c.d.

b) Pruebe que f podria ser distinto de 1fm,, oo f, si la sucesion no es
monotona.
(Sugerencia: X =[0,1), S =By 1), p=medida de Lebesgue. Sea
fi= X[0,1/2)> fo= X[1/2,1)5 fz= X[0,1/3)5 -+ )
Sea f € Ef([(), 1]) y sea q € (0,1) fijo. Si S, = {E € Bjp,1) : M(E) > q},
entonces infpeg, { [} fd\} > 0.
(Sugerencia: Suponga que 3 ¢ € (0,1) tal que el infimo es cero. Sea
1 . O
(Bgm))pZy C Sy tal que qu(n) fdx < o Considere E* = 1imy, o0 Eq(y)-
Concluya que [,. fdX =0, pero \(E) > q.)

(Equivalencia de Khintchine)

Sea (X, S, ) un espacio de medida y (f,)52

de funciones S— medlbles Decimos que (fy)
)

notado: (fn) ~ (gn) si Zn=1 iz € folz
(fn) ~ (gn) entonces:

) (T € X : fu(2) # gule)}) = 0.
b) > 1 (fn — gn) converge c.d.

) Yoo fn converge c.d. <= > g, converge c.d.

1V (gr)52, dos sucesiones
y (gn) son equivalentes, de-
# gn(z)} < o0. Pruebe: si

a

(o)

Hipotesis y notacién como en el anterior.

a) Si fn — fcd.y (fn) ~ (gn) no implica que g, — f c.d.
(Sugerencia: Sea X = [0,00), S = Bjgoo) Y # = A Sea f, =
X[0,00)\[n,n+1) entonces f, — A c.d. pero f, - 1 c.d. Sea ¢, =
1 1

st T oo Y9 = X[0,00)\[n,n4cpn) > entonces (fn) ~ (gn) Y gn — 1

dy
b) Pruebe: fr, — f (en p) y (fn) ~ (9n) = gn — [ (en p).
(E. H. Lieb)

Supongamos que f, f, € L1(p) y que f, — f c.d., entonces:

a) Ump o0 [[[fn = fllx = [[falls = [f]l1] =0
(Sugerencia: V s,t € R: ||s — t| — |s| — [t]| < 2|t])
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o8.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

b) Si ademas f, > 0 c.d. entonces:

ffdﬂzlimnﬁooffndu_f‘fn _f|dM Sh/imnaooffndﬂ

N C [a,b] es A—nulo <= 3 (f,)$* C L1([a,b]) no-decreciente tal que

fo(z) > 0V2eNy (f[a,b} fndX)S2; converge en R.
(Sugerencia: =) Tome f,, = nyn . <) Note que U[a,b] fnd))S2, es acota-
da.)

Sea (X, S, ) un espacio de medida y (f, : X — R)%2; una sucesion de
funciones S—medibles tal que: |f,(z)] < oo c.d. (rel. ). Pruebe: 3 una

sucesion de niimeros reales positivos tal que == — 0 c.d. (rel. ).
n

fula)

1 1
(Sugerencia: Sea ¢, > 0 tal que p({z € X : >—}) < on ¥ aplique
n n

n

el lema de Borel-Cantelli.)

d | oo ; no 1
Pruebe: @(fo e " AN(t))|p=1 = Hmy, oo {logn — >0, ;} (el valor
del limite anterior se conoce como la constante de Euler-Mascheroni).

o0 ’ n t .
(Sugerencia: Justifique [;~ e""logtdA = lim, o [, (1 — =)™ logtdt e in-

n

tegre por partes.)
Pruebe: Si ||fn — fllp = 0 (n = 00) (fn, [ € L,(1)), entonces [ frgdu —

[ fgdp Vg € Ly(p) con g el exponente conjugado de p. (Es cierto el
reciproco?

Sea (X, S, 1) un espacio de medida finita y f € M(X, S) dada. Pruebe:

a) Mmoo [ |f]"dp < 0 <= p{z € X : |f| > 1} = 0. En cuyo caso
el limite anterior es igual a pu{z € X : |f| = 1}.

b) Si [fMdu=c YV n=23,4,.. entonces f = x4 c.d. para alguna
AesS.

Sea f: R — R no-negativa tal que fR JdX\ < o0o. (Es cierto que lim ;| f(z) =

07 ;Si f es continua? Justifique sus respuestas.

Pruebe el lema de Fatou con parametro continuo.
(NOTA: Asi fue probado originalmente en 1906.)

1
Prucbe: V g € C([a,b]), im0, [o | sin(nz)|g(x)dA = = 2 g(x)dA. (L.
Fejer)
(Sugerencia: Aproxime g con funciones escalonadas.)

Sea f € M™T(R,Sr). Suponga que >.>  f(x + n) pertenece a Lq(R),
entonces f = 0 c.d. Por otro lado, si g(z) = > f(2"lz) < 0o cd. ¥y
f € L1(R), entonces [ gd\ =3 [ fdA.
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67. Sea f: R — R una funcion acotada tal que F(x) = fox f(t)dX es acotada
en R. Pruebe:

a) Mmoo [, f(r)dA =0 V a<benR.

b) Si ¢ e Li(R), entonces lim,_,o [ ©(t) f(rt)dX = 0.
c¢) Obtenga el lema de Riemann-Lebesgue, a saber: Si ¢ € £1(R), en-

tonces lim,_, oo f[—mr] o(t) {22 :i} d\ = 0.

d) Calcule lim,, o [(=1)"Mp(t)d)\, donde [z] = parte entera de z.

68. Sea (fn,) C M una sucesion de funciones tal que f, — f en medida.
Suponga que V ¢ > 0 se tiene que
Sooin({z € X ¢ |fu(z) — f(z)| > €}) < oo. Pruebe que f, — f casi
uniformemente.
(Sugerencia: Si A, () = {x € X : |fn(z) — f(z)| > €}, entonces se sigue
que u(mnﬁooAn@S) =0 )

69. Use el teorema de Egorov para probar el teorema de la convergencia do-
minada suponiendo que p(X) < oo y que {||fn]l1 : n € N} es acotado.

70. Sea f : [a,b] — R medible tal que f[a ] f(z)g(x)dX = 0 para toda g :
[a,b] = R que sea Riemann-integrable.

a) Pruebe que A({z € [a,b] : |f(z)| >€})=0Ve>0.

b) (Es cierto el inciso anterior si ¢ se reemplaza por 0 ?
(Sugerencia: Basta suponer que f es no negativa. Sea C. = {x : f(z) > ¢}
y Co(r) = {z : d(z,C:) < r} ¥ r > 0. Note que cada C.(r) es cerrado,
C(e) = Np=0Cr(e) y (C:(r)) = {z : d(z,C:) = r}. Méas atn, 3 una
sucesion (ry,) tal que r,, = 0y MC:(rn)) =0V n . Sea ¢ = Xc(r,)
entonces ¢, es Riemann-integrable en [a,b] y ¢, — Xxc.. El resto es
ya inmediato usando la desigualdad de Tchebyshev.)

n—1 .
71. Sea f € Li([a,b]). Pruebe: 3\, ‘f[$j;$j+1] fd\ — f[a,b] | fldX si la nor-
ma de la particion P = (a = 29 < 1 < ... < &, = b) tiende a cero.
(Sugerencia: Empiece con f continua y aproxime en el caso general.)

72. Sea (X, S, ) un espacio de medida y (f,) C M(X,S) una sucesion de
funciones. Suponga que f, — f € M(X,S) en medida.

a) Pruebe que: lim, o, pu{x € X : fr(z) <t}
=pfreX: f(x)<t}Vitalque pfr € X : f(x) =t} =0 ..(x).
(NOTA: La convergencia descrita en (x) se llama convergencia en
distribucion.)
(Sugerencia: Pruebe la siguiente desigualdad Ve > 0: p{f <t—e}—
il fo— f12 et < plfn <t} < plf <t+eb+ pllfu — f1 > 2} . B
resto se sigue tomando limites inferior y superior y luego haciendo
tender € a cero.)
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73.

74.

75.

76.

e

78.

b) Muestre que el reciproco del inciso anterior es falso.
(Sugerencia: Sea X = [0,1], f = Xj1/2,11 ¥ fn = X[0,1/2) YV €N )

Pruebe la siguiente version continua del teorema de D.F. Egorov. Si f :
[0,1] x [0,1] — R es continua y ¢(x) = lim;_,o f(z,t) existe y es finito
V E C [0,1] medible, entonces V ¢ > 0 existe F' C E cerrado tal que
ME—-F)<ey f(z,t) = ¢(z) (t — 0) uniformemente en F'.
(Sugerencia: Considere B, = {z € E : |f(z,t) — p(z)] < eVt < (} con
0 < ¢ < 1. Muestre que es medible.)

Existe f: R — R en £1(A) tal que Va <ben Ry V M >0
Mz € (a,b) : f(z) > M}) > 0.

(Sugerencia: Sea (1) ; una enumeracion de Q. Defina fj(z) = 0

ysea f =377, fr,entonces [ fdA =2y VM > 03 ¢q<renQ con
(¢;7) € (a,b) con f(x) =M Vuzel(gr))

Sea f : [a,b] — R una funcion. Pruebe: f satisface una condicion de
Lipschitz en [a,b] <= Ve > 03 ¢ = ((e) > 0 tal que si {(a;, ;)]
es una coleccion finita de subintervalor abiertos no necesariamente ajenos
tal que >, (b; —a;) < ¢ entonces: Y i |f(b;) — f(a;)| <e.
(NOTA: Compare con la definicién de continuidad absoluta.)

(La indicatriz de Banach)

Sea f : [a,b] — R continua y sea A, = {z € [a,b] : f(z) = y}. Defina
Ny : R — NU{0, 00} poniendo Ny (y) = #(A,). Pruebe: [; Nyd\ = V2E(f)
(En particular, si f es de variacion acotada, Ny es finita c.d.).
(Sugerencia: Sea (P,) una sucesion creciente de particiones de [a,b] tal
que las normas tienden a cero. Sea N, = ZZZH XB,, donde B, =
f_l([x,(c@l,x,(c")]) y Pn = (a = x((Jn) < .. < acgfi = b). Pruebe que
N, = Ny c.d. y use el T.C.M.)

(Existe f :[0,1] — R continua tal que no sea de variacion acotada y sin
embargo Ny sea finita salvo en un punto? ;En ningin punto?

Sea F' € AC([a,b]). Pruebe:

a) VX(F) = f[a,b] | |dA.
(Sugerencia: Puede suponer que F’ existe c.d., pertence a £;([a, b))
y F(z) = f[a 2] F'd)\ + F(a). Use el ejercicio 70.)

B) PYF) = [, (F)FdX y NECF) = [ (F))~d.
(Sugerencia: T = i(x + |z|). Use el inciso a) y el ejercicio 71. )

(NOTA: PY(F) y N2(F) denotan la variaciéon positiva y negativa de
F, respectivamente. )
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79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

Sea f € BV([a,b]) continua tal que f € AC([a, B]) V o < B en (a,b).
Pruebe que f € AC([a,]).
(Sugerencia: Use la propiedad (N) de Luzin.)

Sean f, g funciones absolutamente continuas en sus dominios (f : [c,d] —
Ry g:la,b — [c,d]). Pruebe: foge AC([a,b]) < fog € BV([a,b]).
(Sugerencia: Use la propiedad (N) de Luzin.)

(NOTA: El resultado anterior es de G.M. Fichtenholtz.)

Sea f(z) = z? ’sin <;>‘, f(0) = 0y g(x) = vz (definidas en [0,1] ).
Entoncesf, g € AC([0,1]), fog € AC(]0,1]) pero go f ¢ AC([0,1]) .

Si f,g son absolutamente continuas y g es monétona, entonces f o g es
absolutamente continua.

Sea f: R — R acotada y diferenciable con derivada acotada y mayor que
cero. Pruebe que f(F) es medible V E C R medible.
(Sugerencia: Pruebe que f tiene la propiedad (N) de Luzin.)

Si f € AC([a,b]), entonces |f|P € AC([a,b]) V p € [1,00). Suponga
ahora que min{|f(z)| : € [a,b]} > 0. ;Se sigue que |f|? € AC([a,b]) si
pe (—OO, 1)?

Sea F C R" acotadoy f: E - R™talqueVex e EyVe>03(=
((z,€) > 0 tal que ||f(z) = f(Y)I| <ellz —yl| Vy € E con |z —yl|| <
Pruebe que A (f(E)) = 0.

(Sugerencia: Escriba E = U2 E, con E, = {x € E:{(x,e) >1/n} .)

(La funcién maximal de Hardy-Littlewood)
Sea f : R — R una funcion integrable. Para cada intervalo abierto acotado

1
I ¢ Ry x € I fijos, definimos: my(z,I) = Wflmd)\ y My¢(z,I) =
sup;{my(z,I) : x € I}. Pruebe:

a) Mf:M|f| ny+g SMf—l—Mg.

b) My es semicontinua superiormente (en consecuencia es Borel medi-
ble).

¢) Si {I}1es es cualquier familia finita de intervalos abiertos acotados,
existe una subfamilia {I1, I, ..., I} consistente de intervalos ajenos
tal que: AM(UresI) <2300 ML) .
(Sugerencia: Sea lp = max{A(I) : I € J} y sea I; un intervalo de .J
conlo=A1I1).Sea Jy ={I€l:IN =0} 1 =max{\(): T € J;}
y sea Iy € Jp tal que A(I2) = I . Continuando de este modo, hallamos
un tltimo 7 € Ntal que: J,_y ={l € J:IN([;U...UL._1) =0} no
es vacia. Sea I, € J tal que A(I,,) = max{\(I) : I € J,}. Si I denota
el intervalo abierto con el mismo centro que I pero del doble de su
longitud, pruebe que: Ujec I C UzT:lINi).
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d)

¢)

2
Mz e R: Mg(z) >a} <= [|fldx Va> 0 (Desigualdad maximal).
a
(Sugerencia: Si K C {Mj; > a} es compacto, cibralo con cierta
cubierta abierta finita y utilice el inciso ¢).)
tMz € R: My(x) >t} € L1()), en particular My < oo c.d. (e) dice
que My es de “tipo débil £;7).
(NOTA: Si f € £1(\) no necesariamente se sigue que My € L1(N),
sin embargo si f € L£,()), entonces || M|, < K||f||, con K > 0
constante absoluta (p > 1).)

teoremas de Lebesgue)

Sea f € L1()), entonces: lim, ;) f[ t)d\ = f(z) c.d. x € R

donde I denota un intervalo que contlene azx.
(Sugerencia: Si f es continua, el resultado es inmediato. En el caso
general, halle una sucesion de funciones continuas (fn) C L1(X) tales

que ||f — fall1 = 0. Si denotamos F(I fI t)d\ y anéloga-

mente con Fy, (I), entonces: h’mA(I)_m]F( )— ( )\ < lmypy—o(|F(1)—
E,(D|+ |F.(I) = fu(@)] + |fn(z) = f(2)]). El segundo término no

presenta problema, para el primero observe que |F(I) — F,(I)] <

My_y, (z). Para ¢ > 0 denote: B, = {z € R : lim,(;)_o|F(I) —

f(x)| > €} y observe que E; esta contenido en: {x € R: My_y, (x) >

e/2} U{z e R: |fn(z) — f(z)| > ¢/2}. Aplique la desigualdad maxi-

mal y la de Tchebyshev para concluir que A\(E.) = 0. Pase al limite

con ¢ para concluir el resultado.)

Pruebe: Si f € £1(\) entonces: h'm)\(l)_m fI |f(t)— f(x)|d\(t) =

0cd. z€R.

(Sugerencia: Por el inciso a), para cada r € Q el conjunto: N,. = {x €
1

R : 1m0 0 J7 1f(t) = r|dA(t) = | f(z) — 7|} tiene medida cero.

Sea N ={z €R:xz € N, o|f(z)] = oo}, entonces N tiene medida
cero y fuera de él, el resultado se sigue.)

MENT 1 ) E
Si B € Ay, entonces c.d. z € R: limy (1) ( ) { st €

W: 0 siz¢F

88. (La integral de Steklov)
Para ¢ € L([a,b]) ponga ¢(z) =0 V x ¢ [a,b] y defina ¢, : R — R

como sigue: pp(r) = — [, p(t)dA. Pruebe:
2h, Jz—h,z+h]

) S len@dx < [, ) lo(@)|dA .
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89.

90.

91.

92.

93.

b) Si ¢ € Ly([a,b]), entonces ¢p, € Ly([a,b]) ¥ |lenllp < llellp (p>1) .
(Sugerencia: Note primero que @y, es continua. Para a) empiece supo—

niendo que ¢ > 0y entonces: 2h [, ,; n(2)d\ = f[a b] A [y, (et

t)d\ = f[hh]d)\f[ b]gax+td)\<f[hh]d)\f x)d\. El caso ¢
general se sigue de lo ya considerado. Para b) use la desigualdad de
Holder y el inciso anterior. )

Notacién como en en ejercicio anterior. Sip > 1y ¢ € L,([a,b]) entonces:
limy o [ Jin(z) — () PdA = 0.

(Sugerencia: Empiece con el caso p = 1: Use el hecho de que casi todo
punto es un punto de Lebesgue de ¢ para obtener ¢p(z) — ¢(z) c.d. y
concluya el caso usando el T.C.D. El caso p > 1 es ya inmediato. )
(NOTA: La integral de Steklov es usada para caracterizar la compacidad
de subconjuntos de L,. El caso p = 2 fue introducido inicialmente por
Kolmogorov. )

Construya f : [0,1] — R absolutamente continua que no sea monétona en
algin intervalo.
(Sugerencia: Sea F' como en el ejercicio 39 y sea f(z) = f[o 2] (XF — XFe)dA

)

Describa a A4 (la medida de Lebesgue-Stieltjes) si

a) g(x) = arctanz (en R).

b) g(z) = Vo . e~ /24X (en R).

0 stx<O

¢) g(x) =lafuncioén singular de Lebesgue (en [0, 1]) con g(z) = { .
1 sixz>1

a) Sea f : (—1/2,1/2) — (—1,1) dada por f(z) = sin27nz. Defina:
v : B(_1,1) — R poniendo v(B) = A\(f~*(B)). Muestre que v << Ay
halle <.

dA

1
(Solucién:

o= s’

b) Igual que en a) pero considere af con a > 0.

Sea N C [a,b] un subconjunto de medida cero. Pruebe que existe ¢ :
[a,b] = R continua no decreciente tal que ¢'(z) =00 Vz € N.
(Sugerencia: Para cada n halle G,, abierto acotado tal que N C G,, con
AGr) <27, sea pn(x) = MG, Nla,z]) y sea ¢ = | ©,. Note que si
h > 0 es suficientemente pequenia para que (x —h,x + h) C G,, (x € N),
eolath) = gale) _ | |

W =1.

entonces
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94.

95.

96.

97.

98.

99.

Sea f € £4([0,1]) y g € BV([0,2]). Pruebe que F(z) = f[O,l] F@®)g(z+t)dA
es absolutamente continua en [0, 1].

(La funcion singular de Lebesgue)
Sea f :[0,1] — [0, 1] la funcién singular de Lebesgue. Pruebe:

a) |f'(x)] <1 c.d. pero f no es de Lipschitz en [0,1].
(Sugerencia: f'(z) = 0 cd. y f(z) =2 Va € (37™283™)y

r(2)s =2_”.AsipueS,M: 3" e tien
(@r)-emmem 7L )

b) Existe g : [0,1] — [0, 1] continua, estrictamente creciente y singular.
(Sugerencia: Extienda a f a todo R poniendo f(y) = 0 siy <
0Oy f(ly) = 1siy > 1. Sea Q = {ry,r9,...} una enumeracion.

Sea g(z) = > ., ——5—, entonces la serie converge unifor-

de a infinito con n.)

memente, si x7 < xo existe 7, tal que 1 < r, < x2 de donde
g(z1) < g(x2). Por el teorema de diferenciacion de series de Fubini,

o) =, TEE) ca

Para toda funciéon f : [0,1] — R existe g : R — R Lebesgue medible y
h :[0,1] — R Borel medible tal que: f = g o h.
(Sugerencia: Sea h : [0,1] — [0,1] dada por h(0) =0y h (Zoo xn) =

n=1 27
28
fo:l Th donde la expansién binaria no tiene “cola de ceros”. h es es-

trictamente creciente y h([0,1]) es nulo. Sea g : [0,1] — R dada por:
g(z) = f(h=Y(z)) si x € h([0,1]) y g(x) = 0 de otro modo.)

Sea X #0y A= {(z,z): x € X}. Pruebe: Si A € P(X) x P(X) entonces
#(X) <ec.

(Sugerencia: 3 Eg C X numerable tal que A € S(Eg x Eg). Definal: X —
P(Eo) como sigue: I(z) = {F € Ey : x € E} y verifique que es inyectiva.)

Pruebe que no existe h € £1(R) tal que hx f = fV f € L1(R).
(Sugerencia: Suponga lo contrario, halle @ > 0 tal que f[72a 2] |h|dX < 1.
Sea f = X[—a,q » entonces f(z) = f[m_a_m_m] h(t)dA, pero V = € [—a,al,

f(z) =1y ademas [z —a,x+a] C [-2a, 2a]. Obtenga una contradiccion.)

0 stx=t
a) Sea f:[—2,2] x [-2,2] — R dada por: f(z,t) = xt ,

o S *1
. Sea F(t) = fi f(t,z)dz. Pruebe: F'(0) = 0 pero fEQ %(I,O)dl‘

no existe. Explique el fenémeno.
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0 si (z,t) = (0,0)
b) Ahorasea f : [-2,2]x[-2,2] — R dada por: f(z,t) = x|t ) .
A s # 0,0
Sea F(t) = fi f(t,z)dzx. Entonces F’'(0) no existe. ;Qué ocurre con
2 Of

el 2
I, 5t (x,0)dx 7

100. Sea E C R™ acotado y sea f, : R™ — R dada como sigue:
1 side€ Etal que ||z —el| <1/r
fr(x) = .
0 en caso contrario

. Pruebe:

a) fr€ Li(R™).
b) fpn frdA™ = A(E) = (AM)(9(E)) = 0.

(Sugerencia: Pruebe antes que E = N, {x € R" : f.(z) = 1} y
aplique el T.C.D.)
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