Segunda Serie

1. Pruebe: f: N x N — N dada por: f(a,b) = 29 1(2b — 1) es biyectiva (Por
convencion 20 = 1).

2. Defina f: Q — N como sigue:
2p34 ST =

fry=<1 sir=
27P314+1 sir=

con (p,q) =1 (p €Z*, qeN)

QIO I

con (p,q)=1 (p €Z,q€N)

Pruebe que f es inyectiva. Concluya que Q es numerable.

3. Sean F un conjunto y B C E un subconjunto numerable. Pruebe: Si E\ B
es infinito, entonces E ~ E \ B.
(Sugerencia: Sea A C E \ B numerable. Si A = {a1,a9,..} y B =
{b1, b2, ...} son enumeraciones, defina h : E — E \ B poniendo:
a9; st T =ay

h(z) =<z si x ¢ AU B. Concluya que (0,1) ~ (0,1) \ Q.

a9;—1 st x = bz
4. Pruebe: R ~ R\ Q. (Sugerencia: Use el anterior)

5. Sean By, By, ..., B,, conjuntos dados. Suponga que existen funciones inyec-
tivas g : Bg = B1,p1: By = Ba, ..., op—1 : Bp—1 = B,y on : B, = By.
Pruebe: By ~ By ~ ... ~ B,. (Generalizacion del Teorema de Schroder-
Bernstein)

6. Sea E = U Ey con E ~ N x ... x N (k veces). Pruebe que £ ~ N.
Concluya que Q[x] = {ag + a1x + ax?® + ...+ anz™ : ag, ...,a, € Q, n € N}
es numerable.

7. Pruebe: El conjunto de ntimeros algebraicos de R es numerable.
(Sugerencia: Use el anterior.)

8. Denotemos: A = {s: N — N}
B={s:N— N: s es estrictamente creciente}
C ={s:N = N: s es biyectiva}
D ={s:N—N: s es inyectiva}



10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

Pruebe: A~ B ~C ~ D.

(Sugerencia: Claramente B C D C Ay C C D C A. Por el ejercicio 5, es
suficiente probar que existen ¢ : A — By 9 : A — C funciones inyectivas.
Defina ¢ = ¢(s) poniendo t; = $1 y t, = $1 + ... + 8, si n > 2. Defina
1 = pow donde p : B — C se construye del siguiente modo: dada s € B
podemos escribir: N = U22 | .S; (unién ajena) donde Sy = {1,...,s1} y S =
{sj+1,--»8j41} si j > 1. Denotamos por 7; : S; — S; las permutaciones
ciclicas my = (1,...,t1) sij =1y m; = (s; +1,...,8j41) si j > 1. Defina
u = p(t) € C poniendo u,, = 7;(n) si n € S;. Pruebe que p es inyectiva.)

Denotemos: £ = {F C N : E es numerable} y

F={f:N={0,1}} (= {0,1}")

Pruebe que: A ~ & ~ F.

(Sugerencia: Sea ¢ : A — B como en el anterior, 8 : B — £ dada por:
B(s) = s(N), v : £ = F dada por: v(E) = xg y § : F — A dada por:
0(f)(4) = f(4) + 1. Pruebe que cada una de las funciones es inyectiva y
aplique el ejercicio 5.)

Pruebe: F ~ (0,1)

(Sugerencia: Para cada x € (0,1) considere su expansion binaria

z 2 0.x125... sin “cola” de unos y defina ¢ : (0,1) — F poniendo:
¥(x)(j) = xj, ahora defina p : F — (0,1) inyectiva y aplique el teore-
ma de Schréder-Bernstein)

Sea G ={h:N— (0,1)}. Pruebe: G ~ (0,1).
(Sugerencia: Justifique las siguientes equivalencias: G ~ ({0, 1}M)N ~
({0, 1}N) ~ {0, 1} ~ (0,1))

SeaS={z:N = Q} (=QY),seaS. = {r €8 :1im, oz, existe} y
Sy ={z € S :lim,_, x, existe}. Pruebe que S, ~ S4 ~ (0, 1).
(Sugerencia: Cada ntimero real en (0, 1) es el limite de una sucesion en S,
y cada sucesion en S, es subsucesion de alguna sucesion de S;)

Sea H ={E C (0,1) : E es no numerable}. Pruebe que H ~ P((0,1)).

Escriba a (0,1) como la unién no numerable de subconjuntos no numera-
bles y ajenos entre si.
(Sugerencia: Pruebe primero que (0,1) x (0,1) ~ (0, 1))

Sea E = {z € (0,1) : la expansion decimal de x no requiere de los digitos
1,3,5,7 y 9}. Pruebe: E ~ (0,1).

Seap>1y B={z € RP:||Z|| < 1}. Pruebe que: R? ~ B. Determine la

regla de 1.

T

(Sugerencia: Pruebe que ¢ : R? — B dada por ¢(T) = e
T

es biyec-

tiva.)
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Seap>2y B={T€RF:|7|| <1} B
B>*® = {7 € RP : méx1<i<p |x;| < 1}. Pruebe que B ~ B*.

z

El

(Sugerencia: Defina ¢ : B — B> poniendo ¢(0) = 0y ¢(T) = ||||| si
Tlloo

7 # 0 donde ||Z||s = méaxi<;<p |2;|. Pruebe que ¢ es biyectiva.)

Pruebe que no existe una funcién suprayectiva entre R y R® (={g : R —
R}). Concluya que R y R® no pueden ser equivalentes.

(Sugerencia: Sea ¢ : R — R® una funcién. Defina h : R — R poniendo
h(z) =1+ (p(z))(x), * € R. Pruebe que h no pertenece a la imagen de

©.)

Sea Cr(R) ={f:R — R : f es continua}. Pruebe que Cr(R) ~ R.
(Sugerencia: Toda funcién constante es continua y por otro lado, cual-
quier funcion continua queda totalmente determinada por sus valores so-
bre Q.Para probar que R? ~ R puede usar el ejercicio 11. Aplique el
teorema de Schroder-Bernstein.)

Sea ¢ un namero irracional. Pruebe:

a) a-+ b¢ es irracional sia € Q\ {0} y b € Q.
b) El conjunto {¢,¢2,¢3, ...} contiene una infinidad de irracionales.
¢) (¢€),(2¢),(3¢), ... son irracionales y distintos entre si.

(x) denota la parte fraccionaria de z, i.e. () =z — [z] .

d) Si ¢ > 2, entonces: (1 = ¢, (o = v/2+( y en general (41 =
vV2+ (, mn > 1 son irracionales y distintos entre si.

Pruebe:

a) Sia,be Q\ {0} entonces ay/2 + b\/3 es irracional.

b) Sea ¢ = log,(3) (i.e. 2¢ = 3), entonces ( es irracional (generalice) .
Sean z < y numeros reales, entonces existe m par y n € N tal que :

m
I<77n<y

a) Sea S C (0,00) con inf(S) =0y sea D = {ns:n € Z, s e S}
Pruebe: D es denso en R.
b) Pruebe: {v/a — Vb : a,b € N} es denso en R.

Sea ¢ un numero irracional dado. Pruebe D = {a+b( : a,b € Z} es denso
en R. (Sugerencia: Sea S = (0,00) N D y use el anterior)

Pruebe que si 0 < x < y entonces existen a, b € Z tales que: z < 293 < y.
(Sugerencia: por el ej. 21. b) y el anterior, existen a,b € Z tales que:

logy () < a+bC < logy(y) )
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1 1
Sea S = {3—m o iMNE N}. Calcule inf(S) y sup(S). Pruebe formal-
mente que lo son.

1
Pruebe /a = 3 1’nfT.EQ+{g + r} para todo a > 0.
7

Sea C' el conjunto clasico de Cantor. Pruebe que D = {mx : x € C, m € Z}
es denso en R.

10 12 31
Pruebe: '3 y 10 € C. (Nota: los tres nimeros estan escritos en base
10, expréselos en base 3)

Sean z,y € R. Pruebe: max{|z — y|, |z + y|} = |z| + |y]-
(Sugerencia: |a £ b| = |a| + |b] <= ab > 0 (ab < 0) respectivamente)

Sea (M, d) un espacio métrico, zp € M y R > 0 dados. Pruebe:

a) Six € Br/a(xo), entonces xg € Brja(x) y Brya(x) C Br(o) -
b) Siz # xg , existe r = r(z) > 0 tal que 2o ¢ B-(z) y Br(x) C Br(xo)

Pruebe:

a) Si Ay B C R son abiertos, entonces A x B es abierto en R2.
b) Si GCR? es abierto y G; = {z € R : existe y tal que (z,y) € G}
entonces G es abierto en R.

¢) ¢{Son ciertos los incisos anteriores si ahora A, By G son cerrados?

Sea (M, d) un espacio métrico, x € M y S C M no vacio. Sea d(x, A) =
inf{d(z,a) : a € A}. Pruebe:

a) |d(z,A) —d(y, A)| < d(z,y)

= 1
b) A = N2 {z € M : d(z,A) < —}. (Sugerencia: z € A <=
n
d(z,4) = 0)
¢) Concluya: si A es cerrado, entonces A es la interseccion numerable
de abiertos.

Sea F' C R? un conjunto finito no vacio. Construya £ C R? tal que B/ = F

Sea E C R tal que E' # ) . Pruebe: D = {nz : n € Z, x € E} es denso en
R. Concluya que si F es no numerable, entonces D es denso en R.

Sea E C RP tal que E’ (El conjunto de puntos de acumulacion de E)
es numerable, entonces F es numerable. Concluya que si £ C RP es no
numerable, E’ lo es también.

(Sugerencia: Pruebe que el conjunto de puntos aislados de E es a lo sumo
numerable.)
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Pruebe: Existen conjuntos cerrados A y B de R tales que A + B no es
cerrado.

1
(Sugerencia: Primer ejemplo: Sea A = Ny B = {-n+ — : n € N},
n
entonces A y B son cerrados, pero 0 ¢ A+ B. Segundo ejempo: Sea A = Z

y B={b{:be€Z} con ( irracional, entonces A y B son cerrados y A+ B
es denso en R.)

Sea (M, d) un espacio métrico y E C M dado. Pruebe:

a) (0(0(E))° = 0 i.e. el cerrado J(O(E)) es denso en ninguna parte
(dn.p.) .

b) Inversamente, si N C M es un cerrado d.n.p., entonces existe £ C M
tal que N = 9(9(F)) .

Sean aq, ..., a,, numeros positivos dados. Pruebe:

n)l/n

a) lim, o (37w, af = méxi<j<m{ar} (Gauss).

, V(14 ar) +.o(l+tamr) =1 1 .,
b) lim, o . d = D oheq Q-
n
Sea j € N fijo. Pruebe lim J L
. 11, A = ——,
J ] —00 (n+]>] 7!
Pruebe: limy, o0 (>0_, ()P/™)" = p! (p €N).
h _
(Sugerencia: limy,_,o = log(t), t>0)
Calcule:
. . a
a) lim, .o nsin (E) a € R.
b) lim,, . sin(2men!) .
c) 1im, oo n? sin(2men!) j = 1,2.
Pruebe en orden los siguientes incisos:

bn+1 _ an+1
a) Si0<a < b, entonces: 35— < (n+1)b".
a

(Sugerencia: el T.V.M.)
b) b"[(n+ 1)a — nb] < a1

1 1
¢) Sustituyaa =1+ T v b = 14+ — en el inciso anterior para mostrar
n n

. 1 . .

que la sucesion ((1 + )") es estrictamente creciente.

n
neN



1 1
d) Sustituyaa=1yb=1+ 5, en b) para obtener: (14 —)" < 4
n n
VneN.

1 n
e) Concluya que lim,,_, (1 + ) existe.
n

44. Suponga que z : N — R es una sucesion tal que: lim,,_, oo (2p 1 — zpn) = 0.

. Tn .
Pruebe que lim,,_,,, — existe.
n

45. Pruebe: h’mn_mo(n!)% =00 .
|

(Sugerencia: Sea M € N dada y n = 2M + v, v € N . Entonces % >
(20)!
MM
Asf pues, n! > M+ o bien (n!)» > M)

-2V . Elija v de tal modo que la tltima expresion sea mayor que 1.

46. Sea x : N — R una sucesion acotada y sea L = {l € R : 3 una subsucesion
de z que converge a [} . Pruebe:

a) Six: N — R converge, entonces L se reduce a un punto.

¢) lim 2y <1 <Um,_ ooz, VIEL.

—=——n—00

)
b) L # {0 (Sugerencia: Bolzano-Weierstrass)
)
d)

lim, . 2, =minl , lfmy,—y ooy, = max L.
. 1

47. Defina 2 : N — [0,1] poniendo x1 = 0, x5 = 1, 3 = 0, x4 = 50 ¥5 =

1 2

1u $6:0,$7:—,.’178

=—,x :]_71; :0,:)3 = —, etc.
3 3 9 10 11 4

a) Halle la regla de z .

b) Determine L.
(Sugerencia: Ver el anterior.)
48. a) Sea ()32, una sucesion de niimeros reales tal que Ty 1m < Ty + Ty

x x

Pruebe que lim,, .. (—) existe y es igual a inf,{~—}. (EI limite
n n

podria ser —oo si (z;)32; no estd acotada inferiormente. )

(Sugerencia: Seam > 1fijoyj=ml+ncon0<n<myleN,

gutonces: x x x x

2o omb T pTm LLgE ™ 1 2" Sij — oo, entonces

A L

¢ — oo por lo que: h'mjﬂoo(?]) < fnfm{ﬁ})

b) Sea (w;)$2; una sucesion de niimeros positivos tales que:// wym <

Wy, - Wy, Pruebe que 1fm,,_, o wh'™ existe y es igual a infn{w}/ "1 (el
limite podria ser cero).
(Sugerencia: Sea x,, = log(w,) y aplique el anterior.)
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56.

Pruebe: (x,)5%, converge <= lim, soo(Tp + Yn) = My oo(zy) +
1im,, oo (y») para toda sucesion (y,,)% ;. Anilogamente con el limite in-
ferior.

(Sugerencia: si 1fm,,_, (y,) es finito, entonces es el mayor niimero real
para el que existe una subsucesion de (y, )22 ; que converge a él.)

Sean a < ben Ry A € (0,1) dados. Defina z : N — R como sigue:
1 =a, o =by Tpto= (1 —Nzpi1 + Az, .

a) Pruebe que x : N — R es una sucesion de Cauchy.

(Sugerencia: Pruebe por induccion que 12 —2pt1 = (—1)"A"(b—a))
b) Obtenga lim,,_, o =, en términos de a,by A .

(Sugerencia: @42 = 1 + 37 (Tj12 = Tj41) )

Sea 7w : N — N una biyecciéon y x : N — M una sucesion. Pruebe:

a) z:N— M converge al <= zom:N— M converge a .

b) 2 :N — M es de Cauchy <= zom:N — M es de Cauchy.
(Note que = o  es una subsucesion de x solo si 7 es la identidad.)

Sea x, =sin(n) Vn € N.Pruebe que D = {msin(n) : m € Z, n € N} es
denso en R.

1
A partir de la serie e = Z;‘;o = pruebe que e ¢ Q.
3!

1
(Sugerencia: Pruebe primero que n! Z?:o — € Z. Ahora suponga que

;!
e€ Q)

a) Determine los valores de a tales que 2211(_1)”“(& 1 )™ converge

y obtenga el valor de la serie.

b) Determine los valores de a para los que Y | converge.

a™ +1
¢) Determine la relacion entre a y b > 0 de tal modo que la sucesion
a ala+1) ala+1)...(a+n)

OO_ ﬁ 3 : n = T _— “ee
(wn)nZy definida por: o = 4 3079+ + 0T b

converja.

Sea k € {0,...,9} dado y sea Ap = {n € N : el digito k£ no aparece en la

representacion decimal de n}. Pruebe: > — < oo.

nEAyg n

Un ntmero natural escrito en base 10 se llama palindromo si tiene el mismo
valor leido de izquierda a derecha que de derecha a izquierda, por ejem-
plo: 52325. Sea P = {n € N : n es un palindromo}. Pruebe: ), —

n
(Sugerencia: Cuente los palindromos en {1,...,9},{10,...,99},{100,...,999},...)

< Q.
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64.

Sea f :[0,00) — (0,00) continua y no decreciente. Sea g : [0,00) — R con-
tinuamente diferenciable y tal que lim,_,+ g(z) = co. Suponga que existe
a > 0 tal que f(g(x))g'(z) es no creciente en (a,o0). Pruebe: Z;‘;l &
converge <= Z;’;l f(9(4))g'(4) converge (N.V. Bugaev).

(Sugerencia: Use la prueba de la integral de Cauchy.)

Sea J C (0,00) no vacio. Defina ;& =sup{)_ px: F C J, F finito}.
Pruebe:

a) Si ) .;x < oo, entonces J es finito o numerable.

1
(Sugerencia: Vn € N, E,, = {z € J : £ > —} es alo sumo numerable.)
n

b) SiJ es numerable y ¢ : N — J es una biyeccion, entonces ), = =
>0 ¢(n) (sumabilidad conmutativa).

Hipétesis y notacion como en el anterior. Si § = Y ;2 < oo, pruebe:
Ve>0,3 F.=F() C J finito tal que |S — > _~z| <eV G D F. con
G C J finito.

z€G

Sea f : (a,b) — R una funcién y zp € (a,b) dado. Suponga que para
todo 0 > 0 existe ¢ > 0 tal que si |z — 29| < 0 (z € (a,b)) entonces
|f(z) = f(xo)] < e. (Es f continua en z(?

Sea M = {z,y, 2z}, d =métrica discreta y d’ dada por: d'(z,y) = d'(x, z) =
2, d(y,z) =1y d(z,z) =d(y,y) = d(z,2) = 0. Pruebe:

a) d' es métrica.
b) dy d son equivalentes.

¢) Si f: M — M esta dada por: f(z) =y, fly) = zy f(z) = 2
entonces f es d'-continua pero no es d-continua.

Sea s : N — N estrictamente creciente. Defina f, : [0,1) — [0,1) como
sigue: fs(x) L 0.¢5,2s,... sl & L 0.212s... (expansion decimal sin “cola” de
nueves). Pruebe: fs es continua en todo aquel z € [0,1) tal que fs(z) no
tenga “cola’” de nueves.

Sea ¢ : R — R tal que: p(a+h) 4+ p(a—h) =2p(a) V¥V a,h € R. Pruebe:

a) Sip(x) = p(r) — ¢(0) entonces ¥ es aditiva.

b) Si ¢ es continua en 0, entonces: p(x) = (@(—1)—p(0))z+¢(0) Vz €
R.

Pruebe: No existe f : R — R continua tal que x € Q <= f(z) ¢ Q.
(Sugerencia: Si tal f existe, no podria ser constante en R\ Q por con-
tinuidad. Suponga que f(z) = ¢, f(y) = r con ¢ # r, en Q. Use que
el intervalo con extremos x y y contiene una cantidad no numerable de
nameros irracionales y el Teorema de Bolzano.)
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69.

70.

71.

Sea f :[0,1] — R continua con f(0) = f(1) y sea n > 2. Pruebe que existe
n—1
xo € [0, T] tal que f(zo) = f(zo + ﬁ)

(Sugerencia: Sea g(z) = f(z) — f(x + %), pruebe que g(0) + g(%) +..+
)=0)

Sea f : [a,b] — R continua y z1,zs,...,2, € [a,b] dados. Pruebe que

n—1

g(n

1
existe zg € [a,b] tal qeu f(zo) = —(f(x1)+...+ f(zn)). Generalice a otros
n
promedios.
Pruebe que la version “topologica”’ del teorema de Schroder-Bernstein no
se cumple, es decir: si existen f: A — By g: B — A funciones inyectivas
y continuas, entonces no se sigue que Ay B sean homeomorfos..
(Sugerencia: A = [0,1] y B = R con la métrica usual.)
Sea (M, d) un espacio métrico, G C M abierto no vacio. defina f: G — R
1
poniendo f(z) = A6 y d* : G x G — R dada por d*(z,y) = d(z,y) +
x, G°
|f(x) — f(y)]. Pruebe:
a) f es continua. (Sugerencia: |d(z, A) — d(y, 4)| < d(z,y))
b) d* es una métrica en G.

¢) d* es equivalente a d restringida a G.

(La desigualdad de W. Young)
Sea ¢ : [0,00) — [0, 00) una funcién continua, estrictamente creciente con
©(0) = 0. Sea ¥ = ! su inversa. Pruebe:

a) U es estrictamente creciente y continua también.
b) Para cualesquiera a,b > 0 se tiene que: ab < [ ¢(s)ds + fob U(t)dt.

La igualdad ocurre <= b = ¢(a). Argumente geométricamente.

1 1
¢) Sean p,q € (1, 00) exponentes conjugados, es decir — + — = 1. Pruebe
p q

P e

que ab < “ + — (a,b > 0). La igualdad ocurre <= aP = b?
p q

(Desigualdad de Holder).

Pruebe: f : R — R es continua <= A = {(z,y) : y < f(z)} y B =
{(z,y) : f(z) < y} son abiertos en RZ.

Pruebe: Si (M, d) es un espacio métrico completo y (E,)5; es una su-
cesion anidada de subconjuntos cerrados y acotados (rel. d) no vacios tal
que: lim,,_,diam(E,) = 0, entonces N2, E,, consta de un punto exac-
tamente (diam(FE) denota el didmetro de un conjunto acotado y se define
como sup{d(z,y) : z,y € E}).
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76.

7

. Sea M un conjunto numerable y M = {mj,ma,...} una enumeracion.
1
Defina d : M x M — R poniendo: d(myp, my) = d(mp, Mp4p) =1+ —
n

(n,p € N) y d(my, my) = 0. Pruebe:

a) d es una métrica.

b) (M, d) sélo posee sucesiones de Cauchy que son finalmente constantes,
por lo que es completo.

¢) My Biya/n(mn) = 0.
(NOTA: Este ejercicio muestra que la condicion de que los diametros

tiendan a cero en el ejercicio anterior es indispensable para que la
interseccion sea diferente del vacio.)

. Sea (M, d) un espacio métrico. Decimos que K C M es totalmente acotado
si V e > 0 existe un ntimero finito de puntos z1,...zx() € K tales que
K C B.(x1) U ...U B.(zn()). Pruebe que si K es totalmente acotado,
entonces K es acotado. Pruebe con un ejemplo que el reciproco es falso.
(NOTA: El conjunto {1, ..., 2x()} se llama una e-red.)

. Sea (M,d) un espacio métrico completo y f : M — M d-continua.
Pruebe que M contiene un subconjunto d-compacto no vacio My tal que
f(Mo) = Mo. ‘ A
(Sugerencia: Sea My = ﬂ;";lf(j)(M), donde £ (M) significa f(f(...f(M)...))
J veces.)

. (Teorema Min-Max de Weierstrass)
Sea (M, d) un espacio métrico, f : M — R continua y K C M compacto
por sucesiones. Pruebe:

a) f(K)={f(k):ke K} es acotado.

b) 3 z* y z. € K tales que f(z*) = sup{f(z) : x € K} y f(z«) =
inf{f(z):z € K}.

a) Sea f:[1,00) = [1,00) definida por f(z) =z + % Pruebe que f es
contractiva y no tiene punto fijo a pesar de que [1, 00) es completo.

b) Determine [a,b] de tal modo que f : [a,b] — [a,b] dada por: f(z) =
m sea una contraccion.

. (Teorema de Edelstein)
Sea (M,d) un espacio métrico y K C M compacto. Sea T : K — K tal
que d(Tz,Ty) < d(z,y) VYV x #y € K. Pruebe: T tiene un tnico punto
fijo.
(Sugerencia: Defina f : K — R poniendo: f(z) = d(z,Tz). Pruebe que f
es continua y que min{f(z) :x € K} =0.)
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78.

79.

80.

81.

82.

83.

Sea (M, d) un espacio métrico compactoy T : M — M tal que d(Tz, Ty) =
d(x,y) para cada z,y € M. Pruebe que T es suprayectiva.

(Sugerencia: Sea xg € M\T(M). Como T'(M) es compacto, g = min{d(zo, Tx) :
x € M} es positivo. Concluya de la hipotesis que (T"x0)22, en T'(M) no
abmite subsucesiones convergentes.)

Seap>1, B={zcRF:|[z]| <1}y T: B — B tal que
||TZ — Ty|| < ||z — 7||. Pruebe que T tiene al menos un punto fijo.
(Sugerencia: Considere (1 —1/k)T)

Sea (M, d) un espacio métrico compactoy T' : M — M una transformacion
expansiva (i.e. d(Tz,Ty) > d(z,y) V z,y € M). Pruebe que T es una
isometria (i.e. d(Tx, Ty) = d(x,y) Va,yec K.)

Sea f : [a,b] — R diferenciable. Suponga que existen constantes
0 < m < M tales que: m < f'(z) < M para todo = € [a,b] y que
f(a) < 0 < f(b). Defina ¢ : [a,b] = [a,b] como sigue: p(z) = = — f%

Pruebe:

a) ¢ est;’tb bien definida, es creciente y es un contracciéon con constante
1-— e
(Sugerencia: Se sigue del teorema del valor medio que M (z — b) <
f(z) < M(z —a))

b) Si xg es el (anico) punto fijo de ¢, entonces z( es la unica solucion
de la ecuacion f(zg) = 0.
(Sugerencia: Pruebe que para cualquier x; € [a, b] fijo se tiene:

M%(l = %)n donde Tnt+l = ‘P(xn) (Tl > 1))

|Zr41 — mo| <
Sea f : R — R una funcién continuamente diferenciable y tal que
f(a) #0. Sea 6 > 0 tal que si |z — a| < § entonces
81f"(a)|

1
|f'(z) = f'(a)] < 51f'(a)l- Suponga que y es tal que [y — f(a)| < =—F—,
entonces la funcion ¢ : [a — §,a + §] — [a — J,a + ] dada por:

_ L, f@® -y
A =T

solucién de la ecuacion f/'(z) = y.
(Sugerencia: Aplique el teorema del valor medio. De las hipotesis se sigue
1

es una contracciéon y el punto fijo xy de ¢ es la tnica

que - es una constante de contraccion. Para probar que ¢(z) € [a—9, a+],
estime |p(z) — af < [p(z) — ()| + |¢(a) —al)

Sea F': [a,b] x R — R una funcién (F = F(z,y)) tal que F es continua en
x y diferenciable en y. Suponga que existen constantes 0 < m < M tales

OF
que m < a—(w, y) < M para toda (z,y) € [a,b] x R, entonces la ecuacion
Y

F(z,y) = 0 tiene una y solo una solucion y = f(z) que es continua en

11



84.

85.

86.

[a,b] (Un caso particular del teorema de la funciéon implicita).
(Sugerencia: Sea T : Cg([a,b]) — Cr([a,b]) dada por

T(f)(z) = f(z) — iF(x,f(glc)) Pruebe que T es una contraccién con

respecto a la norma uniforme. Use el teorema del valor medio. El punto
fijo es la solucion.)

Sea (M, d) un espacio métrico, K C M d-compacto, no vacioy G = {G,}
una cubierta d-abierta de K. Pruebe que existe A > 0 tal que si x, y € K
satisfacen d(z,y) < A, entonces existe G, € G tal que contiene ambos
puntos (A se llama un nimero de Lebesgue de la cubierta G.).
(Sugerencia: Para cada x € K tal que © € G, elija 6(x) > 0 tal que
Bs(z)(z) C Go. Entonces {Bs(,y(z) : € K} es una cubierta abierta de
K. Sean 1,22, ...,x, € K tales que K C Bz, )(21) U ... U Bs(g,)(zn) ¥
sea A = min{d(x1),...,0(x,)}.)

Seann >1,G ={A CRP: A es abierto}, F = {C C RP : C es cerrado}
y K ={K C RP: K es compacto}. Pruebe que: G ~ F ~ K ~ (0,1), i.e.
todos son equivalentes.

(Sugerencia: El complemento de cada abierto es cerrado y viceversa, por
lo que la primera equvalencia es inmediata. Cada abierto es la union a lo
mas numerable de miembros de la familia numerable que consiste de bolas
de radio racional y centro en QP.)

Sea (M,d) un espacio métrico y sea F = {F C M : F es no vacio,
d-cerrado y d-acotado}. Defina 7 : F x F — R poniendo 7(E,F) =
méx{h(E, F),h(F,E)} donde h(E, F) = sup{d(z, F) : x € E}. Pruebe:

a) 7 es una métrica (LA METRICA DE HAUSDORFF).

b) T({x},{y}) = d(z,y).

¢) (E,F)<e <— Ec{zeM:dz,F)<elyFcCc{reM:

d(z,F) < e}.

d) 7(E,F)<e < FC{xeM:dxFE)<e}y B.(x)NF # () para
todaz € E.

e) Si (M,d) es completo, (F,T) es completo.

(Sugerencia: El ejercicio 71 de sucesiones y series es ttil.)

87. Sea M = (0,1) y sean d y d’ métricas en M dadas por:

X X
1+ 14y

d(z,y) = ‘ ‘ y d'(z,y) = min{1, |z — y|}. Pruebe:

a) dy d' son equivalentes.

b) Si 7 y 7’ son las métricas de Hausdorfl determinadas por d y d’
respectivamente, entonces 7 y 7’ no son equivalentes.
(Sugerencia: Sea H = {F : F C N, F finito}. Entonces N pertenece
a la T-cerradura de H pero no asi a la 7’-cerradura de H. De hecho,
verifique que h'(N, F') > 1 para cada F € H.)
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88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

96.

a) Si Cy y Cy son conexos (rel. d) y C; N Cqy # (), entonces C; U Cy es
conexo (rel. d).

b) Sea {Cy}aer una familia de subconjuntos conexos de un espacio mé-
trico con la siguiente propiedad: existe 3 € I tal que para todo a € I
se tiene que: C, N Cg # 0. Pruebe que UyerCy es conexo (rel. d).

Sea (M, d) un espacio métrico. Pruebe:

a) (M,d) es conexo <= 9(A) # () para todo A C M, con A # M no

vacio.

b) Si ademés M no es acotado, entonces para cada xg € M y r > 0 se
tiene que {x € M : d(z,x¢) = r} # 0.

Si C' C RP es conexo y contiene més de un punto, entonces C' es no
numerable.

Sean (M,d)y (M’,d") espacios métricos, f : M — M’ continua. Pruebe: Si
M es conexo (rel. d), entonces I'(f) = {(=, f(T)) : © € M} es d x d'-conexo.

Sea B C R? numerable. Pruebe que C' = R?\ B es conexo.

(Sugerencia: Es suficiente probar que C' es conectable por trayectorias. Sea
x € C fijo y y € C arbitrario. A través del punto medio del segmento Ty
tracese otro segmento, digamos de longitud uno, que lo intersecte sélo en
el punto medio. Como B es numerable, existe z € C' en tal segmento y tal
que (7%) U (2g) € C.)

Generalice a RP, p > 2.

Sea C = {C C R? : C es conexo}. Pruebe que C ~ P(R?).
(Sugerencia: {Bf UE : E C S'} C C.) Generalice para p > 2. ;Cuél es el
resultado correspondiente si p =17

Sea Cp, = {(z,y) € R? : 2 >0, y > 1/z} U{(z,y) € R? : y > 1/n}
(n € N). Pruebe:

a) C, es conexo y cerrado para cada n.

b) Ny ,Cy, no es conexo.
(Sugerencia: Dibuje.)

Sean M = [0,1] x[0,1]\{(z,0): 1/3 <2 <2/3}y A, ={(z,y) e M : y <
1/n}. Pruebe que A,, es conexo en M, A, D Apt1r (n=1,...) y NS, A,
10 €S CONexo.

Sea (M, d) un espacio métrico y (C,)5%; una sucesion anidada de sub-
conjuntos compactos, conexos (rel. d) y no vacios; entonces NS, C,, es
compacto, conexo (rel. d) y no vacio. (Compare con los dos ejercicios an-
teriores.)
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97

98

99

100.

101.

102.

103.

104.

105.

106.

107.

. Pruebe: S? = {Z € R? : ||Z|| = 1} es conexo.
(Sugerencia: Sean T, § € SP con § # —Z. Defina ¢ : [0,1] — S? po-
niendo: ¢(t) = (A=t +ty ) Concluya que S' y SP, p > 1 no son
' (1= t)z + 1yl ’

homeomorfos.

. Sea SP = {7 € R? : ||[7|| = 1} y sea f : S? — R continua. Pruebe: Existe
Ty € 5P tal que f(Tg) = f(—70)-
(Sugerencia: Considere ¢ : (Z) = f(T) — f(—T) y use la conexidad de S?.)

. Pruebe que no existe una isometria suprayectiva entre R y R? (métricas
usuales).

Sean (M,d) y (M',d’) espacios métricos con (M',d") completo y My C M,
d-denso en M. Sea f : My — M’ uniformemente continuay f : M — M'la
extension natural de f. Pruebe que f es uniformemente continua también.

Sean (M,d) y (M',d’) espacios métricos y (f, : M — M')22; sucesion
de funciones que converge uniformemente a f en un subconjunto M, de
M. Pruebe: Si cada f,, es uniformemente continua en M, entonces f es
uniformemente continua en My también.

Sea f : R — R continua. Suponga que la familia {f,}52; definida por:
fn(t) = f(nt) es equicontinua en [—1,1]. Pruebe que f es constante.

Sean (M,d) y (M’,d") espacios métricos compactos y (M”,d") métrico.
Sea F': M x M’ — M" continua. Para cada x € M fija, definimos

F, : M'— M'" dada por F,(y) = F(x,y). Pruebe que F = {F, : x € M}
es acotada y uniformemente equicontinua.

Sean (M,d) y (M’,d’) espacios métricos y D un subconjunto d-denso en
M. Sea (fn, : M — M')>2; una sucesion de funciones continuas tal que
converge en cada punto de D. Pruebe: Si (f,,)52; es uniformemente equi-
continua, entonces (f,,)52; converge en todo punto de M y la convergencia
es uniforme en todo subconjunto d-compacto de M.

Sea F C Cg([0,1]) uniformemente equicontinua y (f,)5%; C F una su-
cesion. Sea H = {z € [0,1] : (fn(x))2, converge}. Pruebe que H es
cerrado.

Sea F C Cg([a,b]) una familia uniformemente equicontinua y z¢ € [a,b]
dado. Pruebe que si V(zg) = {f(zo) : f € F} esta acotado, entonces F
esta acotada.

Sea F C Cgr([a,b]) dada y x¢ € [a,b] fijo y V(x0) como en el anterior. Sea
D = {zg € [a,b] : V(z0) es acotado}. Pruebe que D es abierto y cerrado
n [a,b]. Concluya que si F es equicontinua y D # (), entonces F esta
acotada.

(Sugerencia: [a, b] es conexo.)
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108.

109.

110.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

Generalice el anterior para espacios métricos (M, d), K C M d-compacto
y d-conectable por trayectorias.

Sea (M, d) un espacio métrico y K C M d-compacto, no vacio. Sea
F C Cr(K) una familia acotada y uniformemente equicontinua. Pruebe
que F es también acotada y uniformemente equicontinua.

Sea f:[0,1] x [0,1] x [-1,1] = R continua Para cada se€0,1]y

x € Cg|0,1] con [|z|[p,1] < 1, sea: Fp( fo s,t,x(t))dt. Defina
o(x) = F,. Pruebe que ¢ : C(]0, 1]) — Cgr([0, 1]) lleva compactos en
compactos (respecto a la norma uniforme).

Sea I =[0,1]y F={f e Cr():|f(s)— ft)] <|s—t|, s,t € I}. Pruebe
que F es || ||r-compacto.

Sea (fn : [a,b] — R)S2; una sucesion de funciones continuamente dife-
renciables tal que (f})22; converge uniformemente a cierta funcion g y
(fn(x0))52, converge para algun zg € [a, b]. Pruebe que existe

f : [a,b] = R continuamente diferenciable tal que (f,)%2; converge uni-
formemente a fy f' =g en [a, b]

(Sugerencia: Escriba f,,(z f fL@)dt+ fo(zo) y sea f(z fﬂﬁo g(t)dt+

hmn—)oo fn(w[)))
Enuncie el teorema correspondiente para series de funciones y pruébelo.

Sea (fy : [a,b] — R)$2; una sucesion de funciones diferenciables tal que
(f1)22; esta uniformemente acotada en [a,b] y tal que (f,(20))52,; con-
verge para algin z( € [a,b]. Pruebe que (f,,)2; admite una subsucesion
uniformemente convergente.

Sea (fn : R — R)22; una sucesion de funciones diferenciables tal que:

a) fn(0) =0 para cada n.
b) |f.(x)| < el*l para cada n y cada z.

Pruebe que la sucesién admite una subsucesiéon uniformemente con-
vergente en cada intervalo acotado.

Para f7 geM= CJR([O 1]) defina: d(f,g) = |[f — gllp,1) ¥
fo |f(x (x)|dx. Pruebe:

a) dy D son métricas.
b) Todo abierto relativo a D, es abierto relativo a d.

¢) No toda sucesion D-Cauchy es d-Cauchy.

Sea (M, d) un espacio métrico compacto y f : M — R continua. Pruebe:
para cada € > 0, existe ¢ : M — R Lipschitz continua
(ie. g(z) — q(y)| < Ad(z,y) z,y € M, A > 0 constante) tal que

If = allar <e-
(Sugerencia: El teorema de Stone.)
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117.

118.

119.

120.

121.

122.

123.

124.

125.

126.

127.

Sean f,g € Cgr([a,b]) tales que f(x) < g(z) para toda = € [a,b]. Pruebe:
existe p € R[] tal que f(x) < p(z) < g(z) para toda x € [a, b].

Sea f € Cr(la,b]) y € > 0. Pruebe que existen p,q € R[z] tales que
p(z) < f(r) < q(x) para toda x € [a,b] y tales que ||p — ql[[q,5 < e

Sea h € Cg([a,b]) dada. Pruebe que existe una sucesion (p,)5; en R[z]
tal que p,, < pny1 para cada n y p, converge a h uniformemente en [a, b].

Sea f :[0,1] — R continua, entonces: lim,_, fol f(z™)dz = f(0).
(Sugerencia: Aproxime uniformemente con polinomios.)

Pruebe los resultados correspondientes a los cuatro ejercicios anteriores
para funciones g : R — R que son continuas y de periodo 27 y para
sucesiones (t,)% ; de polinomios trigonométricos.

Pruebe los resultados analogos a los ejercicios 117,118 y 119 para funciones
en Cr(K) con py ¢q en un algebra de funciones que contiene constantes y
separa los puntos de K (K subconjunto compacto no vacio de un espacio
métrico.)

Sea A C Cgr([a,b]) un algebra que contiene constantes y separa los puntos
de [a,b]. Sea V(f)(x) = [ f(t)dt f € Cla,b], x € [a,b]. Sea D = {V (f) :
f € A}. Pruebe que D es || |[[4,5-denso en {g € Cr([a,b]) : g(a) = 0}.

Sea f : [a,b] — R continuamente diferenciable. Pruebe que existe una
sucesion de polinomios (py) tal que: ||f — pplljap) + [If" = Dplljap) — O si
n — oo.

Pruebe con un ejemplo en cada caso que la conclusiéon del teorema de
Stone-Weierstrass falla para funciones de Cg(K) si una y soélo una de las
hipotesis del teorema no se cumple; i.e. si K no es compacto 6 el dlgebra
no separa puntos 6 no contiene constantes ¢ la familia de aproximadores
no constituye un algebra, pero se satisfacen el resto de las hipotesis.

Sea (a,)$2; una sucesion tal que a, — oo (0 a, — —o0) si n — oo. Su-

1
ponga que: 2712/:1 cos(jan) — 0, i 25:1 sin(ja,) — 0 si n — oo para
1 1 2m

N fo:l flan) = — f(0)df para cada

cada j € N, entonces: lim,, 5 Jo
T

f continua y de periodo 2.

(Sugerencia: La hipotesis implica que la conclusion se cumple si f es un
polinomio trigonométrico. Ahora use el ejercicio 121 para polinomios tri-
gonomeétricos.)

a . .
Sea o/ un namero tal que — es irracional y sea a,, = na (n € N). Pruebe

0
que (a,)%2, satisface la hipotesis del ejercicio anterior.
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128.

129.

130.

Sea (a,b) C [0,27] dado. Defina ¢ : [0,27] — {0,1} como sigue:

1 si x€(a,b . ..
p(z) = _ ( >7 y extienda ¢ periodicamente a todo R con
0 si x¢(a,b)
@
periodo 27. Pruebe: si & es un niimero tal que — es irracional, entonces:
0

. 1 b—a
hmn—>oo N ZnNzl gp(noz) = 1t .

(Sugerencia: Considere primero el caso en el que a # 0 y b # 2w. Dada
€ > 0 construya funciones continuas f; : [0,27] — R tales que:

i) f;(0)=f;2m)=0 j=1,2.
ii) f1(0) < @(0) < f2(0), 0 €0,2n].
iii) ‘fOQij(G)dO—(b—a) <e  j=12

y use los dos ejercicios anteriores.)

Sea (M, d) un espacio métrico, K C M compacto y A C Cg(K) un algebra
de funciones. Suponga que A no se anula en K, i.e. para cada x € K existe
F = f. € Atal que f.(x) # 0. Pruebe: A distingue los puntos de K <=
i) A no se anula en K y ii) A separa a los puntos de K.

Notacion como en el anterior. Pruebe: si A separa los puntos de K, enton-
ces: A= Cr(K) 0 existe zp € K tal que A= {f € Cr(K) : f(xo) = 0}.

(Sugerencia: Use el anterior. Si A se anula en K, sea A={g+c:ce R}

entonces A es un algebra y oy_ Cr(K). Sea xg € K tal que f(z9) =
0 V f € A Entonces: A C {f € Cr(K) : f(zo) = 0}. Para la otra

contencion, aproxime f con elementos de A.)
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