
Segunda Serie

1. Pruebe: f : N×N→ N dada por: f(a, b) = 2a−1(2b− 1) es biyectiva (Por
convención 20 = 1).

2. Defina f : Q→ N como sigue:

f(r) =


2p3q si r =

p

q
con (p, q) = 1 (p ∈ Z+, q ∈ N)

1 si r = 0

2−p3q + 1 si r =
p

q
con (p, q) = 1 (p ∈ Z−, q ∈ N)

.

Pruebe que f es inyectiva. Concluya que Q es numerable.

3. Sean E un conjunto y B ⊂ E un subconjunto numerable. Pruebe: Si E \B
es infinito, entonces E ∼ E \B.
(Sugerencia: Sea A ⊂ E \ B numerable. Si A = {a1, a2, ...} y B =
{b1, b2, ...} son enumeraciones, defina h : E → E \B poniendo:

h(x) =


a2i si x = a1

x si x /∈ A ∪B
a2i−1 si x = bi

. Concluya que (0, 1) ∼ (0, 1) \Q.

4. Pruebe: R ∼ R \Q . (Sugerencia: Use el anterior)

5. Sean B0, B1, ..., Bn conjuntos dados. Suponga que existen funciones inyec-
tivas ϕ0 : B0 → B1, ϕ1 : B1 → B2, ..., ϕn−1 : Bn−1 → Bn y ϕn : Bn → B0.
Pruebe: B0 ∼ B1 ∼ ... ∼ Bn. (Generalización del Teorema de Schröder-
Bernstein)

6. Sea E = ∪∞k=1Ek con Ek ∼ N × ... × N (k veces). Pruebe que E ∼ N.
Concluya que Q[x] = {a0 +a1x+a2x

2 + ...+anx
n : a0, ..., an ∈ Q, n ∈ N}

es numerable.

7. Pruebe: El conjunto de números algebráicos de R es numerable.
(Sugerencia: Use el anterior.)

8. Denotemos: A = {s : N→ N}
B = {s : N→ N : s es estrictamente creciente}
C = {s : N→ N : s es biyectiva}
D = {s : N→ N : s es inyectiva}
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Pruebe: A ∼ B ∼ C ∼ D.
(Sugerencia: Claramente B ⊂ D ⊂ A y C ⊂ D ⊂ A. Por el ejercicio 5, es
suficiente probar que existen ϕ : A → B y ψ : A → C funciones inyectivas.
Defina t = ϕ(s) poniendo t1 = s1 y tn = s1 + ... + sn si n ≥ 2. Defina
ψ = ρ ◦ ϕ donde ρ : B → C se construye del siguiente modo: dada s ∈ B
podemos escribir: N = ∪∞j=1Sj (unión ajena) donde S1 = {1, ..., s1} y Sj =
{sj+1, ..., sj+1} si j > 1. Denotamos por πj : Sj → Sj las permutaciones
cíclicas π1 = (1, ..., t1) si j = 1 y πj = (sj + 1, ..., sj+1) si j > 1. Defina
u = ρ(t) ∈ C poniendo un = πj(n) si n ∈ Sj . Pruebe que ρ es inyectiva.)

9. Denotemos: E = {E ⊂ N : E es numerable} y
F = {f : N→ {0, 1}} (= {0, 1}N)
Pruebe que: A ∼ E ∼ F .
(Sugerencia: Sea ϕ : A → B como en el anterior, β : B → E dada por:
β(s) = s(N), γ : E → F dada por: γ(E) = χE y δ : F → A dada por:
δ(f)(j) = f(j) + 1. Pruebe que cada una de las funciones es inyectiva y
aplique el ejercicio 5.)

10. Pruebe: F ∼ (0, 1)
(Sugerencia: Para cada x ∈ (0, 1) considere su expansión binaria
x

2
= 0.x1x2... sin “cola” de unos y defina ψ : (0, 1) → F poniendo:

ψ(x)(j) = xj , ahora defina µ : F → (0, 1) inyectiva y aplique el teore-
ma de Schröder-Bernstein)

11. Sea G = {h : N→ (0, 1)}. Pruebe: G ∼ (0, 1).
(Sugerencia: Justifique las siguientes equivalencias: G ∼ ({0, 1}N)N ∼
({0, 1}N×N) ∼ {0, 1}N ∼ (0, 1))

12. Sea S = {x : N → Q} (= QN), sea Sc = {x ∈ S : ĺımn→∞ xn existe} y
Sd = {x ∈ S : ĺımn→∞ xn existe}. Pruebe que Sc ∼ Sd ∼ (0, 1).
(Sugerencia: Cada número real en (0, 1) es el límite de una sucesión en Sc
y cada sucesión en Sc es subsucesión de alguna sucesión de Sd)

13. Sea H = {E ⊂ (0, 1) : E es no numerable}. Pruebe que H ∼ P((0, 1)).

14. Escriba a (0, 1) como la unión no numerable de subconjuntos no numera-
bles y ajenos entre sí.
(Sugerencia: Pruebe primero que (0, 1)× (0, 1) ∼ (0, 1))

15. Sea E = {x ∈ (0, 1) : la expansión decimal de x no requiere de los dígitos
1,3,5,7 y 9}. Pruebe: E ∼ (0, 1).

16. Sea p ≥ 1 y B = {x ∈ Rp : ||x|| < 1}. Pruebe que: Rp ∼ B. Determine la
regla de ϕ−1.

(Sugerencia: Pruebe que ϕ : Rp → B dada por ϕ(x) =
x

1 + ||x||
es biyec-

tiva.)
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17. Sea p ≥ 2 y B = {x ∈ Rp : ||x|| ≤ 1}
B∞ = {x ∈ Rp : máx1≤i≤p |xi| ≤ 1}. Pruebe que B ∼ B∞.

(Sugerencia: Defina ϕ : B → B∞ poniendo ϕ(0) = 0 y ϕ(x) =
||x||x
||x||∞

si

x 6= 0 donde ||x||∞ = máx1≤i≤p |xi|. Pruebe que ϕ es biyectiva.)

18. Pruebe que no existe una función suprayectiva entre R y RR (={g : R →
R}). Concluya que R y RR no pueden ser equivalentes.
(Sugerencia: Sea ϕ : R → RR una función. Defina h : R → R poniendo
h(x) = 1 + (ϕ(x))(x), x ∈ R. Pruebe que h no pertenece a la imagen de
ϕ.)

19. Sea CR(R) = {f : R→ R : f es continua}. Pruebe que CR(R) ∼ R.
(Sugerencia: Toda función constante es continua y por otro lado, cual-
quier función continua queda totalmente determinada por sus valores so-
bre Q.Para probar que RQ ∼ R puede usar el ejercicio 11. Aplique el
teorema de Schröder-Bernstein.)

20. Sea ζ un número irracional. Pruebe:

a) a+ bζ es irracional si a ∈ Q \ {0} y b ∈ Q.

b) El conjunto {ζ, ζ2, ζ3, ...} contiene una infinidad de irracionales.

c) (ζ), (2ζ), (3ζ), ... son irracionales y distintos entre sí.
(x) denota la parte fraccionaria de x, i.e. (x) = x− [x] .

d) Si ζ > 2, entonces: ζ1 = ζ , ζ2 =
√

2 + ζ y en general ζn+1 =√
2 + ζn n ≥ 1 son irracionales y distintos entre sí.

21. Pruebe:

a) Si a, b ∈ Q \ {0} entonces a
√

2 + b
√

3 es irracional.

b) Sea ζ = log2(3) (i.e. 2ζ = 3), entonces ζ es irracional (generalice) .

22. Sean x < y números reales, entonces existe m par y n ∈ N tal que :
x <

m

7n
< y .

23. a) Sea S ⊆ (0,∞) con ı́nf(S) = 0 y sea D = {ns : n ∈ Z, s ∈ S}.
Pruebe: D es denso en R.

b) Pruebe: {
√
a−
√
b : a, b ∈ N} es denso en R.

24. Sea ζ un número irracional dado. Pruebe D = {a+ bζ : a, b ∈ Z} es denso
en R. (Sugerencia: Sea S = (0,∞) ∩D y use el anterior)

25. Pruebe que si 0 < x < y entonces existen a, b ∈ Z tales que: x < 2a3b < y.
(Sugerencia: por el ej. 21. b) y el anterior, existen a, b ∈ Z tales que:
log2(x) < a+ bζ < log2(y) )
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26. Sea S = { 1

3m
− 1

2n
: m,n ∈ N}. Calcule ı́nf(S) y sup(S). Pruebe formal-

mente que lo son.

27. Pruebe
√
a =

1

2
ı́nfr∈Q+{a

r
+ r} para todo a > 0.

28. Sea C el conjunto clásico de Cantor. Pruebe queD = {mx : x ∈ C, m ∈ Z}
es denso en R.

29. Pruebe:
10

13
,

12

13
y

31

40
∈ C. (Nota: los tres números están escritos en base

10, expréselos en base 3)

30. Sean x, y ∈ R. Pruebe: máx{|x− y|, |x+ y|} = |x|+ |y|.
(Sugerencia: |a± b| = |a|+ |b| ⇐⇒ ab ≥ 0 (ab ≤ 0) respectivamente)

31. Sea (M,d) un espacio métrico, x0 ∈M y R > 0 dados. Pruebe:

a) Si x ∈ BR/2(x0), entonces x0 ∈ BR/2(x) y BR/2(x) ⊆ BR(x0) .
b) Si x 6= x0 , existe r = r(x) > 0 tal que x0 /∈ Br(x) y Br(x) ⊆ BR(x0)

.

32. Pruebe:

a) Si A y B ⊆ R son abiertos, entonces A×B es abierto en R2.
b) Si G⊆R2 es abierto y G1 = {x ∈ R : existe y tal que (x, y) ∈ G}

entonces G1 es abierto en R.
c) ¿Son ciertos los incisos anteriores si ahora A,B y G son cerrados?

33. Sea (M,d) un espacio métrico, x ∈ M y S ⊆ M no vacío. Sea d(x,A) =
ı́nf{d(x, a) : a ∈ A}. Pruebe:

a) |d(x,A)− d(y,A)| ≤ d(x, y)

b) A = ∩∞n=1{x ∈ M : d(x,A) <
1

n
}. (Sugerencia: x ∈ A ⇐⇒

d(x,A) = 0 )
c) Concluya: si A es cerrado, entonces A es la intersección numerable

de abiertos.

34. Sea F ⊆ Rp un conjunto finito no vacío. Construya E ⊆ Rp tal que E′ = F
.

35. Sea E ⊆ R tal que E′ 6= ∅ . Pruebe: D = {nx : n ∈ Z, x ∈ E} es denso en
R. Concluya que si E es no numerable, entonces D es denso en R.

36. Sea E ⊂ Rp tal que E′ (El conjunto de puntos de acumulación de E)
es numerable, entonces E es numerable. Concluya que si E ⊂ Rp es no
numerable, E′ lo es también.
(Sugerencia: Pruebe que el conjunto de puntos aislados de E es a lo sumo
numerable.)
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37. Pruebe: Existen conjuntos cerrados A y B de R tales que A + B no es
cerrado.
(Sugerencia: Primer ejemplo: Sea A = N y B = {−n +

1

n
: n ∈ N},

entonces A y B son cerrados, pero 0 /∈ A+B. Segundo ejempo: Sea A = Z
y B = {bζ : b ∈ Z} con ζ irracional, entonces A y B son cerrados y A+B
es denso en R.)

38. Sea (M,d) un espacio métrico y E ⊆M dado. Pruebe:

a) (∂(∂(E))o = ∅ i.e. el cerrado ∂(∂(E)) es denso en ninguna parte
(d.n.p.) .

b) Inversamente, si N ⊆M es un cerrado d.n.p., entonces existe E ⊆M
tal que N = ∂(∂(E)) .

39. Sean a1, ..., am números positivos dados. Pruebe:

a) ĺımn→∞ (
∑m
k=1 a

n
k )

1/n
= máx1≤j≤m{ak} (Gauss).

b) ĺımx→0

m
√

(1 + a1x) + ...(1 + amx)− 1

x
=

1

m

∑m
k=1 ak.

40. Sea j ∈ N fijo. Pruebe ĺımn→∞

(
n

j

)
(n+ j)j

=
1

j!
.

41. Pruebe: ĺımn→∞(
∑p
j=1(j)p/n)n = p! (p ∈ N).

(Sugerencia: ĺımh→0
th − 1

h
= log(t), t > 0)

42. Calcule:

a) ĺımn→∞ n sin
(a
n

)
a ∈ R.

b) ĺımn→∞ sin(2πen!) .

c) ĺımn→∞ nj sin(2πen!) j = 1, 2.

43. Pruebe en orden los siguientes incisos:

a) Si 0 ≤ a < b, entonces:
bn+1 − an+1

b− a
< (n+ 1)bn.

(Sugerencia: el T.V.M.)

b) bn[(n+ 1)a− nb] < an+1.

c) Sustituya a = 1+
1

n+ 1
y b = 1+

1

n
en el inciso anterior para mostrar

que la sucesión
(

(1 +
1

n
)n
)
n∈N

es estrictamente creciente.
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d) Sustituya a = 1 y b = 1 +
1

2n
en b) para obtener: (1 +

1

n
)n < 4

∀ n ∈ N.

e) Concluya que ĺımn→∞

(
1 +

1

n

)n
existe.

44. Suponga que x : N→ R es una sucesión tal que: ĺımn→∞(xn+1 − xn) = 0.
Pruebe que ĺımn→∞

xn
n

existe.

45. Pruebe: ĺımn→∞(n!)
1
n =∞ .

(Sugerencia: Sea M ∈ N dada y n = 2M + v, v ∈ N . Entonces
n!

Mn
≥

(2M)!

M2M
· 2v . Elija v de tal modo que la última expresión sea mayor que 1.

Así pues, n! ≥M 1
n o bien (n!)

1
n ≥M)

46. Sea x : N→ R una sucesión acotada y sea L = {l ∈ R : ∃ una subsucesión
de x que converge a l} . Pruebe:

a) Si x : N→ R converge, entonces L se reduce a un punto.

b) L 6= ∅ (Sugerencia: Bolzano-Weierstrass)

c) ĺımn→∞xn ≤ l ≤ ĺımn→∞xn ∀ l ∈ L.
d) ĺımn→∞xn = mı́nL , ĺımn→∞xn = máxL.

47. Defina x : N → [0, 1] poniendo x1 = 0, x2 = 1, x3 = 0, x4 =
1

2
, x5 =

1, x6 = 0, x7 =
1

3
, x8 =

2

3
, x9 = 1, x10 = 0, x11 =

1

4
, etc.

a) Halle la regla de x .

b) Determine L.
(Sugerencia: Ver el anterior.)

48. a) Sea (xj)
∞
j=1 una sucesión de números reales tal que xn+m ≤ xn+xm.

Pruebe que ĺımn→∞(
xn
n

) existe y es igual a ı́nfn{
xn
n
}. (El límite

podría ser −∞ si (xj)
∞
j=1 no está acotada inferiormente.)

(Sugerencia: Sea m ≥ 1 fijo y j = m` + n con 0 ≤ n < m y ` ∈ N,
entonces:
xj
j
≤ xm`

j
+
xn
j
≤ `

xm
j

+
xn
j

=
xm

m+ n`
+
xn
j
. Si j → ∞, entonces

`→∞ por lo que: ĺımj→∞(
xj
j

) ≤ ı́nfm{
xm
m
})

b) Sea (wj)
∞
j=1 una sucesión de números positivos tales que:// wn+m ≤

wn ·wm. Pruebe que ĺımn→∞ w
1/n
n existe y es igual a ı́nfn{w1/n

n } (el
límite podría ser cero).
(Sugerencia: Sea xn = log(wn) y aplique el anterior.)
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49. Pruebe: (xn)∞n=1 converge ⇐⇒ ĺımn→∞(xn + yn) = ĺımn→∞(xn) +
ĺımn→∞(yn) para toda sucesión (yn)∞n=1. Análogamente con el límite in-
ferior.
(Sugerencia: si ĺımn→∞(yn) es finito, entonces es el mayor número real
para el que existe una subsucesión de (yn)∞n=1 que converge a él.)

50. Sean a < b en R y λ ∈ (0, 1) dados. Defina x : N → R como sigue:
x1 = a, x2 = b y xn+2 = (1− λ)xn+1 + λxn .

a) Pruebe que x : N→ R es una sucesión de Cauchy.
(Sugerencia: Pruebe por inducción que xn+2−xn+1 = (−1)nλn(b−a))

b) Obtenga ĺımn→∞ xn en términos de a, b y λ .
(Sugerencia: xn+2 = x1 +

∑n
j=0(xj+2 − xj+1) )

51. Sea π : N→ N una biyección y x : N→M una sucesión. Pruebe:

a) x : N→M converge a l ⇐⇒ x ◦ π : N→M converge a l.

b) x : N→M es de Cauchy ⇐⇒ x ◦ π : N→M es de Cauchy.
(Note que x ◦ π es una subsucesión de x sólo si π es la identidad.)

52. Sea xn = sin(n) ∀n ∈ N . Pruebe que D = {m sin(n) : m ∈ Z, n ∈ N} es
denso en R.

53. A partir de la serie e =
∑∞
j=0

1

j!
pruebe que e /∈ Q.

(Sugerencia: Pruebe primero que n!
∑n
j=0

1

j!
∈ Z. Ahora suponga que

e ∈ Q.)

54. a) Determine los valores de a tales que
∑∞
n=1(−1)n+1(

a

a+ 1
)n converge

y obtenga el valor de la serie.

b) Determine los valores de a para los que
∑∞
n=1

1

an + 1
converge.

c) Determine la relación entre a y b > 0 de tal modo que la sucesión

(xn)∞n=1 definida por: xn =
a

b
+
a(a+ 1)

b(b+ 1)
+ ... +

a(a+ 1)...(a+ n)

b(b+ 1)...(b+ n)
converja.

55. Sea k ∈ {0, ..., 9} dado y sea Ak = {n ∈ N : el dígito k no aparece en la

representación decimal de n}. Pruebe:
∑
n∈Ak

1

n
<∞.

56. Un número natural escrito en base 10 se llama palíndromo si tiene el mismo
valor leído de izquierda a derecha que de derecha a izquierda, por ejem-

plo: 52325. Sea P = {n ∈ N : n es un palíndromo}. Pruebe:
∑
n∈P

1

n
<∞.

(Sugerencia: Cuente los palíndromos en {1,...,9},{10,...,99},{100,...,999},...)
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57. Sea f : [0,∞)→ (0,∞) continua y no decreciente. Sea g : [0,∞)→ R con-
tinuamente diferenciable y tal que ĺımx→∞ g(x) =∞. Suponga que existe
a > 0 tal que f(g(x))g′(x) es no creciente en (a,∞). Pruebe:

∑∞
j=1 f(j)

converge ⇐⇒
∑∞
j=1 f(g(j))g′(j) converge (N.V. Bugaev).

(Sugerencia: Use la prueba de la integral de Cauchy.)

58. Sea J ⊆ (0,∞) no vacío. Defina
∑
x∈J x = sup{

∑
x∈F x : F ⊆ J, F finito}.

Pruebe:

a) Si
∑
x∈J x <∞, entonces J es finito o numerable.

(Sugerencia: ∀ n ∈ N, En = {x ∈ J : x ≥ 1

n
} es a lo sumo numerable.)

b) Si J es numerable y ϕ : N→ J es una biyección, entonces
∑
x∈J x =∑∞

n=1 ϕ(n) (sumabilidad conmutativa).

59. Hipótesis y notación como en el anterior. Si S =
∑
x∈J x < ∞, pruebe:

∀ ε > 0, ∃ Fε = F (ε) ⊂ J finito tal que |S −
∑
x∈G x| < ε ∀ G ⊇ Fε con

G ⊆ J finito.

60. Sea f : (a, b) → R una función y x0 ∈ (a, b) dado. Suponga que para
todo δ > 0 existe ε > 0 tal que si |x − x0| < δ (x ∈ (a, b)) entonces
|f(x)− f(x0)| < ε. ¿Es f continua en x0?

61. SeaM = {x, y, z}, d =métrica discreta y d′ dada por: d′(x, y) = d′(x, z) =
2, d′(y, z) = 1 y d(x, x) = d(y, y) = d(z, z) = 0. Pruebe:

a) d′ es métrica.

b) d y d′ son equivalentes.

c) Si f : M → M está dada por: f(x) = y, f(y) = z y f(z) = z,
entonces f es d′-continua pero no es d-continua.

62. Sea s : N → N estrictamente creciente. Defina fs : [0, 1) → [0, 1) como
sigue: fs(x)

10
= 0.xs1xs2 ... si x

10
= 0.x1x2... (expansión decimal sin “cola” de

nueves). Pruebe: fs es continua en todo aquel x ∈ [0, 1) tal que fs(x) no
tenga “cola” de nueves.

63. Sea ϕ : R→ R tal que: ϕ(a+ h) + ϕ(a− h) = 2ϕ(a) ∀ a, h ∈ R. Pruebe:

a) Si ψ(x) = ϕ(x)− ϕ(0) entonces ψ es aditiva.

b) Si ϕ es continua en 0, entonces: ϕ(x) = (ϕ(−1)−ϕ(0))x+ϕ(0) ∀ x ∈
R.

64. Pruebe: No existe f : R→ R continua tal que x ∈ Q ⇐⇒ f(x) /∈ Q.
(Sugerencia: Si tal f existe, no podría ser constante en R \ Q por con-
tinuidad. Suponga que f(x) = q, f(y) = r con q 6= r, en Q. Use que
el intervalo con extremos x y y contiene una cantidad no numerable de
números irracionales y el Teorema de Bolzano.)
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65. Sea f : [0, 1]→ R continua con f(0) = f(1) y sea n ≥ 2. Pruebe que existe

x0 ∈ [0,
n− 1

n
] tal que f(x0) = f(x0 +

1

n
).

(Sugerencia: Sea g(x) = f(x)− f(x+
1

n
), pruebe que g(0) + g(

1

n
) + ...+

g(
n− 1

n
) = 0)

66. Sea f : [a, b] → R continua y x1, x2, ..., xn ∈ [a, b] dados. Pruebe que

existe x0 ∈ [a, b] tal qeu f(x0) =
1

n
(f(x1)+ ...+f(xn)). Generalice a otros

promedios.

67. Pruebe que la versión “topológica” del teorema de Schröder-Bernstein no
se cumple, es decir: si existen f : A→ B y g : B → A funciones inyectivas
y continuas, entonces no se sigue que A y B sean homeomorfos..
(Sugerencia: A = [0, 1] y B = R con la métrica usual.)

68. Sea (M,d) un espacio métrico, G ⊂M abierto no vacío. defina f : G→ R
poniendo f(x) =

1

d(x,Gc)
y d∗ : G×G→ R dada por d∗(x, y) = d(x, y) +

|f(x)− f(y)|. Pruebe:

a) f es continua. (Sugerencia: |d(x,A)− d(y,A)| ≤ d(x, y))

b) d∗ es una métrica en G.

c) d∗ es equivalente a d restringida a G.

69. (La desigualdad de W. Young)
Sea ϕ : [0,∞)→ [0,∞) una función continua, estrictamente creciente con
ϕ(0) = 0. Sea Ψ = ϕ−1 su inversa. Pruebe:

a) Ψ es estrictamente creciente y continua también.

b) Para cualesquiera a, b ≥ 0 se tiene que: ab ≤
´ a
0
ϕ(s)ds +

´ b
0

Ψ(t)dt.
La igualdad ocurre ⇐⇒ b = ϕ(a). Argumente geométricamente.

c) Sean p, q ∈ (1,∞) exponentes conjugados, es decir
1

p
+

1

q
= 1. Pruebe

que ab ≤ ap

p
+
bq

q
(a, b ≥ 0). La igualdad ocurre ⇐⇒ ap = bq

(Desigualdad de Hölder).

70. Pruebe: f : R → R es continua ⇐⇒ A = {(x, y) : y < f(x)} y B =
{(x, y) : f(x) < y} son abiertos en R2.

71. Pruebe: Si (M,d) es un espacio métrico completo y (En)∞n=1 es una su-
cesión anidada de subconjuntos cerrados y acotados (rel. d) no vacíos tal
que: ĺımn→∞diam(En) = 0, entonces ∩∞n=1En consta de un punto exac-
tamente (diam(E) denota el diámetro de un conjunto acotado y se define
como sup{d(x, y) : x, y ∈ E}).
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72. Sea M un conjunto numerable y M = {m1,m2, ...} una enumeración.

Defina d : M ×M → R poniendo: d(mn+p,mn) = d(mn,mn+p) = 1 +
1

n
(n, p ∈ N) y d(mn,mn) = 0. Pruebe:

a) d es una métrica.

b) (M,d) sólo posee sucesiones de Cauchy que son finalmente constantes,
por lo que es completo.

c) ∩∞n=1B1+1/n(mn) = ∅.
(NOTA: Este ejercicio muestra que la condición de que los diámetros
tiendan a cero en el ejercicio anterior es indispensable para que la
intersección sea diferente del vacío.)

73. Sea (M,d) un espacio métrico. Decimos queK ⊆M es totalmente acotado
si ∀ ε > 0 existe un número finito de puntos x1, ...xN(ε) ∈ K tales que
K ⊆ Bε(x1) ∪ ... ∪ Bε(xN(ε)). Pruebe que si K es totalmente acotado,
entonces K es acotado. Pruebe con un ejemplo que el recíproco es falso.
(NOTA: El conjunto {x1, ..., xN(ε)} se llama una ε-red.)

74. Sea (M,d) un espacio métrico completo y f : M → M d-continua.
Pruebe que M contiene un subconjunto d-compacto no vacío M0 tal que
f(M0) = M0.
(Sugerencia: SeaM0 = ∩∞j=1f

(j)(M), donde f (j)(M) significa f(f(...f(M)...))
j veces.)

75. (Teorema Min-Max de Weierstrass)
Sea (M,d) un espacio métrico, f : M → R continua y K ⊆ M compacto
por sucesiones. Pruebe:

a) f(K) = {f(k) : k ∈ K} es acotado.
b) ∃ x∗ y x∗ ∈ K tales que f(x∗) = sup{f(x) : x ∈ K} y f(x∗) =

ı́nf{f(x) : x ∈ K}.

76. a) Sea f : [1,∞) → [1,∞) definida por f(x) = x+
1

x
. Pruebe que f es

contractiva y no tiene punto fijo a pesar de que [1,∞) es completo.

b) Determine [a, b] de tal modo que f : [a, b] → [a, b] dada por: f(x) =√
2 +
√
x sea una contracción.

77. (Teorema de Edelstein)
Sea (M,d) un espacio métrico y K ⊆ M compacto. Sea T : K → K tal
que d(Tx, Ty) < d(x, y) ∀ x 6= y ∈ K. Pruebe: T tiene un único punto
fijo.
(Sugerencia: Defina f : K → R poniendo: f(x) = d(x, Tx). Pruebe que f
es continua y que mı́n{f(x) : x ∈ K} = 0.)
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78. Sea (M,d) un espacio métrico compacto y T : M →M tal que d(Tx, Ty) =
d(x, y) para cada x, y ∈M . Pruebe que T es suprayectiva.
(Sugerencia: Sea x0 ∈M\T (M). Como T (M) es compacto, ε0 = mı́n{d(x0, Tx) :
x ∈M} es positivo. Concluya de la hipótesis que (Tnx0)∞n=1 en T (M) no
abmite subsucesiones convergentes.)

79. Sea p ≥ 1, B = {x ∈ Rp : ||x|| ≤ 1} y T : B → B tal que
||Tx− Ty|| ≤ ||x− y||. Pruebe que T tiene al menos un punto fijo.
(Sugerencia: Considere (1− 1/k)T )

80. Sea (M,d) un espacio métrico compacto y T : M →M una transformación
expansiva (i.e. d(Tx, Ty) ≥ d(x, y) ∀ x, y ∈ M). Pruebe que T es una
isometría (i.e. d(Tx, Ty) = d(x, y) ∀ x, y ∈ K.)

81. Sea f : [a, b]→ R diferenciable. Suponga que existen constantes
0 < m < M tales que: m ≤ f ′(x) ≤ M para todo x ∈ [a, b] y que

f(a) < 0 < f(b). Defina ϕ : [a, b] → [a, b] como sigue: ϕ(x) = x − f(x)

M
.

Pruebe:

a) ϕ está bien definida, es creciente y es un contracción con constante
1− m

M
.

(Sugerencia: Se sigue del teorema del valor medio que M(x − b) ≤
f(x) ≤M(x− a))

b) Si x0 es el (único) punto fijo de ϕ, entonces x0 es la única solución
de la ecuación f(x0) = 0.
(Sugerencia: Pruebe que para cualquier x1 ∈ [a, b] fijo se tiene:

|xn+1 − x0| ≤
|f(x1)|
m

(1− m

M
)n donde xn+1 = ϕ(xn) (n ≥ 1).)

82. Sea f : R→ R una función continuamente diferenciable y tal que
f ′(a) 6= 0. Sea δ > 0 tal que si |x− a| ≤ δ entonces

|f ′(x)− f ′(a)| ≤ 1

2
|f ′(a)|. Suponga que y es tal que |y− f(a)| ≤ δ|f ′(a)|

2
,

entonces la función ϕ : [a− δ, a+ δ]→ [a− δ, a+ δ] dada por:

ϕ(x) = x− f(x)− y
f ′(a)

es una contracción y el punto fijo x0 de ϕ es la única

solución de la ecuación f ′(x) = y.
(Sugerencia: Aplique el teorema del valor medio. De las hipótesis se sigue

que
1

2
es una constante de contracción. Para probar que ϕ(x) ∈ [a−δ, a+δ],

estime |ϕ(x)− a| ≤ |ϕ(x)− ϕ(a)|+ |ϕ(a)− a|)

83. Sea F : [a, b]×R→ R una función (F = F (x, y)) tal que F es continua en
x y diferenciable en y. Suponga que existen constantes 0 < m < M tales

que m ≤ ∂F

∂y
(x, y) ≤M para toda (x, y) ∈ [a, b]×R, entonces la ecuación

F (x, y) = 0 tiene una y sólo una solución y = f(x) que es continua en

11



[a, b] (Un caso particular del teorema de la función implícita).
(Sugerencia: Sea T : CR([a, b])→ CR([a, b]) dada por

T (f)(x) = f(x) − 1

M
F (x, f(x)). Pruebe que T es una contracción con

respecto a la norma uniforme. Use el teorema del valor medio. El punto
fijo es la solución.)

84. Sea (M,d) un espacio métrico, K ⊂M d-compacto, no vacío y G = {Gα}
una cubierta d-abierta de K. Pruebe que existe λ > 0 tal que si x, y ∈ K
satisfacen d(x, y) < λ, entonces existe Gα ∈ G tal que contiene ambos
puntos (λ se llama un número de Lebesgue de la cubierta G.).
(Sugerencia: Para cada x ∈ K tal que x ∈ Gα elija δ(x) > 0 tal que
Bδ(x)(x) ⊂ Gα. Entonces {Bδ(x)(x) : x ∈ K} es una cubierta abierta de
K. Sean x1, x2, ..., xn ∈ K tales que K ⊂ Bδ(x1)(x1) ∪ ... ∪ Bδ(xn)(xn) y
sea λ = mı́n{δ(x1), ..., δ(xn)}.)

85. Sean n ≥ 1, G = {A ⊂ Rp : A es abierto}, F = {C ⊂ Rp : C es cerrado}
y K = {K ⊂ Rp : K es compacto}. Pruebe que: G ∼ F ∼ K ∼ (0, 1), i.e.
todos son equivalentes.
(Sugerencia: El complemento de cada abierto es cerrado y viceversa, por
lo que la primera equvalencia es inmediata. Cada abierto es la unión a lo
más numerable de miembros de la familia numerable que consiste de bolas
de radio racional y centro en Qp.)

86. Sea (M,d) un espacio métrico y sea F = {F ⊂ M : F es no vacío,
d-cerrado y d-acotado}. Defina τ : F × F → R poniendo τ(E,F ) =
máx{h(E,F ), h(F,E)} donde h(E,F ) = sup{d(x, F ) : x ∈ E}. Pruebe:

a) τ es una métrica (LA MÉTRICA DE HAUSDORFF).
b) τ({x}, {y}) = d(x, y).
c) τ(E,F ) ≤ ε ⇐⇒ E ⊂ {x ∈ M : d(x, F ) < ε} y F ⊂ {x ∈ M :

d(x, F ) < ε}.
d) τ(E,F ) ≤ ε ⇐⇒ F ⊂ {x ∈M : d(x,E) < ε} y Bε(x) ∩ F 6= ∅ para

toda x ∈ E.
e) Si (M,d) es completo, (F , τ) es completo.

(Sugerencia: El ejercicio 71 de sucesiones y series es útil.)

87. Sea M = (0, 1) y sean d y d′ métricas en M dadas por:

d(x, y) =

∣∣∣∣ x

1 + x
− x

1 + y

∣∣∣∣ y d′(x, y) = mı́n{1, |x− y|}. Pruebe:

a) d y d′ son equivalentes.
b) Si τ y τ ′ son las métricas de Hausdorff determinadas por d y d′

respectivamente, entonces τ y τ ′ no son equivalentes.
(Sugerencia: Sea H = {F : F ⊂ N, F finito}. Entonces N pertenece
a la τ -cerradura de H pero no así a la τ ′-cerradura de H. De hecho,
verifique que h′(N, F ) ≥ 1 para cada F ∈ H.)
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88. a) Si C1 y C2 son conexos (rel. d) y C1 ∩ C2 6= ∅, entonces C1 ∪ C2 es
conexo (rel. d).

b) Sea {Cα}α∈I una familia de subconjuntos conexos de un espacio mé-
trico con la siguiente propiedad: existe β ∈ I tal que para todo α ∈ I
se tiene que: Cα ∩ Cβ 6= ∅. Pruebe que ∪α∈ICα es conexo (rel. d).

89. Sea (M,d) un espacio métrico. Pruebe:

a) (M,d) es conexo ⇐⇒ ∂(A) 6= ∅ para todo A ⊂ M , con A 6= M no
vacío.

b) Si además M no es acotado, entonces para cada x0 ∈ M y r > 0 se
tiene que {x ∈M : d(x, x0) = r} 6= ∅.

90. Si C ⊂ Rp es conexo y contiene más de un punto, entonces C es no
numerable.

91. Sean (M,d) y (M ′, d′) espacios métricos, f : M →M ′ continua. Pruebe: Si
M es conexo (rel. d), entonces Γ(f) = {(x, f(x)) : x ∈M} es d×d′-conexo.

92. Sea B ⊂ R2 numerable. Pruebe que C = R2 \B es conexo.
(Sugerencia: Es suficiente probar que C es conectable por trayectorias. Sea
x ∈ C fijo y y ∈ C arbitrario. A través del punto medio del segmento xy
trácese otro segmento, digamos de longitud uno, que lo intersecte sólo en
el punto medio. Como B es numerable, existe z ∈ C en tal segmento y tal
que (xz) ∪ (zy) ⊂ C.)
Generalice a Rp, p > 2.

93. Sea C = {C ⊂ R2 : C es conexo}. Pruebe que C ∼ P(R2).
(Sugerencia: {B2

1 ∪ E : E ⊂ S1} ⊂ C.) Generalice para p > 2. ¿Cuál es el
resultado correspondiente si p = 1?

94. Sea Cn = {(x, y) ∈ R2 : x > 0, y ≥ 1/x} ∪ {(x, y) ∈ R2 : y ≥ 1/n}
(n ∈ N). Pruebe:

a) Cn es conexo y cerrado para cada n.

b) ∩∞n=1Cn no es conexo.
(Sugerencia: Dibuje.)

95. SeanM = [0, 1]× [0, 1]\{(x, 0) : 1/3 ≤ x ≤ 2/3} y An = {(x, y) ∈M : y ≤
1/n}. Pruebe que An es conexo en M, An ⊃ An+1 (n = 1, ...) y ∩∞n=1An
no es conexo.

96. Sea (M,d) un espacio métrico y (Cn)∞n=1 una sucesión anidada de sub-
conjuntos compactos, conexos (rel. d) y no vacíos; entonces ∩∞n=1Cn es
compacto, conexo (rel. d) y no vacío. (Compare con los dos ejercicios an-
teriores.)

13



97. Pruebe: Sp = {x ∈ Rp : ||x|| = 1} es conexo.
(Sugerencia: Sean x, y ∈ Sp con y 6= −x. Defina ϕ : [0, 1] → Sp po-

niendo: ϕ(t) =
(1− t)x+ ty

||(1− t)x+ ty||
.) Concluya que S1 y Sp, p > 1 no son

homeomorfos.

98. Sea Sp = {x ∈ Rp : ||x|| = 1} y sea f : Sp → R continua. Pruebe: Existe
x0 ∈ Sp tal que f(x0) = f(−x0).
(Sugerencia: Considere ϕ : (x) = f(x)− f(−x) y use la conexidad de Sp.)

99. Pruebe que no existe una isometría suprayectiva entre R y R2 (métricas
usuales).

100. Sean (M,d) y (M ′, d′) espacios métricos con (M ′, d′) completo yM0 ⊂M ,
d-denso enM . Sea f : M0 →M ′ uniformemente continua y f : M →M ′ la
extensión natural de f . Pruebe que f es uniformemente continua también.

101. Sean (M,d) y (M ′, d′) espacios métricos y (fn : M → M ′)∞n=1 sucesión
de funciones que converge uniformemente a f en un subconjunto M0 de
M . Pruebe: Si cada fn es uniformemente continua en M0, entonces f es
uniformemente continua en M0 también.

102. Sea f : R → R continua. Suponga que la familia {fn}∞n=1 definida por:
fn(t) = f(nt) es equicontinua en [−1, 1]. Pruebe que f es constante.

103. Sean (M,d) y (M ′, d′) espacios métricos compactos y (M ′′, d′′) métrico.
Sea F : M ×M ′ →M ′′ continua. Para cada x ∈M fija, definimos
Fx : M ′ →M ′′ dada por Fx(y) = F (x, y). Pruebe que F = {Fx : x ∈M}
es acotada y uniformemente equicontinua.

104. Sean (M,d) y (M ′, d′) espacios métricos y D un subconjunto d-denso en
M . Sea (fn : M → M ′)∞n=1 una sucesión de funciones continuas tal que
converge en cada punto de D. Pruebe: Si (fn)∞n=1 es uniformemente equi-
continua, entonces (fn)∞n=1 converge en todo punto deM y la convergencia
es uniforme en todo subconjunto d-compacto de M .

105. Sea F ⊂ CR([0, 1]) uniformemente equicontinua y (fn)∞n=1 ⊂ F una su-
cesión. Sea H = {x ∈ [0, 1] : (fn(x))∞n=1 converge}. Pruebe que H es
cerrado.

106. Sea F ⊂ CR([a, b]) una familia uniformemente equicontinua y x0 ∈ [a, b]
dado. Pruebe que si V (x0) = {f(x0) : f ∈ F} está acotado, entonces F
está acotada.

107. Sea F ⊂ CR([a, b]) dada y x0 ∈ [a, b] fijo y V (x0) como en el anterior. Sea
D = {x0 ∈ [a, b] : V (x0) es acotado}. Pruebe que D es abierto y cerrado
en [a, b]. Concluya que si F es equicontinua y D 6= ∅, entonces F está
acotada.
(Sugerencia: [a, b] es conexo.)
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108. Generalice el anterior para espacios métricos (M,d), K ⊂ M d-compacto
y d-conectable por trayectorias.

109. Sea (M,d) un espacio métrico y K ⊂M d-compacto, no vacío. Sea
F ⊂ CR(K) una familia acotada y uniformemente equicontinua. Pruebe
que F es también acotada y uniformemente equicontinua.

110. Sea f : [0, 1]× [0, 1]× [−1, 1]→ R continua. Para cada s ∈ [0, 1] y
x ∈ CR[0, 1] con ||x||[0,1] ≤ 1, sea: Fx(s) =

´ 1
0
f(s, t, x(t))dt. Defina

ϕ(x) = Fx. Pruebe que ϕ : C([0, 1]) → CR([0, 1]) lleva compactos en
compactos (respecto a la norma uniforme).

111. Sea I = [0, 1] y F = {f ∈ CR(I) : |f(s)− f(t)| ≤ |s− t|, s, t ∈ I}. Pruebe
que F es || ||I -compacto.

112. Sea (fn : [a, b] → R)∞n=1 una sucesión de funciones continuamente dife-
renciables tal que (f ′n)∞n=1 converge uniformemente a cierta función g y
(fn(x0))∞n=1 converge para algún x0 ∈ [a, b]. Pruebe que existe
f : [a, b] → R continuamente diferenciable tal que (fn)∞n=1 converge uni-
formemente a f y f ′ = g en [a, b].
(Sugerencia: Escriba fn(x) =

´ x
x0
f ′n(t)dt+fn(x0) y sea f(x) =

´ x
x0
g(t)dt+

ĺımn→∞ fn(x0))
Enuncie el teorema correspondiente para series de funciones y pruébelo.

113. Sea (fn : [a, b] → R)∞n=1 una sucesión de funciones diferenciables tal que
(f ′n)∞n=1 está uniformemente acotada en [a, b] y tal que (fn(x0))∞n=1 con-
verge para algún x0 ∈ [a, b]. Pruebe que (fn)∞n=1 admite una subsucesión
uniformemente convergente.

114. Sea (fn : R→ R)∞n=1 una sucesión de funciones diferenciables tal que:

a) fn(0) = 0 para cada n.
b) |f ′n(x)| ≤ e|x| para cada n y cada x.

Pruebe que la sucesión admite una subsucesión uniformemente con-
vergente en cada intervalo acotado.

115. Para f, g ∈M = CR([0, 1]) defina: d(f, g) = ||f − g||[0,1] y
D(f, g) =

´ 1
0
|f(x)− g(x)|dx. Pruebe:

a) d y D son métricas.
b) Todo abierto relativo a D, es abierto relativo a d.
c) No toda sucesión D-Cauchy es d-Cauchy.

116. Sea (M,d) un espacio métrico compacto y f : M → R continua. Pruebe:
para cada ε > 0, existe q : M → R Lipschitz continua
(i.e. |q(x)− q(y)| ≤ Ad(x, y) x, y ∈M, A > 0 constante) tal que
||f − q||M < ε.
(Sugerencia: El teorema de Stone.)
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117. Sean f, g ∈ CR([a, b]) tales que f(x) < g(x) para toda x ∈ [a, b]. Pruebe:
existe p ∈ R[x] tal que f(x) < p(x) < g(x) para toda x ∈ [a, b].

118. Sea f ∈ CR([a, b]) y ε > 0. Pruebe que existen p, q ∈ R[x] tales que
p(x) < f(x) < q(x) para toda x ∈ [a, b] y tales que ||p− q||[a,b] < ε.

119. Sea h ∈ CR([a, b]) dada. Pruebe que existe una sucesión (pn)∞n=1 en R[x]
tal que pn ≤ pn+1 para cada n y pn converge a h uniformemente en [a, b].

120. Sea f : [0, 1]→ R continua, entonces: ĺımn→∞
´ 1
0
f(xn)dx = f(0).

(Sugerencia: Aproxime uniformemente con polinomios.)

121. Pruebe los resultados correspondientes a los cuatro ejercicios anteriores
para funciones g : R → R que son continuas y de período 2π y para
sucesiones (tn)∞n=1 de polinomios trigonométricos.

122. Pruebe los resultados análogos a los ejercicios 117,118 y 119 para funciones
en CR(K) con p y q en un álgebra de funciones que contiene constantes y
separa los puntos de K (K subconjunto compacto no vacío de un espacio
métrico.)

123. Sea A ⊂ CR([a, b]) un álgebra que contiene constantes y separa los puntos
de [a, b]. Sea V (f)(x) =

´ x
a
f(t)dt f ∈ C[a, b], x ∈ [a, b]. Sea D = {V (f) :

f ∈ A}. Pruebe que D es || ||[a,b]-denso en {g ∈ CR([a, b]) : g(a) = 0}.

124. Sea f : [a, b] → R continuamente diferenciable. Pruebe que existe una
sucesión de polinomios (pn) tal que: ||f − pn||[a,b] + ||f ′ − p′n||[a,b] → 0 si
n→∞.

125. Pruebe con un ejemplo en cada caso que la conclusión del teorema de
Stone-Weierstrass falla para funciones de CR(K) si una y sólo una de las
hipótesis del teorema no se cumple; i.e. si K no es compacto ó el álgebra
no separa puntos ó no contiene constantes ó la familia de aproximadores
no constituye un álgebra, pero se satisfacen el resto de las hipótesis.

126. Sea (an)∞n=1 una sucesión tal que an → ∞ (o an → −∞) si n → ∞. Su-

ponga que:
1

N

∑N
n=1 cos(jan)→ 0,

1

N

∑N
n=1 sin(jan)→ 0 si n→∞ para

cada j ∈ N, entonces: ĺımn→∞
1

N

∑N
n=1 f(an) =

1

2π

´ 2π
0
f(θ)dθ para cada

f continua y de período 2π.
(Sugerencia: La hipótesis implica que la conclusión se cumple si f es un
polinomio trigonométrico. Ahora use el ejercicio 121 para polinomios tri-
gonométricos.)

127. Sea α un número tal que
α

π
es irracional y sea an = nα (n ∈ N). Pruebe

que (an)∞n=1 satisface la hipótesis del ejercicio anterior.
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128. Sea (a, b) ⊂ [0, 2π] dado. Defina ϕ : [0, 2π]→ {0, 1} como sigue:

ϕ(x) =

{
1 si x ∈ (a, b)

0 si x /∈ (a, b)
, y extienda ϕ periodicamente a todo R con

período 2π. Pruebe: si α es un número tal que
α

π
es irracional, entonces:

ĺımn→∞
1

N

∑N
n=1 ϕ(nα) =

b− a
2π

.
(Sugerencia: Considere primero el caso en el que a 6= 0 y b 6= 2π. Dada
ε > 0 construya funciones continuas fj : [0, 2π]→ R tales que:

i) fj(0) = fj(2π) = 0 j = 1, 2.

ii) f1(θ) ≤ ϕ(θ) ≤ f2(θ), θ ∈ [0, 2π].

iii)
∣∣∣´ 2π0

fj(θ)dθ − (b− a)
∣∣∣ < ε j = 1, 2.

y use los dos ejercicios anteriores.)

129. Sea (M,d) un espacio métrico,K ⊆M compacto y A ⊆ CR(K) un álgebra
de funciones. Suponga que A no se anula en K, i.e. para cada x ∈ K existe
F = fx ∈ A tal que fx(x) 6= 0. Pruebe: A distingue los puntos de K ⇐⇒
i) A no se anula en K y ii) A separa a los puntos de K.

130. Notación como en el anterior. Pruebe: si A separa los puntos de K, enton-
ces: A = CR(K) ó existe x0 ∈ K tal que A = {f ∈ CR(K) : f(x0) = 0}.
(Sugerencia: Use el anterior. Si A se anula en K, sea Ã = {g + c : c ∈ R}
entonces Ã es un álgebra y Ã = CR(K). Sea x0 ∈ K tal que f(x0) =
0 ∀ f ∈ A. Entonces: A ⊆ {f ∈ CR(K) : f(x0) = 0}. Para la otra
contención, aproxime f con elementos de Ã.)
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