CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL II
GUIA DE EJERCICIOS
Primavera 2022

1 La integral definida

1.1 Sumas de Riemann. La integral de Riemann

1. Escribe la suma en la notacién Y ,_; ax:

2 4 6 8 10
Wi 3ts5 7ty

1 1 1 1 1
(b)§+1+6+§+" 50

3 5 7 9 11
© ~5*5 575" 3
(d) 272+ 27t + 20 + 2t

2. En cada inciso indica si la afirmacion es verdadera o falsa:

100 100 100
(@) Y k+2=>k+> 2
k=1 k=1 k=1
99 102
(b) Y (i+1)2=> (i—2)
=0 =3

100 100
(€) Y K+ => k"
k=0 k=1

) Y @+k) =2+ k
k=0 k=0

@ 3 () ()

100 100 \3
(h) Z}&: (Zk) :



3.

(a) Demuestra que para todo r # 1 y n > 1 se cumple

n
1—r"
Z rh=l = . (suma geométrica)
k=1 -r
40 k
b) Usa el resultado anterior para calcular —_
(b) p ; o

4. Utiliza los valores dados de a y b para expresar los liguientes limites como

5.

integrales (no calcules las integrales):

(a) HPH OZ 3ex (1 — 2¢;) Axy, a=1,b=4.

n

Z sen? ck Axk a=0,b=

v
HPH—> 2
k=1

Expresa la integral como el limite de una suma de Riemann (no calcules
la integral):

1
x
(a) /0 erldx.

(b) /3 (22% — z) da.

1

6. Escribe la integral de Riemann fol (1+ x)2 dz como el limite de sumas de

Riemann Z flek) (g — xk—1), en donde
k=1

n—1

0 1
P{0—<—<m<
n n n

<%1}, ckzg v f(z) = (1+2)

7. Expresa el limite como una integral definida (no calcules la integral):

(a)




8. Evalda la integral fol Va dr como el limite de una suma de Riemann.
Sugerencia: usa la particién de [0,1] en donde

k2
T =Cp, = —&
n2

y, correspondientemente,

2 _1)2 _
Aka:l’k—l’kq:z——(k 1) :2k 1-

9. Calcula lim S, si

— k)2 2
Nota que (n 3k) = (1 — E) l
n n) n

10. En cada inciso argumenta si en el intervalo dado la funcién es: (i) continua,
(ii) acotada, (iii) integrable:

22, x€[-1,0)
(a) f(x){ 5 =0 en [—1,1].

—2, ze(0,1]
senx’ 40
(b) f(z) = { x . en [—107, 107].
1, =0
-, 0<z<1
(c) f(z) { T en [0,1].
0, z=0

1.2 Propiedades de la integral definida

1. Escribe cada una de las sumas o restas que siguen como una sola integral
b
de la forma [ f () da:

(a) [, f(2)dz— [} f(z)da

(0) 75 f(2) do — [°5 f(2) do+ [ f(2) da

(©) 2[° f(@)de+ [Y f(x)de+ [ f(z)da
2. Calcula:

1
(a) / 22 + 1] da.
1



(b) /2 2z + 1+ |2z + 1|) d=.
-2
2

(c) /71 (x —2|z|) de.

3
(d) / (Jz = 1]+ |z — 2|) dz.

0
8
(e) / f(x)dz, en donde f(x) =|2— |z —3||.
0
. Determina [“, || dz. Analiza los casos a <0y a > 0.

. Calcula f; |z| dz en los siguientes tres casos: (a) a <b <0, (b)0<a<b,
y (¢) @ < 0 < b. Muestra entonces que

* 1
/ t| dt = 3% |x|, para todo xz € R.
0

. Utiliza las propiedades de la integral definida para comprobar cada una
de las siguientes desigualdades (sin evaluar las integrales):

w/4
(a) / cos* z dx >
—m/4

ool

(b) /1 VIt cscxdr < V2.

0
(c) 2</1 VI+aZdz < 2V2.

—1

2 2
(d) /1 \/5—xdx2/l Vo + 1dz.

2m
< [ 1@l s

VT VT
(f) 0 < /(\/E)/z cos? (22) dx < T

(e) '/z7r f(z)sen (2z) dx

Oﬂ/ 2 V14 cosx dx no puede exceder % ni ser

. Prueba que el valor de
7r
menor que .

. Usando propiedades de la integral definida, establece cotas inferior y su-
perior para la integral en cada inciso:

1
dx
(2) /0 224+ 1°




10.

11.

12.

13.

V1422

L / PR
< —.
™2 Jo Vi+aZ T T
A partir de las desigualdades

1 1 1
1—§x2 <cosx < 1f§x2+ﬁx4,

) . e 1
obtén cotas superior e inferior para fo cos /x dz.

Demuestra que si f es integrable en [a, b], entonces

/abf(x)dx

Sugerencia: — |f (z) < f(z) < |f ()]

<[ rwia

Sea f continua en [a,b] y sea |f(z)| < M. Demuestra que

/abf(x) dx

Sea f > 0 continua. Demuestra que

< M(b—a).

/W f(x)sen(2x)dx
0

< / f(z)dx.
0
Sea f > 0 continua. Demuestra que

2m
< f(z)dx.
0

; ' f(z)sen(x)dx

<25 si x € [0,1]. Concluye que

para 0 < x <1,



14.

15.

16.

1.3

1.

Sea f(z) = x?sen (1/z) si 0 <z <1y f(0) = 0. Demuestra que
1

/ f(z)dz
0

lim l/ zsenz dx = 0.
0

e—0t €

<

Wl

Prueba que

Sugerencia: 0 < senz < x, para todo z > 0.

Decide si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas, y en caso de
ser falsas proporciona un contraejemplo:

(a) Si f; f(z) dz >0, entonces f (z) > 0 para todo x € [a, b].

(b) Sif(z)>0y f; f (x) dz = 0, entonces f (x) = 0 para todo z € [a, b].
(c) Si fy g son continuas y f(x) > g(x) para todo x € [a,b], entonces
fff(x) dx‘ > )f:g(x) dx).

(d) Si f y g son integrables en [a, b], entonces

/abf@:)g(x) dz = (/abf(w) dx> (/abg@:) da:>.

(e) Si f integrable en [a,b] y f (x) > 0, entonces

/abmdx /abf(x)dx.

(f) Si f:f(x) dx > f:g(x) dx, entonces f: [f () —g(x)] dz > 0.
Teorema del Valor Medio para integrales
Sean 0 < a <by f(x) =2

(a) Muestra que el valor promedio de f en [a,b] es + (a? 4 ab + b?).

(b) Muestra que existe un ntimero ¢ € [a, b] tal que ¢ = £ (a® + ab + b?) .

Sea f(x) = |22 + 1| . Encuentra el valor de ¢ que satisface las hipétesis del
TVM para f en [—1,0].

. Sea f:[1,3] — R continua. Supén que flg f(z) dx = 4. Prueba que existe

c €[1,3] tal que f(c) = 2.

Sabiendo que fi 3V + 1dx = 54, encuentra un numero real ¢ que sat-
isfaga la conclusién del teorema del valor medio.



10.

11.

Supén que f, g : [a,b] — R son continuas (a < b) y que f: |f(z) — g(z)| de =
0. Prueba que existe ¢ € [a, b] tal que f(c) = g(c). (Usa el TVM para in-
tegrales).

Si f(z) = (1+2)?y [a,b] = [0,1], exhibe explicitamente ¢ € [a, b] tal que
b
| #a)ia = o0,

Demuestra que si f es continua en [a,b], a # b, y si f; f(z)dz = 0,
entonces existe ¢ € [a, ] tal que f(c) =0.

Sean f,g:[0,1] — R. Supén que fol f(x)dx > 1—|—f01 g(z) dz. Prueba que
existe ¢ € [0,1] tal que f(c) > 1+ g(c). (Aplica el TVM para integrales a
la funcién continua h = f — g).

Sean f : [a,b] — R una funcién continua y ¢ : [a,b] — R una funcién
integrable no negativa. Demuestra que existe ¢ € (a,b) tal que

b b
| r@g@yds= 1) [ gla)da.
Sugerencia: para el caso f: g(z) dx # 0, encuentra cotas inferior y superior

para el cociente f: f(z)g(x)dx/ f: g(x) dz y luego utiliza el TVIL.

Prueba que

Yoot
lim —/ ﬁdle.
t—0+ T J_1 2+ 1

Sea f: R — R una funcién continua. Prueba que

lim l/1 tf(x) dz = f(0).

t—0+ T J_q 22+ 2

Ayuda: Considera el cambio de variable v = z/t.

Teorema Fundamental del Calculo

1. Sin efectuar la integral, halla la derivada de la funcién en cada inciso:

" g
(a) G(x):/o vt
(b) G(x)/l VI dt.

(0) G (z) = /11 VITH dt.



T 2
() G(a:):(/o \/1—|—s4ds) .
(e) G(x)/1 221+ t4 dt.
0
(f) G(x)/x 221+t dt.
0

(&) G (2) /01 2 (ﬁ) ds.
(h) G () /Ox 22 (%SB) ds.
(i) G(z) = sen { /0 "sen ( /O  sen? () dt) dy} .

. Determina la ecuacion de la recta tangente a

f(x)/x xsentdt.

/2 t

en r = 3. Utiliza este resultado para estimar el valor de f (I + 0.1) .

. Obtén una funcién f y un nimero a tal que

It
27+/ th:?uxlﬂ, para todo x > 0.

. Sea f una funcién tal que
f@) = [ (x—)* f(t)dt.
/

Muestra que f"'(z) = 2f(z).

. Sea f : R — R una funcién continua y positiva. Sea g : R — R una
funcién definida por

6(z) = (@ + 1) / £t dr.

(a) Demuestra que g(z) > 0 para todo x € R.

(b) Justifica que g es diferenciable en R y entonces calcula ¢'(z).

. Sea f continua en [a,b]. Demuestra que existe un nimero z € [a,b] tal

que ‘ ,
/;f(t)dt/z () dt.

Sugerencia: Considera la funcién g(z) = [ f (¢)dt — fzb f(t)dt.



7. Sea F(x) = [ «®sen (t?) dt. Determina: (a) F(3), (b) F'(x).

8. Demuestra que si f es una funcién diferenciable verificando la condicién

/ " f(t)dt = 2 f()

para todo x € R, entonces f es constante.

T ds
9. Sea T(x) = / T3 Demuestra que T : R — R es creciente y que
0 S
(0,0) es su tnico punto de inflexién.

Tt—3
10. Sea F(x) = ——dt R.
ea F(x) /()t2+7 , T €

(a) Encuentra los intervalos de crecimiento y decrecimiento de F.
(b) Encuentra el punto = en donde F' alcanza su valor minimo.

(¢) Encuentra los intervalos en donde F es convexa (céncava hacia arriba)
y coéncava (céncava hacia abajo).

(d) Esboza la gréfica de F.
11. Supén que f(z) tiene una derivada positiva para todos los valores de z,
xT
y que f(1) = 0. Sea g(z) = / f(t) dt. (Cudles de los siguientes
0

enunciados son ciertos para g (z)?

(a) g es una funcién diferenciable de z.
(

)
b) g es una funcién continua de x.
(c) La grafica de g tiene una tangente horizontal en z = 1.
)
)

(d) g tiene un maximo local en = 1.

d
(e) La grafica de d_g cruza el eje x en z = 1.
x

12. Supén que z y y estén relacionadas mediante la ecuacién

v 1
= —dt.
v /0 1+ 4¢2
d2

Demuestra que d—g es proporcional a y y determina la constante de pro-
x
porcionalidad.

13. En cada inciso encuentra el limite (sin L’Hopital):

x T2
li —_dt).
(2) ziml<g;—1/1 t4+1d)

Sugerencia: F'(1) = lim




h—0 4

Sugerencia: Identifica la derivada y aplica el TFC. No intentes inte-
grar.

4+h
(b) lim (% Nopwe dt) .

14. Sin efectuar la integral, halla la derivada de la funcién en cada inciso:

(a) G(z) = v V14ttdt.
—2x
t4 2

(b) G(t)z/ﬁ - t\/_dx.

+ /T
© 6= [ 1fxﬁ
t*+
9—

0 .
1‘2 1
@) G@) = [ /5=t
0
$2 t

(¢) G'(2), si Gl(x) = / T

8

15. Sea G (z) = [ f(t) dt, con a una constante. Encuentra una expresién
para: a) dG(xz)/dz, b) G (z?), ¢) dG(a?)/dz.

16. Para 0 € (—7/2,7/2) define

sen 0 dt
o=/ s

Usa la regla de Leibniz para probar que S’ () = 1 para todo § € (—n/2,7/2).
Concluye que S (§) = 0 para todo § € (—7/2,7/2).

17. Sin resolver la integral, demuestra que la siguiente funcién es constante:

f(z) = /_S:; \/117_152 dt, xe€ (O, g) .

18. Calcula f(2), si f es continua y satisface la férmula dada para todo x > 0:

1,2
/ f(t)dt = 2*(1 + z).
0
19. Calcula f(2), si f es continua y satisface la férmula dada para todo z > 0:

22 (14-)
/ FO)dt =z
0

10



20. (a) Sup6n que fl t)dt = x? — 2z + 1. Determina f(z).
(b) Determina f(4), si fo t)dt = x cos (7).
(¢) Determina f( , si fo f(=) tzdt =z cos(mz).

3
21. Sea F(z) =[5, (1+ t2)1/2 dt, con x € R. Encuentra la ecuacién de la
recta tangente a F'(z) en el punto x = 1.

22. Calcula las siguientes integrales definidas:

w/3 dx
(b) / |
x/6 CSCT

w/4
(c) / secz tanz dx
0

@ [ (o) an

1.5 Integral por sustitucién

1. Determina las siguientes integrales indefinidas:

Sl e

dz
0 [ — .
cos?z (2+ tanz)®
/ T dx Sugerencia: — 1 = % 1-— l
V x x

yE
(©) cos(x) sen(x)

/14 cos(z)
) / 2"zt — 1 du.

() /(z5+4z2)(z3+1)12 dz.
) / \/xgng)da:
)

dx.

11



2. Calcula las siguientes integrales (haz una sustitucién y cambia los limites
de integracién):

(a) / sen |m — 2z| du.
/2
0

(b) / xv/2x + 1dx.
—1/2

3t
— dt.
(© /0 T+¢

/4 cos (26)
(d) /7r/8 sen?(20) do.

dt, con x > 1.

t2
1 VEE+3

w/2
(f)/ 5senaccosac2 o
(1—i—sen2 )

dt con x > 0.

ﬁ

® f, 7
w [ SR
0 [
0 f, 7

i «w

3. Calcula el valor de la integral definida paraa = -1y a=0:

] sen (u) Ju
(1 + cos (u))?

[e%

4. Demuestra que si f es continua en el intervalo [a,b] y A # 0 es una cons-
tante, entonces:

a) /ab flx) dx/:_r: flx = Ndz.
b) /ab f(z) da::§ /:ab f(%) dz.

5. Sea f continua en [a,b] . Demuestra que

a) /bf(x)dx/bf(a+bx)dx

12



b)/ f(x)dx:(b—a)/o Flat(b—a)z) da.

6. Sea f una funcién continua en [—a, a] . Demuestra que
flayds = [ 11(@) + (o) do

7. Sea f una funcién continua y supén que [ f(z)dx = G(z) + C.

(a) Demuestra que [ f(az +b)dz = G(ax +)

de a # 0 y cualquier valor de b.

+ C para cualquier valor

(b) Usa la parte (a) para determinar [ sen(az + b)dx.

8. Sea f : R — R una funcién par y diferenciable y sea G dada por:
z/b
G(x):f(ax)/ f@®dt. a=4,b=2; a=6,b=3.
0

(a) Demuestra que G es una funcién impar. O bien, determina si G es
una funcién par, impar o ninguna de éstas.

(b) Justifica que G es diferenciable y calcula su derivada.
9. Sea a >0y f continua en [0, qa].

(a) Usa la sustituciéon u = a — x para demostrar que

[ (a —u)
) T@)+ fla—a)" / T T

(b) Usa la parte (a) para demostrar que

[§S)

A @+ a0y

(iEl valor de la integral no depende de f!)
(¢) Usa la parte (b) para obtener el valor de

1 4
/ —
0 zr+(1—x)*

10. Sin efectuar la integral, demuestra la siguiente igualdad:

b b/a
/ 1/z dx:/ 1/x dx.
a 1

Ofrece una interpretacion gréafica de este cambio de variable.

13



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Sean m,n € Z*. Demuestra que
1 1
/ 2" (1—2)"dz :/ 2™ (1 —2)" dz.
0 0

Sea f continua, tal que [ f(z)dz = F(x) 4+ C. Sean a, b constantes, con
a # 0. Usa el teorema del cambio de variable para demostrar que

0

1

/ flax +b)dx = = [F(b) — F(0)].
—b/a a

Sugerencia: Sea u = ax + b.

Sea f continua, tal que [ f(z)dz = F(z)+C, C € R. Sean a, b constantes,

con a # 0. Usa el teorema del cambio de variable para demostrar que

/f((lw—l-b)dx:éF(ax—i—b)—i—C.

Sugerencia: Sea u = ax + b.

Seap € Ry f: R — R una funcién continua tal que f(z + p) = f(x).
Prueba que

P z+p
/ fu)du = / f(u)du, para todo z € R.
0 T

Sean g diferenciable en R, f continua en R y
g(z)
h(z) = a* / ft)dt.
g(z)

(a) Justifica que h es diferenciable y calcula su derivada.

(b) Si f y g son impares, justifica si h es una funcién par, una funcién
impar, o ninguna de éstas.

1 1

Sea f continua en RT y sea H(x):/ ;f (t + ?> dt. Demuestra que
1

H (1/xz)= —H(x) para todo =z € R™.

Usando un cambio de variable, demuestra que

/1 dt /1/9“ dt
L 14+t2 ) 142

Sea f continua en Rt y sea

1 1
- — | dt > 1.
/1 tf(tth)d,x_

Demuestra que g (1/x) = —g (x) .

g(z)

14



19. Considera las funciones

T 1 bx 1
Plz) = / Ldt, Glx) = / Lt
1 b

con b > 0. Sin efectuar la integral, demuestra que F'(z) = G(z). Luego,
usa este hecho para demostrar que si a,b > 0, entonces

a 1 b 1 ab 1
/ —dt+/ —dt = / —dt.
1t 1t 1

20. Encuentra todas las funciones diferenciables f(z) tales que satisfacen la
ecuacién integral

sen[f (z)] = /0 /1= sen” du

l1+u 2

|z] < 7/2.

21. Encuentra todas las funciones diferenciables y = f(x) que satisfacen la

ecuacién ) )
/
—— )y =1
(y—l y>

1.6 Funcién logaritmo natural
1. A partir de la gréfica de y = Inx bosqueja la grafica de:

y=In(1/z).
1

a

)

b) Inz’
(c) y=Inlz|.
(d) y=|nz|.

(
(

<

2. Decide si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas:

(a) ln%zllz—z, a,b>0,b# 1
1
(b) ln(afb):%, a>b>0,b#1

(c) ln(a—b):ln%, a>b>0,b#1

() \/ln_x:%(lnx), 2> 0.

(e) In(z?) =2Inx, x#0.
Sugerencia: analiza los dominios de las funciones In(z?) y 2Inz.
(f) In(z?) = 21In|z|, para todo x # 0.

15



3. Proporciona el dominio de cada funcién y luego encuentra su derivada:

)
b) f(z) = ﬁ +1n(1/x)
(¢) f(z) =In(vV—Inz).
(d) y=[In(In ac)]3 .
(© fo) =1 (22)
_In(Inxz)
(1) fia) = 2B
B 22 +1
(g) y=1 sen (x)

4. Sea f(z) = ﬁ Halla los puntos del dominio de f tales que f'(x) < 0.

5. Usa derivacién implicita para calcular dy/dz, si y = In(xy?).

6. Halla todas las funciones diferenciables f que satisfacen la ecuacién

[f(x)? = /z ;f_(z)z du, para todo x € R.
0

7. Determina una funcién diferenciable f : R — R que sea par, con f(0) =0
y tal que

sen(t)

hl(lJrf(?C))/Oz T /(D)

dt, para todo x € R.

8. Proporciona el dominio de cada funcién y luego encuentra su derivada
usando derivacion logarftmica:

(a)
In’ z

fle) = (22 +1)°? /2 ¥senz

(22 +5) cos? (23 + 2)
x (23 4 3) '

y:

16



9. Usa logaritmos para obtener g’(0) si

2t (z—1)

O @+

10. Determina las siguientes integrales indefinidas:
dz
@] e

(b) /xf_ldx.

1
(C) /ﬁdae,x>2

22 +4
d .
( )/x+2dx

1

(e) [ EpyE dx. Sugerencia: Utiliza la sustitucién u = 3 + z/3.
x

(0 / T+ Z:(li)? @ ™
() / 1+senx de
1
(b) / z + xsen (In(zx)) da.
(i) /(1 + Inz) cot(x Inx)dx.

T
() /7 dx. Sugerencia: Utiliza la sustitucién u = xsenx +
l+ztanz
cos .

11. Calcula las siguientes integrales, usando el método de sustitucién para
integrales definidas:

2

¢ dx
(a) /e e (Observa que Ine = 1.)

(b) / iln (i) da.

8 at
(c) / P
1 3+Vt+8
12. Sean a < b € (0, 00) fijos. Define g : (0,00) — R, con

bx 1
g(z)= [ ?dt.

Usa la regla de Leibniz para probar que g es constante. ;Cudl es la cons-
tante?

17



1 1
13. (a) Prueba que si t > 1, entonces n < \ﬁ, y de aquf obtén que

0<Inz < 2yx—2, paratodaz > 1.

(b) Concluye que lim lnTx = 0. (Usa el teorema del sandwich).

14. Usando el cambio de variable u = 1/v halla el valor de f(z)— f(1/z) para

todo = > 0, en donde
= [ LB,
) 14w T
1

15. Sea L : (0,00) — R una funcién tal que

L(zy) = L(z) + L(y)

[ L+ 1)
t—0 t

—1 (9

Prueba que L(z) = Inz, para todo x > 0. (Sugerencia: Prueba que
L(1) =0 y usa (*) para demostrar que L’( )=1/z.)
16. Por medio del teorema del valor medio para integrales y la propiedad de
aditividad de la integral, sin evaluar explicitamente muestra que
2 3

lim nz]"dr=0 y lim [Inz]" do = cc.
n—oo 1 n—oo 2

2 Funciones inversas. Formas indeterminadas

2.1 Funciones inversas

1. Determina si la funcién dada en cada inciso tiene una inversa. Si existe,
da el dominio y la imagen de la inversa, y luego grafica f y f~'.

() f(z) = V.

(b) f(t) =V1—¢2.
() flw) ==+ |l.
(d) f(z) =In(2?).

2. En cada inciso muestra que la funcién es su propia inversa y esboza su
gréfica:

<wf@=§,x>o
(b) flz)=v1—-2% 0<z<Ll
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3.

10.

11.

12.

Supén que f posee una inversa f~! que f(2) = -3y f(2) = 2/3. Si

g(z) = F, jcuél es el valor de ¢g'(—3)?

En cada inciso, encuentra un intervalo en el que f tenga una inversa (no
es necesario encontrar f—1):

(a) f(t)=t*+2t2+ 1.

(b) J(@) = 55
(© ()= .
(d) f(x)/l Intdt, 0<z<1.

x

Sea f:R — R, con f(z) = [, sen*(t?)dt. Muestra que f tiene inversa.
Sea f(z) =%+ —1.
(a) Muestra que f es creciente y diferenciable en R.

(b) Calcula di;f_l(Q). (Observa que f(2) =9.)

Sea g la funcién inversa de f(x) = 27 + 52° + 22 — 2. Calcula ¢/(—2).

Encuentra la derivada de la funcién inversa f~! de f(z) = In(z) + 2z + 1
en el punto a = 3, sin buscar la férmula de f~1.

Demuestra que f tiene una funcién inversa f~! y determina la recta tan-
gente a f~! en el punto P :

flx)=2—x—2% P(-8,2).

Sea f(z) =2+ [; V3+21+i5dt,z € R.

(a) Demuestra que f posee una inversa f~!.
(b) Encuentra (ffl)/ (2).

Sea F(z) = fogxg sec? (t2) dt.

(a) Encuentra un subintervalo de [0, 27| para el cual F(z) tenga inversa.
Justifica tu respuesta.

(b) Sea c= F( 71'/3). Encuentra (F‘l)l(c).

1

Muestra que si f y g poseen inversas f~1 y g~!, entonces g o f posee una

inversa, y
(gof) " =ftog™"
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13. Supén que f posee una inversa y sea a una constante. Sea g(z) = f(z+a),
para toda x tal que = + a estd en el dominio de f. Muestra que g tiene
una inversa y que

g @) =fH(z) —a.

14. Supdn que f posee una inversa y sea a una constante. Sea g(z) = f(azx),
para toda x tal que ax estd en el dominio de f. Muestra que g tiene una

inversa y que
)

a

g Hx) =

15. Sea g una funcién diferenciable en todo R tal que zg(x) > 0. Dada la
funcién w
g(x

8
flw) = / 1iu4du’

—9(z)

determina: (i) su dominio, (ii) si f(z) es par, impar o ninguna de las dos,
(iii) calcula su derivada y (iv) el conjunto en donde f~! existe.

2.2 Funcién exponencial natural

1. A partir de la grifica de y = e® bosqueja la gréfica de:

(a) y=—e”.
(b) y=e".
(c) y=el"l.

2. Simplifica las expresiones dadas:

3. En cada una de las siguientes expresiones despeja y:

ey
(a) T= T
v_2
b 2:36 .
e¥+4

(
(¢c) m(y—1)—In2=z+Inz.
(

)

)1

d) In(y>—1) =lnz+In(y+1).
)
)

(e eZlnx—lny — 1 =¢".

(f) VIny =In/y.
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4. Encuentra el valor de x, si:

3e™% — 2e”
— =1
() —
—T 3 x
(b) % -1

(c) 2e* +3e " =4.
5. Encuentra el dominio de cada funcién y luego encuentra su derivada:

(a) y =1In(a — Inx).
(b) y =In(In(5+ 3x)).

6. Encuentra la derivada de las siguientes funciones:

1
(a) y = e Ing’
et — T
(b) y=-= gupe
2
(€) y= (em)
(d) f(z) =P
22
(e) y= fle( : In? (\/i) dt. Simplifica la respuesta.
(f) F(z) = fo?’x e’ =92% gt Simplifica el resultado.
e@® . .
(g) f(z) =/ In(Vt) dt. Simplifica el resultado.
e‘/; 1
(h) F(z) = /e mdt, 2 > 0. Simplifica el resultado.

7. Usa diferenciacién implicita para calcular dy/dz :

(a) eV +y=2.
(b) In(y/z) = e*TY.
(c) ze¥ + 2z =1Iny.

8. (En qué intervalo es creciente la funcién
fl@) = / (1— ) exp () dt?
0

9. La concentracién y de una droga en la sangre ¢t minutos después de haber
sido inyectada estd dada por

y = aib (e—bt_e—at)7

en donde a,b y ¢ son constantes positivas, con a > b.
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(a) Encuentra el valor méximo de y.

(b) {Qué sucede con el valor de y a medida que ¢ se hace muy grande?

10. Obtén el punto (¢, f(c)) en la grifica de f(z) = e*”~* en donde la recta

tangente es y = —4x — 7.
) . - L+e* .
11. Obtén el valor promedio de la funcién f(z) = gl el intervalo [0, 1] .
12. Sea f(x) = H—67.
el‘ —e x

(a) Encuentra el dominio de f.
(b) Encuentra lim f(x)y li(m )f(ac)

(c) Determina f’, f”, intervalos de crecimiento y decrecimiento, posibles
valores extremos y puntos de inflexion, y luego esboza la grafica de
la funcién f, indicando las asintotas.

13. Sea f(z) =6/(1+2e7*), z e R.

12e=%
a) Prueba que f'(z) = ——.
(a) que f'(z) (1+2€‘1‘)2
12e7%(—1+42e™7)
b) Prueba que f"(z) = .
(b) ave () = Z TS

(c) Esboza la grifica de la funcién f, indicando el punto de inflexién y
las asintotas. Esta curva se conoce como la curva logistica.

14. Encuentra la funcién derivable f(z) que satisface la ecuacion f(z) = e o

15. Usando propiedades de la integral definida, encuentra cotas médxima y
minima para el valor de fﬂz” esen(®) dg.

16. Prueba que:

1 2

a e dx < Ye.

@ | Ve
0

(b) 2 < i e?" =T dy < 2¢2

Ve = Jo -
1 ™

(c) e7t < — esen(@+1) gy < e

2 ) _,

1
17. Sea F(x) = / ;e“‘(l/t) dt, x € RT. Mediante un cambio de variable
1
adecuado demuestra que F (1/z) = —F(z), para todo z € R™.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

2lnz
Sea g (z) = / In(et +e7t)dt, z>1.
0

(a) Sin resolver la integral, demuestra que g (1/x) = —g (x).

(b) Justifica que g es diferenciable en su dominio, y determina ¢’ ().

3lnt
Sea F(t) = / In (e +e7%) df, t > 0.

—3Int

(a) Justifica que F es diferenciable
(b) Halla la derivada F’ y simplifica el resultado.
In(x) et —1

Consid = ——dt.

onsidera g(z) /0 T

(a) Determina el intervalo donde g es diferenciable.

(b) Demuestra que g tiene inversa en (1,00).

(c) Encuentra (g—1)'(0).
Determina una funcién diferenciable f : R — R que sea par, con f(0)
y tal que

2

(14 fe) = [

L+ f(Vt)

Sugerencia: Utiliza el Teorema Fundamental del Célculo.

dt, para todo x € R.

Sea f continua en Rt y sea

2a

g(a)/e f(u)f<l>du, a€R.
1/(e20) u

(a) Justifica que g es diferenciable en R.
(b) Determina ¢’(0).

Encuentra el valor de a y la funcién f(z) que satisfacen
0
—|—/ Tdt:e’”—l—x2—e, con x > 0.
a

Determina f”, si

(3t +7)(t* —1)2
n= [y,

=0

Halla valores de a y b (uno en funcién del otro) tales que e* = a + sz eldt

23



26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

0
Utiliza la linealizaciéon de f(x) = / et’dt en 2y = 0 para estimar el

valor de f(0.1).

2senx

e —1
et +1°

Obtén (f_l)/ (c), si f(x) =xInxz, c= 2e2.

xT
Seaf(x):263x+/ V3+2tt4+18dt, zeR.
0

Encuentra la inversa f~1 de f(z) =

(a) Justifica que f es diferenciable.
(b) Demuestra que f es creciente, y por tanto posee una inversa f -1
(¢) Encuentra (f_l)l (2).

Sea f(z) =23Inz, x > 0.

(a) Halla los valores de = para los que f es creciente.
(b) Si f~' es la funcion inversa de f, obtén (f~1)" (3¢°).

—3z

e
Sea f(x) = ;L‘Z—H

(a) Demuestra que f es mondtona y por tanto posee una inversa f -1
!

(b) Calcula (f~1)" (1).

Determina las siguientes integrales indefinidas:
(a) /ln (e?*=1) du.
e3/x
(b) / .
etanz
(c) / p— xdx.
cos(5x)
(d) / esen(5z) dx
tan(e3%)
(e) / wa.
Calcula las siguientes integrales definidas:

(a) /14 i}/_j dx.

1 =z 1
(b)/ C g
0o €+=z
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0
(c) /71 , Verdr.

In3
(d) / e dx.

0

2
(e)/ e 3lz=2l dg.
-2

2
(f)/ ertleletlldy,
2
3 elJrln:L'

In 2 1
h .
() /0 ex+1dx

2 e2T
(i) / T dz. Utiliza la sustitucién v = e®.
1 — €

2x
34. Sea g : R — R la funcién definida por g(z) = / (:U2 + 1) et’dt.
0

(a) Determina si g es una funcién par, impar o ninguna de éstas.
(b) Encuentra ¢'(x).

1 b

35. Demuestra que/ e(l=2)agrb gy — c ¢
0 b—a

,a # b.

36. Sea f(x) = e(27®)% o £ b. Demuestra que existe ¢ € [0,2] tal que
€2b _ e2a

1) =50~

37. Sea k € Ry considera la funcién f : R — R definida por

1
e’l/x2+2kf§, siz>0
flx) = k, six=0
5, kY senz .
k +§ ot siz <O0.

(a) Determina k de modo que f sea continua en x = 0.
(b) Demuestra que para todo = > 0, e~/ ¢ (0,1).

(c) Para k = 1/2 define la inversa de la restriccién de f a RT.
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38. Considera la funcién real de variable real definida por

e_l/xz—l—Qk—%, siz>0
f(z) = k, six=0
1—
(22 + ) (_) s <.

(a) Determina k € R de modo que f sea continua en = = 0.

x2

(b) Demuestra que para todo = < 0, e~/ ¢ (0,1).
(¢) Suponiendo que k = 1/2, define la inversa de la restriccién de f a
RT.
)2
39. Considera la funcién f : R — R definida por f(z) = |z — a|e_£_2)_, en
donde « es una constante real.

(a) Determina el dominio de diferenciabilidad de f y calcula f'.

(b) Estudia la monotonia y extremos relativos de f.

()

(d) Justifica que f restringida al intervalo (a 4 1,400) es invertible e
indica el dominio de la respectiva funcién inversa. Calcula la derivada

de la funcién inversa en el punto f(a + 2).

Indica, justificando, si f admite maximos y minimos absolutos.

40. Sea f > 0 una funcién continua en el intervalo [a,b] C R y diferenciable
en (a,b). Demuestra que existe ¢ € (a,b) tal que

f(b) _ e(b—a)ﬂc—)

Tl .
f(a)

In(x)

41. (a) Obtén las coordenadas del méximo absoluto de en (0,00).

(b) Usando el inciso anterior, demuestra que z¢ < e* para todo = > 0, y
x¢ =¢e” siy sélo six =e.

42. Sea f una funcién que satisface f(0) = 1y f(a +b) = f(a)f(b) para
cualesquiera reales a y b. Supé6n que f es diferenciable en 0, con f/(0) = 1.

(a) Usando la definicién de derivada demuestra que f es diferenciable en
(—00,00) vy que f'(x) = f(x) para todo z.

d
(b) Demuestra que . [e=® f(z)] = 0 para todo z.
¢) Usa el inciso b para demostrar que f(x) = e* para todo z.
() p q p

43. Sea f : R — R diferenciable. Supé6n que f'(z) = f(z) para todo = € R.
Demuestra que f(x) = Ce” para alguna C' € R. Sugerencia: Calcula

(e f(x))"
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44. Grafica la funcién (dominio, intervalos de monotonia, extremos locales,
concavidad,...):

(a) flz)=ell.
e$
) f) = =
(¢) f(x) = xe™ ™. Sugerencia: lim ze™® = 0.
(d) f(z) = ze=’. Sugerencia: |l‘im ze=®" = 0.

() f(x):/xln(tQ—i—l)dt, z€R.

0
T 2
() flz) = / m Dy s,
0 4
et — e~ 7

(a) Encuentra el dominio de f.

(b) Calcula wl}riloof(x) y 1_1}11100f(x)

(c) Encuentra los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.
)
)

(d) Estudia la concavidad y convexidad de f.
(e) Esboza la grafica de f.

46. Sea f(z) = In(—Inx).
(a) Encuentra el dominio de f.
(b) Calcula lirg+f(x) y ,Hnll,f(x)'

(¢) Determina los intervalos de monotonfa, extremos, concavidades y
puntos de inflexién de f.
(d) Dibuja la gréfica de f.

xT

47. Encuentra todas las asintotas de la funcién f(z) = 1 i = Justifica con
lfmites.
x
48. Sea f(z) = 1 i = Determina zglfwf(x)’ xEIow(x), x_l)ilrglﬁf(x) y x_l)ilrglrf(x).

49. En cada inciso encuentra el limite (sin L'Hopital):

3z —
. e — €
(a) IEIPOO e3r 4 37"
h —h
e —e
b) li
(b) Py h

3x
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2.3 Logaritmo y exponencial en otras bases

1. Simplifica las siguientes expresiones:

(a) 4:10g2 T
(b) 2losse,
(c) logs(1/9).
(d) logia; (11).

(e) In(log, (2¢7)).

(f) logs (100) — logs (18) — logs (30).

2. Despeja x:

(a) x?tlos2® =g,
2% +1
(b) z= 5 3"

(c) logy (log, (logg x)) = —1.

3. En cada una de las siguientes expresiones despeja y:

(a) logs (1 —y) —logs (y) —x = 0.
b 252 =3

(C) 2—log2y — 5€—lny _ 4:10g2 3_

1 a2
4. Silogyz = / gdt, entonces x = e«-1, en donde a = __.
2

5. Encuentra el dominio y la derivada de las siguientes funciones:

(a) y = (logs7) (logg 7).

1
(b) fle) = logy (logy =)

1
~ logy(1 — 3logy )’

(d) y =logs (%) :

(c) f(z)

(e) y=logs (313—_’_1) . Simplifica.
sen 6 cos 0

(f) y = log; (W)

(g) y=5v".

(h) y=ko(1+7)", ko,n > 0 constantes.
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10.

11.

Halla la ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(x) en =1, si

1427 1 t—1
3

Sea f(x) = % (3’” — 3—1x> . Prueba que f es invertible en todo R y calcula

el valor de (f_l)l (g) .
Sea f(z)=5—3z+27%.

(a) Demuestra que f es monétona y por tanto posee una inversa f -1

(b) Calcula (f_l)/ (6).

Considera la funcién g : D C R — R definida por g(z) = dt.

/, /log, 2152

1 142t

(a) Determina el intervalo I C D en donde g es diferenciable. Justifica.

-1

(b) Demuestra que g posee una inversa g~ ' en el intervalo I.

(c) Encuentra (g=1)'(0).

Sea f(z) = log; /3(x) — 3z +5, x € (0,00). Encuentra los intervalos en
In3

In(27e)

donde f es invertible, y demuestra que ( f’l)/ (2) = —

Determina las siguientes integrales indefinidas:

(a) /ex 10% dx.

—d
) / NiEET
—1/2?
(c) / dz.
/32m2zdx
tanm
/ cos?zx
/3 39“
/xloggx
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12. Calcula las siguientes integrales definidas:

10
1
) / de. Simplifica la respuesta.
/10 %

(b) A " é log, (é) da.

(c) /_22 3l g,
0 [, o

—16 dCL’
ot
2 alogy (Jaf)
/4 1 tan(t)
(f)/ <—> sec? t dt.
0 3

logs 2 1
(2) / ———dz. Simplifica la respuesta.
0 1432

13. Prueba quesi z > 0y 2" = (2%), entonces z =1 0 . = 2.

14. Encuentra la derivada de las siguientes funciones:

e
(a) y=2* , z>0.

(b) y =2+ 1)Y", z>0.

1
(C) y:m, x> 0.

27 +1\°
(@ £.5 10 = (37) -
(e) y=aV® (Inz)™* x> 1.
(f) f'(e), si f(z) = (Inz)” (1 +1Inz). Simplifica el resultado.
In5

(g) f(w)ZWa x> 1
210g73 CL,lnac
(h) 9($)=W7 z>1

T dt

1/z 1t
(i) flz) = (//%) 20

y=(Inz)® +2Y% 2> 1.
(k) f'(e), si f(z) = 2m7 + 2™, Simplifica el resultado.
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2.4 Funciones hiperbdlicas
1. Simplifica cosh [ln (2 + \/3)]
2. Resuelve en R la ecuacién

21n[senh(m)]+ln[cosh(m)] _ 41n(\/<§).

||
3. Muestra que cosh(z) > 67 para todo x.

1
4. Muestra que cosh(z) > 1 para todo . Usa el hecho de que z+ — > 2 para
z
todo z > 0.

5. Demuestra que para todo x:

(a) e = cosh(z)+senh(x).
(b) (cosh(z) + senh(z))" = cosh(nx)+senh(nz).

6. (a) Demuestra la siguiente identidad:

cosh(z + y) = cosh(z) cosh(y) + senh(x)senh(y).

(b) Sean «, 8 > 0. Si senh(x) = % y senh(y) = g, demuestra que
o2+ af + 32
h =
cosh(z + y) of

7. (a) Demuestra la siguiente identidad:

senh(z + y) = senh(x) cosh(y) + cosh(x)senh(y).

(b) Sean «, 8 > 0. Si senh(x) = % y senh(y) = g, demuestra que
senh(z +y) = (a+5)y a2+,82'

of

8. Utiliza la definicién de las funciones hiperbélicas para determinar los sigu-
ientes limites:

(a) xli)rgotanh(x).
(b) zi}rgm) tanh(x).
(c) zliinoosenh(ac).
(d) lim senh(x).

z—(—00)
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10.

11.

12.

13.

(e) wll)rrolo sech(z).
(f) lim+ coth(z).

lim coth(z).

) rz—0~
)

h) lim coth(x).

(g
(
(i) lim csch(x).

z—(—00)

Determina el dominio y la derivada de las siguientes funciones:

= senh?(V1 — 22).

Determina la derivada de las siguientes funciones:

COSh(@) ecoshfl(z)
(a) L(8) = / ——————dz, 6 > 0. Simplifica la respuesta.

1 senh (0)

0 esenh
(b) g(0) = / dz, 6 > 0. Simplifica el resultado.

senh—19 L +1
Sean

1
A(G):—sen(9)008(9)+/ V1—t2dt, OSGS%
cos(0)
y
1 cosh(z)
B(x) = §senh (z) cosh (x) — Vs2—1ds, z>0.
1
0 T .
Prueba que A() = 5 para todo 0 y B(z) = 5 para todo x. Sugerencia:
1 1

A'(9) = PR B'(z) = 5 por la regla de Leibniz.
Encuentra S’(x), si

senh(z) ds
S(x) = € R).
@=) Aym Ee®

Comprueba que y = acosh(cz) + bsenh(cx) satisface la ecuacién

y// _ 02y =0.
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14. Demuestra que

senha) + (tanhz) =1
coshz o

15. Encuentra una funcién f : (0,00) — R positiva y diferenciable, tal que

inlf(@) = [ ' CO;*&;“ .

16. Halla los valores de a tales que

/ 2senh(2z) dx = 1.
0

17. Construye la grafica (con todo detalle) de la funcion:
(a) f(z) = (z —1)cosh(x) — senh(x).
(b) f(z) =sech ( Y (x — 3)) .

18. Determina las siguientes integrales indefinidas:

x
(a) / 6 cosh (E —In 3) dx.
(b) / e’ csch(t) dt. Sugerencia: usa la definicién de csch(t).

1
() / 3senh x — 5cosh x du
Sugerencia: usa las definiciones de senhx y cosh z.

19. Calcula las siguientes integrales definidas:

In(2)
(a) / e *senh (z) dx.

0

(b) /Oln " 4 senh? <§> d.

In3

(c) /14 cosh(x) dz.

—1n3

(d) /ln3 e ®cosh (x) dx.

0
In(5)

(e) / et sech(t) dt. Simplifica la respuesta.

—Inv2
() / el csch(t) dt. Simplifica la respuesta.
—1In2
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20.

21.

22.

23.

24.
25.

26.

27.

28.

29.

30.

w/2
(8) / 2senh(sen 0) cos 6 df.
0

Demuestra que
_ 1 14z
h™!(z) = Z1
tanh™ " () 5T

|z] < 1.
Caracteriza la funcién inversa del coseno hiperbdlico y demuestra que:
(a) cosh™(z) =In(z+ V22— 1).

(b) (cosh_l(x))/ = ﬁ

Encuentra detalladamente el dominio de f(z) = y/arcsenh (22 — 1).

1
Dado z # 0, encuentra t € R tal que =z
senh(t)

Demuestra que coth™" (z) = tanh™" (1) (z #0).

Simplifica
cosh (senhf1 (2)) (x € R).

Resuelve la siguiente ecuacién (valor explicito de x) o justifica si la ecuacién
no tiene solucién:

senh™!(z) + cosh™(z +2) = 0.

Considera la funcién f(z) =1 + cosh™" (3 — In (2z)).

(a) Determina el dominio y la imagen de f.
(b) Demuestra que f es monétona y por tanto posee una inversa.

(c) Caracteriza la funcién inversa de f (dominio, imagen y forma fun-
cional).

Considera la funcién f(z) = sech™* (4 — z2).

(a) Justifica el dominio de la funcién sech™* y después determina el do-
minio de f(z).

(b) Deduce la derivada de la funcién f(x) a partir de la derivada de la
funcién inversa y la funcién reciproca.

Las funciones tanh™*(z) y coth™(z) tienen la misma derivada, -2
-z
i Por qué no difieren en una constante?

Determina la derivada de las siguientes funciones:

(a) y = cosh™(2y/z + 1).
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(b) y = tanh™* (%)L

(c) y=(1—1t)coth™(2).
(d) y = In(x) + VI — 22sech™*(z).

(e) y =senh™*(tanz).

; senh(z) earcsenh(t) p g lfien 1
= —_— > 0. Si i .
(f) L(x) /1 cosh(2) t, « > 0. Simplifica la respuesta

0
(g) f(¥) = / V12 +1 5@ dg. Simplifica la respuesta.
senh~1(¢)

z

31. Demuestra que si f(z) = arctanh(tan (%)), entonces f'(z)cosz = 1.

32. Determina las siguientes integrales indefinidas:

(a) x — senh ™ (2z)

: V14422 ’
Ve

(b) / mdw.

© / \/x;— 9

dx, usando x = 3 cosh (¢), t > 0.

dx
d ————,0< 2 <2,usando z = 2sech(u), u > 0.
@ | = (w)

Expresa la respuesta en términos de funciones algebraicas.

33. Calcula las siguientes integrales definidas:

(a) /G;dx
3 V1622 +9

5+3 dx
b —_—
(b) 5 V28 — 10x + 22
10 1

(c) g mdw.
7 dx

@ | /vt

(©) / T
L wiT

® /3/13 de |
B Tore

2 el-Inw

© ) Ve
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cosh(4)
(h) / Va2 — 1 dz, usando u = cosh™'(z), z > 1.
1

%an dr

m2 Ve —2

Inv2 e2

j ——dx.
O ), e

62

()

Inzx

——dx.
1 216+ In*z

/2

(k)

Ssenxr cosxT

1 ——dx.
) 0o V4+seniz v

(m) T cosz dx
m —_—
o V1-+sen2z

34. Determina una primitiva de cada una de las siguientes funciones, efec-
tuando el cambio de variable indicado:

(a) f(z)= Nk x = cosh(t).

(b) f(z) = ﬁ, x = cosh(u).

(¢) f(z) =22Vx? —1, & = cosh(u), u > 0.
(d) flz)= x%ﬂ’ x = senh(u).

(e) flz) = Wl(x)’ u = cosh(x).

(f) flz) = xz\/%, x = cosh(u).

(g) f(z) = m, x =2senh (t), t € R.

Da la respuesta en términos de funciones algebraicas.

35. Llevando a cabo la integracién, utiliza la sustituciéon « = 4 cosh(¢), t > 0,
para demostrar que

Va? =1
/\/x2 — 16 doz = %6 - 8arccosh<£> +C.

36. Llevando a cabo la integracién, utiliza la sustitucién x = 3senh (¢) para
demostrar que

x? 1 9 T
T i 2 _ 2 -1(Z
/ x2+9dx Qx\/x +9 2S.enh (3)—1—0.
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37. Usando la sustitucién « = cosh(u), demuestra que para t € R,

cosh(t) 1
/ w2\/22 — 1do = 5senh(4t)
1

t
g
38. Demuestra que para t > 0,

)
Va2 — 1 dz = senh(2t)

cosh(t ¢
1 2’

39. (a) Usando el cambio de variable u = senh ™'z demuestra que

senh(t) t
Va2 +1lde = /coshz(u)du, teR.
0 0

(b) Usa la parte (a) para demostrar que
senh(t

)
h(2¢
/ \/x2+1dx:%4()+£.
0

2

40. (a) Usando el cambio de variable u = cosh™* 2 demuestra que

cosh(t) t

/ Va2 —1de = /SenhQ(u)du, t>0.
1

0

(b) Usa la parte (a) para demostrar que

cosh(t)

_ senh(2t)

¢
214 :
v . 1 2

1
2.5 Funciones trigonométricas inversas
1. Simplifica la expresion sec (Sen_lﬁ).
2. Simplifica la expresién sen (cos™! (/5)).
3. Calcula:
(a) tan (sec™*/2).
(b) sen='(cos (1/6)).

4. Halla el valor exacto de sen (arctan% + arccos %) .
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10.

11.
12.

Prueba que

tan~! (L) =sen ! (x), si|z|<1.
V1—2a?

(Sugerencia: Deriva ambos lados. Verifica, dibujando el tridngulo).

Prueba que

T — 22
tan~* (_x) =sen~! (\/1 - x2> , si0<|z| <1

]

(Sugerencia: Dibuja un tridngulo o deriva ambos lados de la igualdad).

Demuestra que:

(a) sen (2senz) = 2zv/1 — 2.
(b) cos (2cos™ z) =222 — 1.

Sea f(z) =tan"tz +tan~! (1/z), > 0.

(a) Demuestra que f es constante en su dominio.

(b) Encuentra el valor de la constante.

Sea f: D C R — R definida por f(z) = ()" cos (arcsen (i)) '

(a) Encuentra detalladamente el dominio D.

(b) Determina la derivada de f. Sugerencia: puedes utilizar derivacién

logaritmica.

Sea

Demuestra que

Demuestra que (arccot (x) — arctan (%))I = 0 para todo x # 0.

Sea y = f(z) una funcién diferenciable no lineal, tal que

arctan Y + In ( =0.
T

1
Va?+y?
Prueba que

dy _z+y

P i— para y # x, x # 0.
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13. Determina el dominio de la funcién en cada inciso, y luego encuentra su
derivada:

(a) f(z) =sec ! (Inz).

(b) f(z) =3sen!(v/22 —1).

(c) f(z) =cot™! (M) .

xsenh(z? + 2)
arctan (z)

(e) f(z) = arcsen [coth (2z3>} .

~ 27arcsen?(z)

(d) y=1In

f) f(z) e . Usa diferenciacién logarftmica.
(&) @)= (Ve + | VTFsentiat
(h) ¢g(0) = fo de 6 € [0,%) . Simplifica el resultado
g 7tan0 \/3:2—‘1‘1 ’ 2 P '
0 tan~! gz
(i) g(0) :tie jﬂ:ﬂdm, 0 € [0,%) . Simplifica el resultado.

() £O),si fla) = [ ctan®) gy,

14. Considera la funcién G(z) = F(senx) — F(—cosx), en donde

* du
F(x) = ——, para |z| < 1. (x #0;yodirfa 0 < z < 1).
@= [ = el <1 (@ A0y )
Muestra que G es constante y determina su valor.

arcsen T

15. Sea f(x) =2"7" — V1+senbtdt, ze[-1,1].

0

(a) Justifica que f es diferenciable en su dominio.
(b) Determina la derivada de f.
)
)

Justifica que f es invertible en el intervalo (—1,1).

(c

1
(d) Sea g la funcién inversa de f. Demuestra que ¢'(1) = —

In (2¢)"

16. Considera la funcién f(x) = 7 — 3arcsen(2 — 5%%).

(a) Determina el dominio y la imagen de f.
(b) Encuentra la derivada f’ y justifica que f es inyectiva.

(c) Caracteriza la funcién inversa f~! de f (regla de correspondencia,
dominio e imagen).
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17. Considera la funcién definida por
f(z)=—m+cos™! (1 —Inzx).
(a) Determina: (i) el dominio de f, (ii) la imagen (rango) de f, (iii) los
ceros de f, (iv) las soluciones de la ecuacién f(z) = —.

(b) Demuestra que f es inyectiva.

(c) Caracteriza la funcién inversa de f (dominio, imagen y regla de co-
rrespondencia).

18. Sea f(z) = —m +sen! (2 —logy z) .

(a) Demuestra que f es una funcién monétona.
(b) Determina el dominio y la imagen de f.

(c) Caracteriza la funcién inversa f~! de f (dominio, imagen y regla de
correspondencia.

19. Sea f: [0,%) U (5,7| — R definida por f(z) = sec(—z + ).

(a) Demuestra que f es inyectiva.
(b) Determina en dénde f es creciente y en dénde es decreciente.

(c) Da el conjunto B de tal manera que f : [0,Z) U (£,7] — B sea
biyectiva.

(d) Di formalmente si f es invertible en todo su dominio.

(e) Di para qué valores f~! es derivable y para qué valores no lo es.
Justifica.

(f) Calcula (f~1)' (~2).

20. Sea f(x) =tan~! (x—l— 1) .

z—1
(a) Muestra que f'(x) = L x # 1.
2+ 17
(b) Encuentra una férmula para f”.
(¢) Muestra que
T 7r
I _r li __T
=5y im i) =g

(d) Esboza la gréfica de f.
21. Construye la grafica (con todo detalle) de la funcién:

(a) f(z)=m—3cos™! (£ +73).
(b) f(z) =|% — arccot(z —1)].

40



22.

23.

24.

(a) Utiliza la sustitucién u = 1/t, para demostrar que

O<z<l.

/1/ Todt /1 dt
1 tVE-1 Je V11
(b) Utiliza la parte (a) para deducir la siguiente identidad

1
sec™! <E> B g —sen”! (z) =cos”! (z), 0<z <L

(a) Utiliza la sustitucién u = 1/t, para demostrar que

/1 dt /I dt

= , x>1.
1/z V1 —t2 1 tVt2 -1
(b) Utiliza la parte (a) para deducir la siguiente identidad

sen~! (—) = g —sec ! (z) =csc M (z), x> 1.

(a) Usando un cambio de variable, demuestra que

Ve gt Loat
= | — 0.
/1 14¢2 /I 1+t vz

(b) Usa la parte a) para demostrar la identidad

1
tan™! (;) = g —tan"' (), x> 0.

25. Sea

26.

1/z

f(x):{

dt+ [ dt, conz > 0.
0

t2+1 t2+1

(a) Sin efectuar la integral, demuestra que f es constante.

(b) Efectuando la integral, demuestra que la constante es 7/2. Sugeren-
cia: cot™*(z) = tan"*(1/z).

(a) Demuestra que, para todo nimero real a,

1 a

a 1
———dx = dx.
/1+a2x2 o /1+x2 *

0 0

(b) Calcula la integral.
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27. Prueba que
/6 1/2

/ f(sen ) do

0 0

du.

—
=
£

—

V1—u?
28. Determina las siguientes integrales indefinidas:

x — arctan(2z)
(&) / 14 422 de.

[T
i dr. Sugerencia: u = +v/z7 — 1.
V2
/ xﬁ—+1 z. (u=+2x+1.)

Y -
V3 +4xr — 4z
arctan(3z) — 1

@ [ e

) / V—4r? +8r—3
1
—d
8) /x\/x4 -9 v
) [ ——
V3 =2z — a2
i) %/\/ex — 9dz, usando la sustitucién v = /e* — 9.

()/ dx
Vol 9 or+ 1

) e3® dx
V1 —ebz
n—1 d
(1) /%, necZt.
earctan(z)+x1n 1+1’2 +1
w) [ s d) tly,

n) / dz .
VO +922) |z + VIT 2|

29. Calcula la integral definida:

1/V2
d cos™tx
(a) / (e ) do.

0
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30.

31.

32.

2v3 dx
b —
) /Qﬁ vV 16 — 2
(©) /4 dx
433 oV —4

@) /2 cos (sec™ x) da
o)3  ay/ri—1

(e) /EL
1x(1+ln2x)'
1/3 3

f —dux.

®) /1/9 \/%+9t\/%
0 ew/2

(&) /—lnS 1+€$dx.

1/\/5 61+1nz
h —dx.
(b) /1/2 /1 — 22

w [T
o 2?2+4zx+8

. 0 dx
) 5 T or 1
12 22°+ 20 +1

3 dx
k _—
(k) /3@_1 4z2? + 8z + 13
—b/2
0 & e
_p V—2bxr —x2
1+v3 dx
(m) S —
1 V3+2x—x
Ve Inx+1

(n) ———— dz.
1 zv/1—Inx

a
Encuentra los valores de a € R tales que / (
1 X

1
Obtén el drea bajo la gréafica de la funcién f(x) = en el intervalo
J g f( ) m
S [0, %} .
Usando el método de sustitucién en integral definida evalia:

0
t
/ —€2te+ 1dt. Simplifica la respuesta.

In(1//3)
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33. Sean a,b > 0. Haciendo la sustituciéon v = tan x determina

/ 1 dx
a?sen?z + b2cos?x
34. (a) Prueba que

/sech(x) dz = tan~" (senh(z)) 4 C.
(b) Prueba también que

/sech(x) dx = sen™! (tanh(z)) + C. (Derivar.)

35. Determina una primitiva de la funcién f(z) = sec(x), efectuando el cambio
de variable t = sen(z). (Sugerencia: Integra usando la sustitucién indicada
1
v luego utiliza la identidad tanh™'(z) = 4 In #, |z < 1.
-z

36. Demuestra que
R Y
lim — ——dx=1.
t—o+ 7 J_q 2+ 12
2.6 Formas indeterminadas. Regla de L’Hopital y Teo-
rema de Cauchy

1. (a) Prueba que e > 1+ ¢, para todo t € [0, 00).

(b) Generaliza el resultado anterior probando que

; t 12 "
e>1+—+—+ -4+ —, paratodoste€[0,00),n€N.
1 2 n!

. . t 2 t"
Sugerencia: Define ¢,,(t) = e* — [ 1+ i + B +---4— |- Prueba
que ¢,, es creciente en [0, 00) y usa induccion.

t" n+1)!
(¢) Prueba que 0 < — < (n+1) para todo ¢ > 0 y, por tanto,
e
tn
t—oo e

2.8)"
(a) }1Llr% ( S)h . Sugerencia: Usa la definicién de derivada.
T 42
(b) il_)mlx_l L e~ dt.
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sen (7x) — sen (4x)

.
(c) Py In(1+z)
. 1" =5
(d) ilg%) z
gz _ 7

(e) ili)r%) Sz _ 6x :

3. (a) Demuestra que si lim p(z) =0y lim p(x)g(x) existe, entonces

T—T0 T—x0

lim (14 @(x))g(’”) — mlirg()‘ﬁ’(x)g(x)-

Tr—Xo

Ayuda: g(x) = M

_4 r—2
(b) Usa el inciso anterior para calcular lim (ac ) .
z—oo \ x + 1

4. Sin utilizar la regla de L’Hopital prueba que

—1
lim tan™t(x)

=1 (cambia variable).
z—0 x

5. Calcula, si existen, los siguientes limites:

. sec(d)
(a) 021;1/2 tan(6)
1— .,/
(b) lim Ak

t—o0 1— 4t+1 )
t42

6. Justifica que se trata de una forma indeterminada. Luego calcula, si existe,
el limite:

1— a2

(a) 1

im
z—1 sen(mx)
In(l+x) —x+ 22/2

(b) ili% a3

(c) iﬂ xl;i; 1, x> 0.
v go

@ Jm S5
(-1/2)

© Jm =

(f) lim 1—e”

z—0 xfox e~tdt
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z [Tedt

() lim —"——0
0 i, 5
@) zlir{)l+ esfrcls(cx(z)'

— sec(z)
() xl_l,%l— ecosw
(k) lim In(z? + 1)

z—oo  In(z)
a’ — ax
1) li —_— .
) fim (a — \/aa:>
T t2 2
(m) lim M
w—oo [T e dt
lim Va2 -1
a—1t+secH(z)
e
(O) zhgﬂl x—1 ’

(n)

. tanh(z)
(p) lim —o—-

o tan~!(sen~!(22))
z—0 (62;8 — 1) 111(1 + 233‘) '




10.

11.

12.

13.

14.

15.

Sea,
cos(@) g g #+Z,

2_ w2
z 1

flz) =
f%, siz==+3.
Demuestra que f es continua en £73.
Calcula el siguiente limte y muestra formalmente si existe o no:

|1 =2l
lim |[——
z—0 3x

Determina el siguiente limite, o justifica si no existe:
1 — e lvtal

1im
z—(—a) T +a

x senx

Muestra cudl debe ser el valor de a para que lin% % =2.

z— €T
Sea p(x) = arx® +--- + a1z + ag un polinomio de grado k > 10y a; > 0
para todo 0 < i < k. Calcula

LI (p()
w50 1/ (2))

Todt x . .
Sean F(x) = / , () y G(z) = @)’ Verifica que se puede aplicar la
Fz)
G(z)

regla de L’Hopital y calcula lim

Sea f(z) una funcién diferenciable con inversa g(z), tal que f(0) =0y

£(0) # 0. Demuestra que ;% /=) = [ (0.

g9(z)

Justifica que puedes aplicar la regla de L’Hopital al siguiente limite y

calculalo: ) .
f 1;8 ( _te ) dt
lim .

xT—00 ;L‘z

Justifica que puedes aplicar la regla de L’Hopital al siguiente limite y
encuentra el valor de las constantes a y b de modo que

1
lim 1.

x t2
t =
x—0 bx — sen(w) /0 Va+t d
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16.

17.

18.

19.

Supén que f y g son continuas en una vecindad de « y que g(a) # 0.

Muestra que
s f®)dt - f(a)
ST A )

Considera la funcién f : R — R definida por

f(@) = -

ay senh (%) , sl z<0
as +tan~t(z), si x>0,

en donde o y o son constantes reales. Determina oy y as de modo que
la funcién f sea continua y diferenciable en R.

Explica si es correcto usar las reglas de L’Hopital para calcular los sigu-
ientes limites:

. 3(z —sen(x))
(&) Mo = ()
(b) lim 3z sen(l/x)'

z—0  Hsen(x)

Justifica que se trata de una forma indeterminada. Luego calcula, si existe,
el limite:

(a) lim (2 [r—2tan"'(\/7)]).

Tr—00

1 3z 2
li 9—t .
(b) lim (x—l !e dt>

arctan
(¢) lim x/ sen (t?) dt.

T—00 /2

(@) Jim [z tan-1 (g)] .

(e) lim [wl/zln(x)].

z—0t

(f) lim e Iy e du = 0.

Tr—00

. 1
® xll’oo T (g —tan~! (Sx)) '

(h) I1Lr20 [zIn(1+3/x)].

(i) lim [e*In(14e7®)].

r—00

(G) lim [yln (1 + ab/y)} .

y—0+
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(k) wll)rrolo [xsen (1/z)].
(1) lim [2? (cos(1/z)—1)].

Tr—00

20. Sea f una funcién continua en R y

F(z) = { éfox ft)dt, s-i x#0
f(0) si z=0.

(a) Demuestra que F' es continua en el punto x = 0.
(b) (En qué condiciones se puede garantizar que F' es diferenciable en el
punto x = 0?7

21. Justifica que se trata de una forma indeterminada. Luego calcula, si existe,
el limite:

. x 1
(&) il—>ml (w -1 ln(x)) '
(b) wll)rrolo [In (14 6x) —In (4 + 32)].
(c) zhigo (x —In(3e” +1)).
(d) lim (x3%/® — 2).

1 In2
li - — .
© tim (5 -5

(f) 01117{17 (sec® 0 — tan® ) .

. 1 1
(g) :L‘li%lJr <E B e$—1> ’

w1y (1)

22. Efectuando el limite, encuentra un valor a € Rt que cumpla la igualdad,
o justifica si esto no es posible:

lim <x3“/x — x) = .

23. Justifica que se trata de una forma indeterminada. Luego calcula, si existe,
el limite:

. cot(z)
(@) Jim, (sen(a))""")

. 5T v
(b) m (5x+7> )
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(¢) lim (1 —2cos(z))®™@

il
:L'~>(2

x
3% 4 5T 1/z
(e) ;cli>r(()1+ 2 )
(f) lim (2° +5)1/*
() ,lim (1 4 32)(50) .
2
. (1—cos(ax)\ "
(h) 1 (T> a0
(i) 11%1 (tan z)" ")
. . 1/x
() lim (1+az) ™.
2y 1/y
(k) ;12% [1+/ cos (t%) dt] :
0
. sen x\ 1/
(m) lim (cosx)l/x2.
e —1\ "
li .
o i ()
(o) liIr(l) (1+ asenx)b/x.
: 1/z z
(p) ggli)%l+ (347 +1)".
(@) lim (sen(20))7
T 1/z
lim |2 + tan~! .
(I‘) ;c—»l(lzloo) [2 +tan (1’):|
1/1n(x)
(s) lim [E—tan_l(x)} .
2 1/ cos(z)
t) 1 — .
( ) ;c—1>17?/2 |: ™ +COS(CL’):|

(w) lim [z —1].

z—0t

24. Sean a,b > 0. Demuestra que

1/x
lim (éa’” + %b“) = va*b.

z—0+ \ D
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Lleva a cabo el siguiente limite para encontrar un valor de a € R que
satisfaga la igualdad, o justifica si esto no es posible:

1 x
lim (al/’” + —) = 3.
T—00 €T

Deduce cuél es el valor de la constante c¢ tal que se cumple la siguiente
igualdad (en este ejercicio no es necesario justificar el uso de la Regla de

L’Hopital):
x
lim< “ ) —9.
z—oo \ cx + 1

Encuentra un valor positivo de ¢ tal que

xT
im (“’“) _9.
T—00 xr —C

Efectuando el limite, encuentra el valor de ¢ € R que cumpla la igualdad,
o justifica si esto no es posible:

(a) 1im< L ) =e’.
z—oo \ T + C

(b) lim (3 4+2)"/" =7

Tr—00

(¢) lim (30/w+%)z:ﬂ'.

z—0t

Encuentra el valor de ¢ que hace a la siguiente funcién continua en z =0 :

f(sc){ (e + )"/, siw#0,

c, siz=0.

kt
Demuestra que lim Ay <1 + 1) = Ape™.
k—o0 k

Sea f una funcién continua en R. Demuestra que

1/z x
lim <1+ f(t)dt) =f0),
0

r—00

Calcula, si existe, el siguiente limite:

1/x

r—0

2x
lim |1+ / cosh(t* +1In3) dt
0
Simplifica tu respuesta.
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33. Determina el valor de @ € RT de modo que
2 1/x

lirr%) 1+ / cosh(t2 +In a) dt =52,
0

34. Sea f : R\ {0} — R definida por f(z) = ze'/?.

(a) Determina lim f(z), lim f(z), 1in&+f(x), lirglif(x).

(b) Determina los intervalos de monotonfa, extremos, concavidades y
puntos de inflexi6én de f.

(c) Dibuja la gréfica de f.

35. Sea f: R — R la funcién definida por

re ", x>0
f(z) = {

tan~!(z), x<O0.

(a) Demuestra que f es diferenciable en z = 0.

(b) Calcula lin+1 flx)y lim_f(z).

(¢) Determina los extremos locales y los intervalos de monotonia de f.
(d) Grafica f.

36. Grafica la funcién (pedir dominio, limites, extremos locales, concavidad,...):

3 Técnicas de integracion

3.1 Integracién por partes

1. Determina las siguientes integrales indefinidas:
(a) / VzeVrde.
1
(b) / n®) .

x2

(c) /cos (vVBz +3) da.
(d) /sen’1 (3z) dx.
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(e) /sen(lnx) dx.

zeVe !
0 [
(g)

22 In?(z)dz.

=
S~—

rarctan x dz.

(N e
~ ~—

cos(lnz) dz.

®
N~—

a® cos(kx) dx.

G
o)
B
I
8

223 arctan(z) du.

B

D U S U
Sk

~1(z)dx.

— — —~ — —
=] te] =l o =
N~— S~— N~— N~— S~—
8
o+
Qo
=)

~—~
w0
~

(arcsen z)* d.
arcsen (y/z)dz.

x2e 2% 4.

x sen(x) cos(x) dz.

23/2 tan=1(21/2) d.
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)
(2)

sec? (\/ﬂ) dy.

(4z + 6) sec? (2z) dz.

——

2. Calcula las siguientes integrales definidas:

a

t
mdt, a > 0.

(a)

o

3

Arp &

=
~—
O\H

te7t/adt, a>0.

—~~
o
o\é

V2/2

21 arcsen (w2) dx.

=
~—
S

—

—
]
~

—

2x arccos (wz) dx.
3/2

cos(lnz) dx.

o
N~—
\,‘;
&

o
3y}

B

8
QU
5]

(=)

b
(h) / 22 (Inz)? dz, con b > 0.
1

(i) /j eV® d.
() /1 cos \/x dx.

0
3. Considera la integral indefinida / e cos(Bx) dx. {Qué relacién deben

satisfacer A y B de tal modo que la integral valga % cuando z =0y la
constante de integracién es C' = 07
4. Sea a una constante positiva. Demuestra que
7/ (4a)
* dwzi(z—1n2>.

cos?(azx) 2a2 \ 2
0

5. Sea f(x) una funcién que admite derivada continua hasta el orden 2, tal

1
que f(1)=1,f (1) =1y / f(x)dz = 4. Haciendo uso de esta infor-

0

1

macién, calcula el valor de / 22 f"(x) dx.
0
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6. (a) Utilizando la definicién de la funcién tanh () demuestra que

1 1+
ht — Zn | = i 1.
tan (z) 5 n(l x>’ si |z] <

(b) Halla la derivada de la funcién tanh™" ().

(¢) Halla una primitiva para la funcién tanh ™" (z).
Ayuda: integra por partes y usa el inciso (b).

7. (a) Si f(x) es diferenciable, demuestra que
[ lt@+ r@)de = e s+ C.

(b) Determina [ e” [senz - cosx + cos z] d.
(c) Determina [ e” [In(senz) + cot z] dx.
8. Supén que |z| < 1. Obtén [ tanh™'(z)dz.
Sugerencia: integra por partes.

9. Utilizando una integracién por partes demuestra las siguientes férmulas
de reduccién de grado:

2

n—1_,—x —1
/ e~ dr = _z 26 Jrn 5 / g"2e=% de, n=12.3,...

2 _2\" 2
/(szraz)n dxx(ﬁ_:_;l) +12_7_azn/(x2+a2)n_l de, a#0, n=0,1,2,...

/ dx B 1 T . 2n — 3 / dx
(z2+1)"  2n—2@24+1)" ' 2n-2 ) @24+1)" "
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10

11

12

13.

14.

/ (Inz)" de =z (lnz)" —n / (nz)"'de, n=1,23,...

() . .
n m o en+1 m n m—1
/x (Inx) dxin—l—lin—l—l/x (Inx) dx.
1 1
(h)
. . ™ (Inx)" n m n—1
/x (Inz)" do = 1 il /x (Inx) dx.

. Usa induccién y las férmulas de reduccién de grado para obtener:

/2 1-3:-5-...-@n-1)m
2n — o
/0 sen”"(z)dx = 2-4-6-...-(2n) 27’
/2 2:4-6-...-(2n)
2n+1 =
/0 sen (x)dz = 1-3-5-...-(2n+1)°

. Demuestra que

/ab (/:f(t)dt) dx = /ab (x — a) f(z)dx.

. Demuestra que

/ab (/: e_tzdt> dx = /ab (x —a) e da.

(a) Demuestra que
[ @de=af @ [ . cony= 17" @),

(b) Utilizando el inciso anterior, determina: (i) [ cos™(z)dz, (ii) [logy(z)dz.

(a) Demuestra que
[ 1@ o=t @)~ [af @

(b) Si f y g son funciones inversas, y si f’ es continua, demuestra que
f(®)

b
/ f () dz = bf (b) — af(a) / o(y)dy.
a f(a)
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

1/V2
(¢) Aplica el resultado del inciso anterior para evaluar / sen~! () dz.
0

(a) Verifica que
/ cos™ (2) dz = z cos™" (z) — sen (cos™ () + C.
(b) En general, prueba que
[ i@ e =ar @ [ @) cony=1 ).

(a) Demuestra que [ f~* (z)dz =z f~! (z) — [ f(y)dy, cony = f~'(z).
(b) Utilizando el inciso anterior, determina: (i) [ In(x)dz, (ii) [ logy(x)dz,
(iii) [cos™!(z)dz, (iv) [tan™t(z)dz.

(a) Demuestra que
[ @de=af @) [ . cony =17 (@),

(b) Utiliza el inciso anterior para determinar [ logs(5z)dz / [ logs(3xz)dx.

Usando el método de integracién por partes demuestra que

/f*1 (z) de = xf ' (z) - /x (%}ﬂ) de.

Utiliza los métodos de los ejercicios 16a y 18 para determinar: (i) [ cos™*(z)dz,

(ii) [tan™*(z)dz. ;Pueden ser correctos los resultados que se obtienen al
aplicar cada uno de los dos métodos? Justifica.

Sea f: R\ {0} — R una funcién dos veces diferenciable, tal que

M) = 3 1 1
f(z) = o cosh - xssenh .

para todo z € R\ {0}, f’(1) =cosh(1) y lim f(x)= 1. Demuestra que

Fx) = fisenh (i) + cosh (i) .

Integrales trigonométricas

1. Determina las siguientes integrales indefinidas:

(a) /cos2 (vy) dy.
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(b) / sen? (z) cos? (z) dz
(©) / senh? () cosh? (z) do
() / tan’ (z) sect (z) dz
() / tan® (z) sec® (z) dz.
e

(&) / osc? (z) do

(h) / sen’ (z) dz

Q) / sec? (z) da.

i) / sen® (z) cos? (z) da.
(K) / Se?(27) tan®(22) da.
) / cos?(na) dz, n €N
(m) / cos* (z) dz

(n) / sen” (z) cos® () dz
(0) / cos™ (t)sen® (kt) dt

) / Lsen' (46) cos® (40) o,
@ [

x) / & tan® (%) da

2. Calcula las siguientes integrales definidas:

/2
cot®(z) d.

(a)

—

/4

2m —
/1—cos (x) di.
0 2

(b)

—
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In

© [ Y T e

() / Y et az)dr, a=5.a=3.
() / " cos (r) cos (Lmz) da.

0 [ e

(&) / esc(22) da.

(h) / " an() sec2(2) d.

o [, e

() /ﬂ/4 tan®(z) dx o fEﬂM tan®(z) dx.

0
/4
(k) / V/1+ tan? (z) dz.
—m/4
/2

Q) . v/sen(z) cos®(z) du.
w/4
(m) /0 V/tan(x) sec’ () dz.

(n) /27r sen? (30) cos? (36) db.

0

w/4
(o) /0 sen (26) cos? (0) db.

3. Obtén el valor del drea entre la grafica de la funcién f(z) = sen?z y el eje
Xdez=0az=m.

4. Obtén
1+ sen(x)

1—sen(x)

/sec(x)d:c = %m +C.

5. Discute como calcular integrales de la forma:

(a) [sen™ (z)cos™ (z) dz, m,n € N.
(b) [sen™ (z) dx, neN.
(c) [cos™(z) dz, neN.
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6. Demuestra que para m,n € N :

(a) f027r sen(mz) cos(nz)dx = 0.

o | 0, sin#m
(b) [, sen(maz)sen(nz)ds = { n sin—m.
7. Sin,m €N, n,m > 1, demuestra que

1, sim=n,

2
;/0 cos(nx) cos(max) dx{ 0, sim+#n.

8. Sean n,m € N con n,m > 1. Demuestra que

1 1, sim=mn,

= /7T cos(nzx) cos(mz) de = { 0 sim£n

—T

9. Encuentra una férmula de reduccién para [ zF sen x de.

3.3 Sustitucién trigonomeétrica

1. Usando una sustitucién trigonométrica, determina la integral:

@ [—=

o) [

(©) fﬁ\/z_ldx.

W [t
(e) / 2?Va? +9 da.
() / 34 — 22dx.

(2) /x3(x2+4)3/2 da.
[P

— 2
5 dx.
T

r < —H.

Q) / —Vx;:mdx.
0 | VLI gy

(k) / \/%dx.
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1) / \/;2—3_+4 d.

(m) / #dz.
(n) / @m.
(0) / #d%

®) /\/3—2xx—x2 de.
22 _ 3/2
@ [ ol

T

o | Fre=
(s) /x\/mdx
(t) /\/de

(u)/ P +r+1 J

xt 4222 +1 .

2

x
v dx.
) /(x2+2x+10)5/2

2
() / (x —1)vVa2 — 3z +2 de-
x2
(=) / N T

2. Usando una sustitucién trigonométrica, determina la integral:
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1
O [ sarat

3. Usando una sustitucién trigonomeétrica, calcula la integral:

V3/2 472
(a) / T da.

T
2v2 2_4

o [
2 X
Ind ot gt

(c) ——
0 et +9

23va? + 4dz.

2/V3

1 CL‘3
() / i

/”xf dxr. Sugerencia: u = +v/x — 4.

) / VIT S dt.

—dzx, a > 0.

/ W
dx
(i) /,12/3\/a—27+x) a> 0.

/a +ZE
2/3

3a?
(k) vz (a? +z)dz, a>0.
a2/3
1/ ———dz, a>0.
2/3 a +LU
(m) 76[1’.

Va2 r3yva? -1

3v3/2 23
m [ =
0 (422 +9)

(0) /‘/3 dz

0 (22+43)%%
! 3

62



3/2
(q) / L Usa z = 2sen’u.
172 /x(2—1x)

4. Utilizando una sustitucién trigonométrica, demuestra que para = > 2 :

ey VaE—d
(5)+ Yo

322 +C.

T 1
/ w3VeZ—4 16"

5. Usa una sustitucién trigonométrica para obtener

Ja—br2
/\/ a—bz?dx = zva—ba® + % _cen! \/Ex +C, 0<b<a.
2 2vb a

6. (a) Demuestra que

g(z) = % +Va? —a?+ C%serf1 <§>, a>0,

es una antiderivada de
f(z) = va?— 22

(b) Usa el resultado de (a) para calcular
a
/ va? —x?dz.

—a

7. Usa una sustitucién trigonométrica para demostrar que

2
T a T
/ Va2 — x2dx = =\/a? — 22 + —sen* <—> +C.
a 2 a
8. (a) Usa integracién por partes para demostrar que

1 1 1
V1—22de = 2a/1—a2 4 = [ ——
/ r?dx 2x x+2/mdx

(b) Calcula el valor de la tltima integral, utilizando sustitucién trigonométrica.

9. Demuestra que

¢ dx T+ 2
/0 (w2+a2)2 = 343 para todo a # 0.

10. Usando la sustitucién u = sec(x) demuestra que
/sec(x)dx = In |sec(z) + tan(z)| + C.
11. Calcula el siguiente limite
e
HPH—>0k n /9 +1’

en donde P = {xo =0,21,...,Tp = \/5} y ¢ es un punto cualquiera del
intervalo [xp_1, 2], para k =0,...,n
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3.4 Fracciones parciales

1. Determina las siguientes integrales:

24
4z — 2

(b) / 3(x2 —2x+1) da.
d

(©) / pemt

z+3
(d) /2x3—8x dr

@ [ 2

(£) / % dz.

© [T
(b) / (z—1) (g;;rf min™
() / (Zzﬁii it)l da.

0 / BxQ;EﬁJF L

) / (x — 1)5(i2++32x + 5)dx'
(m) / Bz 4xi)JEx22$+ 7 4

342
(n) /7(;2 :9)2 dx.
2t +1
(o) /—x(x2 )2 dx.
5
() / (a2 f; 5

2. Utiliza una sustitucion y luego efectiia la integral:
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dx
(b) /x [4—111230].
2
© / e (22—

e
@ [ mr—t
1

2

xe®
0 [ 5

cos (0)
(&) / sen? (0) — 2sen (0) — 8

sec? 0
() /tan9 (tanf — 1) 0.

COS T
i —dr
@ / sen3z + sen

do.

. Sugerencia: u = tan x.
2 — .3
cos? z (tan® z — tan® z)

— tan

1
T+e? + da.

/ ———dx. Sugerencia: v = tanzx.

ezw +1
3. Calcula las siguientes integrales definidas:

x+1

. Sugerencia: w = tanzx.
1+ tanx

W[, 3
0 [, S
o f
o f ey

4. (a) Determina fm

2 — 2 _ .3
(b) Usando el inciso anterior, determina | de.
(224 1)2
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5. Obtén una primitiva F' de la funcién

e
f(CL') - 1 eza
definida en el intervalo (0, c0) y tal que 1ir5r1 F(z) = 1. Usala sustitucién

u=e".

6. Usando el cambio de variable indicado, determina la primitiva de cada
una de las siguientes funciones:
1

(a) f(z)= sonhz’ u = cosh z.

1
¥ = senz (1+ cosz)’

U = COST.
7. Usa fracciones parciales para obtener

dx
/m, CL,b,C>O.

Ahora obtén
) / A dx
lim _—
g—oo )1 ax(br+c)

8. Determina

dx
/ 5 (Cambia variables y usa fracciones parciales).
e*T—e
Ahora obtén
. Pda
lim 3 .
B—oo 1 e~ —e”

9. (a) Determina

3z —1 i
/ Y dx. (Verifica el resultado)

(b) Usa el resultado de (9a) para calcular

b

. 3z —1
[ g e
1

10. Sea u = tan (£) . Muestra que

2 1—u?
senr = —— cosT = —
1+u2’ 1+ u?
y encuentra la familia de primitivas de la funcién
1
flz) =

senz 4+ cosz’
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11. Sea u = u(t) una poblacién de personas que conocen un chisme al tiempo
t > 0. Sir > 0 es larazén constante a la cual el chisme se propaga y
K > 0 es la poblacién total en una determinada regién, entonces se tiene
que la razén instantdnea de propagacién del chisme satisface la ecuacién

7 %)

(a) Si u(0) = wo, 0 < up < K, por medio del teorema de la funcién
inversa encuentra el tiempo ¢ como funcién de wu.

(b) A partir del inciso anterior, encuentra la poblacién u como funcién
de t y demuestra que
lim u(t) = K.

r—00

3.5 Integrales impropias

1. Evaluda la integral impropia de primera especie, o muestra que diverge:

(a) /OOO (%)dw

(b) / (x —a)e %z, a>0.
0

0
(c) / ze®/? dx.

0 2
(d) / xe  dx.

0 2
(e) / 3 e du.
(f)/ e~ V2 =6y,
3

(2) /OO e *cos(z) dx.
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o0

/ 1nx

/ In(z dx.

2

o0

/x+5x2'

/ 2x— x—l)
o0

/2 (x+3)( x+1)

/°° 2— 22
x4—|—x2

[ee]
/ o + . Sugerencia: z'0 4+ = 10 (1 + x_g) .
x

[ V)

—

[V

=

8H

/0 (x4 1)( x2—|—1)

/2x3 -
o0
/1 1+x4

(w) / W Sugerencia: utiliza una sustitucién trigonomeétrica.
2 (x

2. Evalia la integral impropia de primera especie, o muestra que diverge:

(a) / || e~ da.
(b) / e 3lz=2l qg.
o0 e;L-

(c) /_oo poras dx
< x
(@) /_w .

o0 4
© | BRCIF R

3. Evalia la integral impropia de segunda especie, o muestra que diverge:

(a) /1 xIn(z)dx.

0
w/2 dx
(b) /0 1 —sen(z)
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1 T
e
(c) /0 el‘—ldx'

! 47“

cosh(t dx

e >
(e) 1 =
4

o Viz — 2%
1
2z —1
_do_
g4 —x2

dx.
dx
et —e~
(In )

LL’

3xln

/
@® [ 1
o f
() /O 1

0 [, ey

© [

A

d
9 \/16—302 v
3 dt
w [
1/2 vV—3+4t—t

() ! cot3(2x)

{/esc(2x)

b
dx
—_— < b dados.
(o) Y a ados
2

p) /O \/%-
@ /efl x(1j(z))3'
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V5 x

4. Evalida la integral impropia de tercera especie, o muestra que diverge:

@ [, w5
(b) /OOO \/%dx.

© /OOO e_\‘;_;dx-

> dx
d — 2 a>o.
(@) /a zvz? —1 “

. . T
(e) iPara qué valores de p converge y ()’ ¢f, z(nz)?

5. Demuestra que:
* 4xr+1 4e
————dr=In|— ).
(&) /1 PGzt )" n<3)
0 1/2
(b) / 2x dx =1n (36 )
1 (z+ 1) (22 +1) 4

6. Sea f: D CR — R la funcién definida por f(z) =

v
V=12 46z —8

(a) Determina el dominio D de f y justifica que f24 f(z)dzx es una integral
impropia.

(b) Demuestra que

7. Determina los valores de a > 0 y ¢ de tal modo que
+oo

/ (c—a)x—l—adx:l'

z(2z + a)

8. Deduce cudl debe ser el valor de la constante A para el cual converge la
siguente integral impropia. ;A qué converge la integral?:

/°° _r ANy
, \22+1 2+1)%"
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9. Encuentra el valor de C para el cual la siguiente integral converge:

/°° z  C i
2 2.’,172‘1'0 CE+1 ’

10. Sea f(z) = ez € (—00,00). Utiliza que [*_ f(z)dz = /7 para
calcular [%_ 2% f(z)dz.

dx
er 4 2
No derives ambos lados. Deduce por integracion.

11. (a) Demuestra que/ =In(l+e*)—z—e*+C, CeR.

oo

(b) Usando el inciso (a) Calcula /

——— 0 justifica si la integral
1 €Tt e . &

diverge.

12. (a) Demuestra que

1 1 1 . 1 .
/mdl’:zlﬂ@x—ée “—Zln|2—e“|+0, C eR.

(b) Usando el inciso anterior, calcula

oo

1
——dzx.
/QBI*EQI x

0
13. Demuestra que

/1 (Inz)" dz = (—=1)"n!
0

14. Determina los siguientes limites:

€T

(a) lim sen(t) dt.
by dim [ 0y
®) g ), e

15. Sea f(x) una funcién integrable en cualquier intervalo de R, y sean a,b €
R, tales que a < b. Demuestra que si ffoo f(z)dxy fboo f(z) dx convergen,
entonces [ f(z)dxy [° f(x)dx convergen.

16. (a) Usando la sustitucion u = e, demuestra que

ale™®
dr =Ine* —ae ™™ —Inla — e*| + C.
a—e*

co 2 —x

(b) Utiliza el inciso anterior para calcular / dz (a>1).

0o a—e”
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17. La definicién segun Legendre de la funcién Gama estd dada por

[(z) = / ¥ le~tdt.
0

(a) Encuentra los valores de x para los cuales I'(x) estd definida, i.e. la
integral es convergente.

(b) Muestra que I'(x+1) = 2I'(x) y que siz = n € N, entonces I'(n+1) =
n!

(¢) Por medio de cambios de variable adecuados, deduce las siguientes
representaciones:

I‘(x):2/ooou2mle“2du v r(:c):/o1 {m (%)}w_ldu.

o0

1
18. Demuestra que / %dw converge y luego calcula la integral. Sug-
0 x

. L 1
erencia: Usa la sustitucién x = —.

19. La transformada de Laplace de una funcién f(z) es la funcién Lf(s) de
la variable s definida mediante la integral impropia (si ésta converge):

Lf(s)= /000 f(x)e **dx.

(a) Prueba que si f(z) = C, en donde C' es una constante, entonces
C
Lf(s) = ~ bara s> 0.
«

b) Prueb i = t L = .
(b) Prueba que si f(z) = sen(azx), entonces Lf(s) T a?

(c) Calcula Lf(s), si f(z) =e*®y s> a.
(d) Calcula Lf(s), si f(z) = cos(azx)y s> 0.

20. Utiliza algtn criterio de convergencia para determinar si converge o diverge
la integral impropia de primera especie:

o 2241

(a) /1 x4+2x+1dx'
o dx

(b) /2 (1+z)lnz
> 1

(c) /1 1o dx.

(d) /OO veerl,,

2 X
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z—1

o 1
(V)/l arctan(zx) de

(w) /°° (3x 4+ 1) cos(z) .

9 3 —x
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21. Utiliza algun criterio de convergencia para determinar si converge o diverge
la integral impropia de primera especie:

(a) /OO tanh(z )dx.

x3+x
dx.
/ \/E—ex
(o ]
(c)/ e 2 Inxdz.
1
[ee]
/2 xe“—i—x?
[o ]
dx
/2 x? +cosx
OO5—2senx
L ToE dz.

() /100 tan—!(z) di.

z(1 + 22)
(b) /700 :ij+ 1
L[ 4
O [ Gt

22. Utiliza algtin criterio de convergencia para determinar si converge o diverge
la integral impropia de segunda especie:

! sen(x)

(a) Ry

(b) /Olel/wdx.

S e
(d) /0 1 S;C;_j dz.

(e) /O 1%%

1
arctan x

(@) / slD) gy,

0 T

(h) /O 'SL\/g)'dx.

dx.
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[
%W-
() /Ol%dx.

) [, =
)/1@%

0
T2 4
(n)/o xsen (z)
tanh(z )
(O)/O er\/_
tanh(z)
w [ Ly,

1+senx . .
(q) / ———dx. (comparacién directa; converge.)
0

2172

/2 1 —
(r) / % dx. (No separes la integral.)
o T

23. Utiliza algun criterio de convergencia para determinar si converge o diverge
la integral impropia de tercera especie:

W [ |S(;252)| e

/ lnx

arctan x
x3/2

SeIl

o [
@),
© ],
/ x+x4
® [
/ tanh(z)

0 x+\/5

(h)

5



3+

0
[ee] 671‘
() — dx.
0o VT
> cosx —1
[o ]
dx
() / S
—oo 22(1 +€7)
24. Calcula o utiliza algtin criterio de convergencia para determinar si la si-
guiente integral impropia de tercera especie converge o diverge:

Q) /°° tanh(x) dr.

o 4
/0 NACED

1
25. (a) Calcula, si existe, el lfmite lim {xZ arctan (—2)] :
T— +00 €
(b) Usa el inciso anterior para estudiar la naturaleza de la siguiente in-
tegral impropia:
+oo

1
/ arctan(—z) dx.
T

1

senx

dx.

1
26. Determina para qué valores de p € R converge / "
0 €T

27. Sea I :/ f(z)dx, con
0

sen )
{ , six#0,
T

siz=0.

)

(a) Demuestra que f es continua en x = 0 y que I es impropia sélo del
primer tipo.

(b) Prueba que

b

b
b
sen T cos T Ccos T
der = — ’ - 5 dx.
T z I T
1 1

o

(¢) Usa el inciso anterior para probar que / dx converge. Puedes

1
argumentar usando teoremas.

(d) Justica con todo detalle que I converge.
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28. Sea a >0y n > 1.Sea

" .
f(LL’): m, Sll’?éo,
0, six=0.

(a) Usa la regla de L'Hopital para probar que f es continua en x = 0.
(b) Prueba que para z suficientemente grande se cumple que f(x) <
2¢"eT ¢,

o
(c) Usaelresultado anterior para analizar la convergencia de / f(z)dx.
0

1

Yo dx converge.

oo
29. (a) Demuestra que /
1

(b) Encuentra la inversa de para demostrar que
x

3/2 41

o'} 1 1/2 1 2/3

30. Determina para qué valores de p converge:

1
(a) / XN . (cociente; p < 2.)
o ¥

*1—e7 .
(b) dz. (cociente; 1 < p < 2.)
o P

31. Sea w(x) una funcién positiva y dos veces diferenciable en R, tal que:

(a) lim w(z) =0, lim w'(z) =0y w(0)=3/2;

(b) satisface que F(w(z)) = x para todo = € R, en donde

v du
F(z) = / — 2 acR
(@) a Uuy/1—2u/3
i. Usa el TFC para demostrar que la funcién w(z) satisface la
ecuacién w” — w + w? = 0 para todo z € R.
ii. Muestra que la funcién w(z) estd dada por w(z) = 2sec h? (2).

[ee]

iii. Demuestra que / w(zx)dzx es convergente y que su valor es 6.
—o0

iv. Prueba que se satisface la identidad [ [w(x))? dz = 2 w(z)da.

v. Muestra que las relaciones integrales I e Is, dadas por




satisfacen el sistema lineal de ecuaciones I —%12 =1ly—hL+1L =
1.

vi. Encuentralos valores de [*_ [w/(2))* dz, [*_[w(z)]* dzy [*_ [w(z)]’ dz.

2

32. Por medio de la sustitucién y = x* muestra que es convergente la integral

B
I= / sen(z?) dz, en donde o — 0y 8 — oo.

4 Aplicaciones de la integral

4.1 Ca&lculo de areas

1. Calcula el drea de la region entre la curva y = f(z) y el eje z en el intervalo
dado:

= ( f2) e ™2 0<x <4

=z, a>0, —co<x<0.

=vz2+a? a=2,3, 0<z<a.

(a
(b
(c
(

8

8

~—~~ o~~~
_ — L

1

d z)=xlnzx, - < x < e. Simplifica la respuesta.
(e) f(z) =cosh(z/4), [—4,4].

r—3, six<3,
(f (ZL‘)— 1’279, Six>3, 7[174]

In(z — 1), 3/2<z<e+1.
1

h —pe T - <gp< -,
() fl@) =we, —= <w< s

)
)
)
)
)
)
(g)
)
)
)
)
)
)

\\\wx\w;ﬁ\xxx\x

() f@)=1-2), —T<2<2

() fle)=2vi—2a% —2<z<V2

(k) f(z) =senz /I — cosz, fﬂﬁxﬁg.
1) f(z) =In(z), 1/e<z<e

(m) f(r) =sen™) (z), —+ <z <0

(n) (x):xiien 0<z<l

2. Sea f(x) = ze/®.

(a) Encuentra lim f( ).

z—(—00)

(b) Calcula el rea de la regién entre la curva y = ze®/® y el eje z en el
intervalo —a < z < a.
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3. Sea f(z) = tanh ™ (z).

(a) Encuentra lim )f(x).

z—(—o00

(b) Calcula el drea de la region entre la curva y = tanh™'(x) y el eje =
en el intervalo —a < x < a.

4. Calcula el drea de la regién entre las curvas que se indican, en el intervalo
dado:

(a) y=é yy=—>
(b) y =tan(z) y y = sec(z), z € (0,5).

(¢c) y = tan(z) y y = sec(x), = € [O, %} . Grafica las curvas y observa
que se trata de una integral impropia.

5. Calcula de drea de la regién acotada entre las curvas dadas:

(a) y=+/|z| y 5y =z +6.

(b)) z=y"~—yyar=y—y

() y=0yy==x(2®-1)

(d) > =drydr —3y—4=0

() 2=y’ yy=2"

) y=4—a?yy=2—a.

(8) y=a2?—lyy=a"—ca*+1

6. Calcula el drea de la region acotada entre la curva y = zv/1 — 22 y la recta

1
= =X.
¥=3

7. Calcula fol V1 — z2 dx y aprovecha el resultado para justificar que el drea
del circulo unitario es igual a 7.

8. Demuestra que el drea de una elipse con semiejes a > 0y b > 0 estd dada
por A = wab. Sugerencia: considera el drea acotada por la elipse en el
primer cuadrante.
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9.

10.

11.

12.

13.

Indica y calcula la integral que representa el drea de la parte sombreada
en la figura de abajo, en donde a € [1,00). ;jPara qué valor de a el drea
es igual a 77

Halla el drea de la region situada a la derecha de z = 3 y limitada por la

curva y = 7Y el eje x.

2

Calcula de érea de la regién acotada entre las curvas dadas, (i) integrando
con respecto a z, (ii) integrando con respecto a y :

(a) Y’ =1-ay2y=a+2.
(b) > =x+1ylarectas+y=1.

(c¢) En el primer cuadrante limitada por arriba por y = y/z, y por abajo
por el eje z y por la recta y =z — 2.

Sea D la regién acotada por la porcién de la corona circular a? < z? +y2 <
b2, con 0 < a < b, perteneciente a los cuadrantes impares y comprendida
entre las rectas t =0e y = z.

(a) Haz un esbozo de la regién D.

(b) Representa, en términos de integrales definidas, el drea de D.
Un espejo plano de dimensiones 80 cm y 90 ¢cm, se rompe por una esquina
segun una recta. De los dos trozos que quedan, el menor es un tridngulo de
catetos 10 cm y 12 cm, correspondientes a las dimensiones menor y mayor

del espejo respectivamente. Hallar el drea maxima del espejo rectangular
que se puede obtener con el trozo mayor.

Longitud de arco

. Calcula la longitud de arco de la curva y = f(x) en el intervalo dado:

(a) y=e*, Iny/a <z <Invb.
(b) y=In(z), 1 <z <2,
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(¢) y=coshz, 0 <z <In2.

(d) f(a) = §x3/2 —22 41, e [49)

(e) f(z)=2In (cos (g)), 0<z<

(f) f(z) =2%— fInz, [2,3].

3

(2) f(w)=?+£, ze[l1,3].
(h) y =25 — 22, [0,5].

i) y=1—e" 2€]0,2].

.9
T
3

44/2
G) y= T\/_x:g/z — 1, conx € [0,1].
N\ 2/3
k) y= (5) , 0 < < 2. (Sugerencia: Integra con respecto a y.)

1) ()= / O VEFS dt, en [0,1].
(m) f(z)= [y Ve¥ —1dt, 0 <z <In2.

2 _
() f(x) = f7 i w2 L 1< <2,
(0) fl)= [V —1dt,z>1,1<z <2

2

9 _
xl, en cosha < z < coshb.

(p) La curva con derivada y' = |/ ———
22 _

2. (a) Determina [ sec®z dx.

(b) Encuentra la longitud del arco de pardbola y? = z de (0, 0) al punto

(1,1). Sugerencia: integra con respecto a y.

3. Obtén una funcién f : [0,1] — R suave, tal que f(0) = 0 y tal que la

X
longitud de su gréfica entre 0 y 1 sea fol 1+ %dw.

4. Debido a la fuerza de gravedad en la Tierra, un cable unido por los ex-
tremos a dos postes forma una curva llamada catenaria, la cual estd de-

scrita por y = « cosh (—) , en donde 2« es la distancia que separa ambos

@
postes. Calcula la longitud del cable.

4.3 Calculo de volumenes

1. Calcula el volumen del sélido que se genera al girar alrededor del eje y la

region acotada por x = v/5y%, 2 =0,y =1,y = —1.
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10.

11.

12.

13.

14.

Calcula el volumen del sélido que se genera al girar alrededor de la recta
y = v/2 la region en el primer cuadrante acotada en la parte superior por
la recta y = v/2, en la parte inferior por la curva y = sec(z) tan(z), y a la
izquierda por el eje y.

Sea R laregion acotada por y = e*, x = 0, y = 2. Plantea (no calcules) una
integral para obtener el volumen del sélido obtenido al girar R alrededor
de: a) el eje x, b) el gje y, ¢) la recta y = 3, d) la recta = In 2.

. Sea R la regién acotada por y = e*, x =0, y = 2. Calcula el volumen del

sé6lido obtenido al girar R alrededor de: a) el eje z, b) el eje y, ¢) la recta
y=3,d) larectaz =1In2.

. Determina el volumen del sélido de revolucién S obtenido al girar la regién

entre las gréificas de f(x) = €** y g(x) = e* alrededor del eje = en el
intervalo 0 < x < In 3. Ilustra.

Calcula el volumen del sélido de revolucién obtenido al girar f(z) = ze*

alrededor del eje x, z < In(2).

Calcula el volumen del sélido de revolucién obtenido al girar, alrededor
del eje z, la region entre las curvas y = tan(x) y y = sec(z), x € (0, z).

Calcula el volumen del sélido que se obtiene al girar, en torno al eje y, la
region en el primer cuadrante acotada por las rectas © = v/3,y = V3 y la
parte exterior de la circunferencia 22 + y? = 3.

Calcula el volumen del sélido que se genera al girar alrededor de la recta
y = —1 la regién en el primer cuadrante limitada por las curvas y = tanz

yy=1.

Determina el volumen del sélido de revolucién S obtenido al girar la regién
entre las gréficas de f(z) = e” y g(x) = e~ ® alrededor del eje de rotacién
(y=0) entre x =0 y = In(a). Tustra.

(Determina el volumen del sélido de revolucion S obtenido al girar alrede-
dor del eje z la regién del primer cuadrante entre las gréficas de f(x) =

Vze 1@ y g = \/ia
Determina el volumen del sélido de revolucién S obtenido al girar alrede-

dor del eje z la regién del primer cuadrante entre las gréficas de f(x) =
Vze ™ y x = Ina. Simplifica la respuesta.

Calcula el volumen del sélido que se genera al girar alrededor del eje z la
regién acotada por y = e”, y =0, x = 0, z = In 3. Simplifica la respuesta.

Calcula el volumen del sélido que se genera al girar alrededor del eje x
la regién acotada por y = \/re™®, y = 0, x = 0, x = In2. Simplifica la
respuesta.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

2.

Calcula el volumen del sélido de revolucién que genera la regién limitada
por la grafica de y = tan(z) y las rectas x = 0, y = 1, al girar alrededor
del eje x.

Determina el volumen del sélido de revolucién que se forma cuando la
regién

R:{(x,y)ERZ: 0<y<In(z),1<z<e}
gira alrededor del eje x, usando el método de discos.

Determina el volumen del sélido formado cuando la regién comprendida
entre la curva y = —22 + 2z + 1 y la recta y = = — 1 gira alrededor de la
recta y = —2, aplicando el método de las arandelas.

Determina el volumen del sélido cuya base es un disco de radio r y
cuyas secciones transversales, perpendiculares al eje z, son tridngulos equi-
léteros.

Determina el volumen del sélido cuya base es la regién entre la curva
y = 2¢/sen(z) y el intervalo [0, 7] en el eje x. Las secciones transversales
perpendiculares al eje x son tridngulos equildteros verticales, cuyas bases
van del eje = a la curva.

Calcula el volumen del sélido generado al girar la regiéon comprendida
entre las pardbolas = y2 + 1 y £ = 3 — y? alrededor del eje y, aplicando
el método de cascarones cilindricos.

Sucesiones y series

Aproximacién polinomial y teorema de Taylor. Residuo
y estimacién del error de aproximacion

. Obtén el polinomio de Taylor de grado n para las siguientes funciones f(x)

en rop:

Il
w
8
S
|
[\&}
5
w
+
o |
&
N .
+
S
&
|
=
8
o
Il
o

Obtén el polinomio de Taylor de grado 2 para las siguientes funciones f(x)
en Iop:

(a) f(z) =3+ 77 "*dt, xo=1.
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10.

. Halla P, o(z) para f(z) = 2

senx

W) fm=) o T Lo

1 si x=0.

17
—cosx7 si x#0

1/2 s =0,

A partir del polinomio de Taylor de grado n para e* en zg = 0 determina
el polinomio de Taylor de grado 3 de las siguientes funciones en xy = 0:

(a) f(z)=e"?"

(b) g(z)
(¢) h(zx) =e*m>.

2

e

. Obtén el polinomio de Taylor de grado 3 para f(z) en zg:

(a) f(z) =e*"* en xg =0.

(b) f(z) = [, sen(t?) dt, mo=0.
(©) @)= —5 a0 =1

(d) f(x) =tan"tax, o =1

Obtén el polinomio de Taylor de grado 3 para f(z) = tan~!(x) en 2y = 0,
y usalo para aproximar el valor de 7 /4.

(a) Demuestra que si |z| es pequeno y 0 < a < 1, entonces

-1
(x+1)a%1+ax+%x2.

(b) Usa esta aproximacién para estimar v/1.4.

Determina el polinomio de Taylor de grado 2 asociado a f(z) = 5+

/0 %dt en zo = 0 para estimar f(0.1).

Sea f : R — R una funcién de clase C® (R) con polinomio de Taylor de
grado 5 en xg = 1 dado por

1 z?
P5,1(x) = 5%2 (1 — ?) .

Determina f(k)(l), para k = 0,1,2,...,5, e indica justificando si f tiene
0 no un extremo local en el punto 1.

Sea f: (0,00) — R una funcién con segunda derivada continua en R*, tal

que f'(1) =0y f"(1) = =2. Sea ¢(x) = f(e”).
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11.

12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

(a) Calcula ¢'(0) y ¢”(0). {Podra garantizarse que ¢ admite un extremo
local en x = 07 ; Médximo o minimo?

(b) Escribe la férmula de Taylor para la funcién ¢ en xy = 0 con residuo
de orden 1, y utilizala para calcular

i 9) = 6(0)

z—0 x2

Sea I € R un intervalo abierto y sea f € C? (I). Usa la férmula de Taylor
para demostrar que, para cualquier a € I,

Fa) — tim £ W) = 26(0) & fla 1)

h—0 h2

Aproxima el valor de v/e2? con un error menor que 0.001.

(a) Determina el polinomio de Taylor de orden 3, Ps(z), generado por
2
flz) = _en el punto zg = 2.
(b) Usando el Teorema de Taylor estima el error cometido al utilizar P;

para aproximar el valor de 53

Determina la exactitud de la aproximacion

sobre el intervalo [—1,1].

3

(a) Obtén el polinomio de Taylor de grado 3 generado por f(z) =z + p
en xg = 1..

(b) Utiliza la férmula del residuo de Lagrange para estimar el error

cometido al aproximar f(1.3) usando el polinomio del inciso ante-
rior.

Aproxima el valor de sen(1) con un error menor que 0.001.

1
Aproxima la funcién f(z) = ———= mediante un polinomio de grado
vtz

3. Utiliza dicho polinomio para aproximar ﬁ Da la cota del error
cometido.

Encuentra la expresién del residuo de la funcién f(z) = In(1 + z) para
grado 3. Con esta estimacién, acota el error que se comete al aproximar
£(0.2) por P5(0.2).

(a) Encuentra el polinomio de Taylor de grado 3, P3(x), generado por la
funcién f(x) =1In(x) en zg = 1.
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(b) Obtén el valor mdximo de |f(4) (z)| en el intervalo [1,1.2].

(c) Usa (19b) para encontrar una cota superior para

In(1.2) — P5(1.2)].

20. Usando el teorema de Taylor, demuestra que

z? 1
T _ _ - _
e (1 x—|—2)‘<6, vz € [0,1].

21. Utiliza el teorema de Taylor para demostrar que

x? ot

1
Y R | P ~1,1].
cos () ( 2+24)‘_720, Vo e [-1,1]
22. Utiliza el teorema de Taylor para demostrar que
23 |z[®
—(z—= )< .
sen(zx) (x 6)‘_ 120

23. Sea P,(z) el n-ésimo polinomio de McLaurin de f(z) = cosz. Encuentra
el valor de n para el cual

|cos0.2 — P,(0.2)] < 107°.

x? ozt

24. ;Para qué valores de 2 podemos reemplazar cos x con Ps(xz) = 1— o + E?

T

25. Considera f(zr) = eIQ/ et dt.
0

(a) Muestra que f'(x) =2z f(z) + 1.
(b) Halla el polinomio de Taylor de grado 3 generado por f(x) en 29 = 0.

(c) Estima el error cometido al aproximar el valor de f(1) usando el
polinomio obtenido en el inciso anterior.

5.2 Sucesiones. Propiedades de convergencia

1. Calcula el limite de cada sucesién {a,} o justifica si ésta diverge:

~ tan™! (n?)
(a) an = In(1+mn) "
0 oot eD

(C) CL.,L:\/TL+\/_*\/TL*\/E.
(d) ap,=n—1In(3e"+1).
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0w (5 (1)
() an = (nil)n
0= ()

() a, — (—1):+1

() @ = (-1)" =

() an =(In n)l/". Sugerencia: 1 <1Inn <n, paran > 3.
(k) a, =nr", si|r] <1 es fijo.

0 a, = (p(n))l/", en donde p(z) = by + b1z’ + ... + byx™ es un

polinomio de grado m y by, b1, . .., by, son reales positivos fijos.
57L
(m) a, = i
n!
(n) a, = et

(0) a, =ne™".

2 1 oo
(p) n sen | — . Sugerencia: Usa un cambio de variables.
3n+1 2n) ), 4

(@) an =nln(l +3%"), a, =nln(1 +43/7).

n 1/n
(r)an:( i ) , x> 0.

2n+1
(s) an = senh (Inn)
n n
(0t
(t) an =sen (2n+ 1) .
_(n+ 1D 40!
(W) an = =30
(V) ap = /3" + 1.
In(n)
(W) ap = ni/n -

(x) an = <1+%)n.

v {6+

@{jﬁfﬂ}
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2. Demuestra que:

. n 1/n_ 1, Si 0<Ol§1,
(a)7}L120(1+a) _{a si a>1.

(b) lim V/a™ 4+ b" = max(a,b), a,b> 0.

n—oo

3. Usa la prueba del cociente o la prueba de la raiz n-ésima para sucesiones
para estudiar la naturaleza de las siguientes sucesiones {a,} :

(a) a, =nSe ™.

5’)’1
n!
(c) an = ey
nln!
(d) ap = W
4. Sea a, = oot n = 1,2,.... Calcula lim aZH. . Qué puedes concluir
n —oo n
sobre el lim a,? Justifica.
5. Sea I, = fol (Inz)" dz, n = 0,1,2,.... Demuestra que I,, = (—1)"n!

Sugerencia: integra por partes y calcula la integral impropia usando la
regla de L’Hopital.

. 2 n
6. Muestra que si a, = —3 + -3 + ...+ 5 entonces a, es una suma de
) n n n
Riemann para fo x dr para n > 1. Encuentra lim a,.
n—oo
_ y > /n n?
7. Considera la sucesion I,, = - — dx
1 T 24nz

2
(a) Demuestra, justificando con detalle, que I,, = nln( ;i;n) .

(b) Calcula lim I,.

n—oo

8. Sea f'(z) continua en [—7,7] y define a, = 7 ["_ f(x)sen (nz)dz. De-
muestra que lim a, = 0. Sugerencia: integra por partes.

n—o0

9. Sea a,, = { (E) + 1, con ¢ > 3. Halla c tal que lim a, = 2.

3 n—00

n

10. R —
0. Sea an = {3 g7y

, con b > 0. Halla b tal que lim a,, = 5.
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11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

12 22 7’L2
Muestra que si an = -3 + -3 + ...+ - entonces a, e€s una suma de
n n n
. 1 .
Riemann para fO CL‘2 dx para n > 1. Encuentra lim Qp .
n— oo

Demuestra que
n!n!

lim —— =
nvoo (21)!

nln! j j 1
Sugerencia: = - |. Nota que - < =
& (2n)! H(nJr]) 4 n+j = 2

Deﬁnexlzﬂyxnﬂzsﬂ—l—xn Vn=1,2,...

Vi=1,...,n.

(a) Demuestra por induccién que
Tp < Tpy1 <2 VneN

(b) Demuestra que lim z, = 2.
n—oo

Demuestra que toda sucesién convergente estd acotada.

Prueba rigurosamente (¢ y N) que

712

lim =4.

n—oo 1 —+ n2

Sean la funcién f(z) = 2P(1 — z)4, con p,q > 0, y la sucesién {a,}
definida por

neN

w= [ )" de.

0

Usando la definicién de convergencia, prueba que a,, — 0 cuando n — oo.
Ayuda: encuentra una cota adecuada.

n! 1/n
Calcula lim a,, si a, = <—> .
n—oo nn

1/n
. n! ERE O .
Sugerencia: a, = <7> = en M%7 ¢ identifica el exponente de e como
n

una suma de Riemann.

Series

1. Calcula el valor de la serie o justifica si ésta diverge:

[e'S)
3n—1
(2) 2 Zam
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[\)

(b) 3n
n=2 &
[ee] 57L
() D (=D" Zp
n=1
> Inn \"
d D" —=) .
@ > 0 ()
[ee]
3(_2)71 _ 5n+1
(e) E)T
[ee]
(f) Z Coeinbto , €o,b,tg > 0.
n=1
[ee]
(2) > pr-pk 0<p<l.
k=2
[ee]
(h) (e—k _ el—k)
k=0
) k+1
. 1+ (-1)
0> —m—
k=3
. Para qué valores de p la serie Z S converge a 77
n=1

. Obtén los valores de ¢ con los que se satisface la igualdad

i(wc)*k =2.

k=2

(a) Identifica la razén de la serie geométrica

(—=5)F 2F.
k=1

(b) Determina los valores de = para los que la serie converge y obtén el
valor de la serie.

(a) ;jPara qué valores de r € R se tiene la siguiente igualdad?

> r

E rt = , r > 0.
1—r

n=1
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10.

(b) Califica el razonamiento, si estd bien o estd mal, jpor qué?

Zr"—i-z (%)nzo.
n n=0

=1

Utiliza series convergentes para escribir como cociente de dos enteros al

nimero = = 0.27.

Con ayuda de la serie geométrica encuentra un valor fraccionario para

x = 0.7314040404 . ..

S 2 n
2
Para la serie g (x gr ) determina: (i) El intervalo de convergencia,

n=0
(ii) El valor de la suma (en funcién de z).

oo

Para la serie Z (Inz)" determina: (i) El intervalo de convergencia, (ii)

n=1
El valor de la suma.

Calcula el valor de la serie o justifica si ésta diverge:

@ 3 (AT - ),

— 1
(b) Z n(n+1)

n=1

LN~ 2
O 2ty

n=

[y

1 1

Sugerencia: 2 —l— L _ l 1
& "nn+2) n n+2
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> 2

() Z (4n —3)(dn+1)

n=1

= 6
(k) ;471271'

11. Muestra que § in =1
' W T ) mr3)

5.4 Criterios de convergencia de series con términos no
negativos

1. Analiza si las siguientes series convergen o divergen. En cada caso especi-
fica qué criterio usas y verifica que éste sea aplicable:

(0 i (é)/
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” i(lﬁ)”z.

(w) Z nsen (1/n).

n=1
(o]

3"nln!
() Z (3n)!

2. Analiza si las siguientes series convergen o divergen. En cada caso especi-
fica qué criterio usas y verifica que éste sea aplicable:
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|arctan(n)]

(@ Z cos(nm) -

n=0
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n=1
=1

(6 > —=
n=1
= 1

(u) Z n3/41n n)
n=2

3. Analiza si las siguientes series convergen o divergen. En cada caso especi-
fica qué criterio usas y verifica que éste sea aplicable:

5 () )
w3 - (145))
(©) iw( ntl_ \/ﬁ> con a €R.

n
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3

3
Il

—

=
[~]e
3
ot
o
=]
/‘l\
N———

3
Il
—

3

3
Il

—

A
-
N~—
[~
%

|
Il 3
w

K
=3
S

3
Il
—

E
\M8
[\

\

(@}

o
P28
=

5

3
|

¥

=
WK
.
L

3
||
o

<

M8
5
_l’_
=

3

3
Il

—

S
~
12 1]
—
S
|-°—°- S| 3
— |~
=
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[ee]
(%) Zne‘".
n=1
0 -1
tan™ ' n
™) D

n=1

o0

(Y —

—n(l+In n)*

4. Analiza si las siguientes series convergen o divergen. En cada caso especi-
fica qué criterio usas y verifica que éste sea aplicable:

(@) Y (v/n—-1)".
[ee] 1 n

(m;O—%>.

(© ZQZ:!-

(d) > (¢/n—1)"

5. Leonard Euler consiguié calcular el valor exacto de la serie p con p =2 :
$1 e

“—n? 6

Usa este dato para calcular el valor de las siguientes series:

<1

(@) > —.
n=1 (2n)2
(b) i ;
n=3 (n + 1)2
6. Seana >0y
g =, amnl
- n=1 n" '

Por medio de algin criterio de convergencia, encuentra un intervalo de
valores de v > 0 tales que S sea convergente.

7. Analiza si se cumplen las hipétesis de la prueba de la integral para la serie

oo

1
Z—P’ con p € R.
= n(lnn)

Si se cumplen, determina la convergencia o divergencia de la serie.
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1
8. Seaanln<nJr )

n

(a) {La sucesién {a,} converge o diverge? Si converge, halla el limite.

(b) Encuentra una férmula para la k-ésima suma parcial Sy, = a1 + as +
-+ + ag. Simplifica.
o0

(c¢) ¢{La serie Z a,, converge o diverge? Si converge, halla la suma.

n=1

arctan(ax)

9. Lafuncién f(x) = 1+ a2x2

es positiva y decreciente en [1, 00). (a = 2, 3.)

(a) Determina la naturaleza de la integral floo f(x)dx y, en caso de con-
vergencia, indica su valor.

(b) Usando (a) determina la naturaleza de la serie
Z arctan(3n)
1+ 9n2 '
(¢) Usando (b) estudia la naturaleza de la serie
Z 1+ 9n2
n=1
10. (a) Analiza la convergencia de la siguiente serie:
Z arctan(3n) /Z arctan(2n) (B)
1—|—9n2 ' —~ 1—|—4:n2 '

Sugerencia: Usa la prueba de la integral.

(b) Utiliza el inciso anterior para determinar la convergencia o divergen-
cia de la serie

Z1-1—9n2 /Zl-i-ﬁlcn2 B)

n=0 n=0

11. Analiza la convergencia de la integral

> 1
—dz.
/1 xz—i—xx

(a) (Qué signo tiene f(z) =1/ (z* 4+ ) en I = [1,00)? ;Es f continua
en I7 ;Es f decreciente en I7
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(b) Usa los resultados de (a) y (b) para determinar la convergencia de la

serie
i 1
5 .
—_n +n
12. Considera la funcién definida en [0, +00) por f(z) = 2
' ’ P 14322

(a) Determina la naturaleza de la integral f0+oo f(x)dx y, en caso de
convergencia, indica su valor.

(b) Utiliza el inciso anterior para determinar la naturaleza de la serie

numérica
+oo
> e
5 -
= 14 3n
=7k
13. Halla r > 0 tal que sea convergente la serie Z T

n=1
[e'S)

14. Estudia cuidadosamente la convergencia de g T (a>0).
a
=1

n

o0
1
15. Determina qué valores de p > 0 hacen convergente a la serie E sen (—p)
n
n=1
y compruébalo. Sugerencia: usa la prueba de la comparacién de limites

— 1
(cociente) con Z —-
n

n=1

o0
16. Considera la serie > ay,, con
n=1

1/n"™, con m impar,
ap = 2n
1/(2n)"",  con n par.

Muestra que la prueba de la razén es inconclusiva. Asimismo, muestra
por la prueba de la raiz que la serie es convergente.

5.5 Series alternantes. Convergencia absoluta y condi-
cional

1. Analiza si las siguientes series convergen o divergen. En cada caso especi-
fica qué criterio usas y verifica que éste sea aplicable:
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© 3 —=

@ > e,

(e) nf:l (=1)"+ nsen (1/n).
G i(—mne"

(2) > (=D (Vn?+n —n). (Racionaliza)

n=1 \/?

- n+1 n
) 3 0
) ST

- a1 ST
© S
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n=1
= (1)
(s) nz::l ]
=
(t) ; In (6"4’67”)-
N
(u) nz::l 1
(v) i ()" 3
n=1
o . 52n+1
(w) n;)(* Ve
= (-1)n?
() e
(v) Y (~1)rex
n=1
- - n+1;
@ 3 U

2. Analiza si las siguientes series convergen o divergen. En cada caso especi-
fica qué criterio usas y verifica que éste sea aplicable:

(a) i U
(b) i(l)ni'

(© i (1 (<11:§§));
& X

() 2(1)”““ .

(t 2(1)n+1n(n1_ 5
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n=0
o] N 1

0 > 0" g
o0 4

n 1
§); nz_:l(—l) Py con a € R.
. (=nn
k In(1+
DY (1+55)

n=2

. Determina para qué valores de a son absolutamente convergentes o diver-
gentes las siguientes series:

(a) Z (1+sena)”.

> 2

(b) Z n“n+ I

n=1

(o]
. Prueba que si E a, converge, entonces {a,} converge a 0.
n=0
., . oo
. Sea {b,} una sucesién y considera a,, = b, — b,_1. Prueba que > ", a,
converge si y sélo si {b,} converge.

o] (o ]
. Supén que Z ¢, converge absolutamente. Prueba que Z (cn)2 con-

n=0 n=0
(o)
verge. (Sugerencia: como Z len] < o0, existe N tal que |ey| < 1 para
n=0

todo n > N. Entonces (¢,)® < |¢,| para todo n > N.)

102



5.6 Series de potencias. Radio e intervalo de convergencia

1. Encuentra el radio de convergencia y el intervalo de convergencia de las
siguientes series de potencias:

e 4n+1

(a) >z
n=0

oo
x2n+1

% 1\2
(c) Z (;7!3)! zm,

n=1

—

[e )

on ,
(d) Z W@.n-‘rl .

n=1

& nn

(k) .
n;) vn+1
® nz::l Vn2+3

e 2n

(m) > nn+1)(n+2)

n=1
(n) S x—n
n; In(n+1)

() S (-t

n 2n
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) 3 (-1 % (@—0)", c0.

n=1

Z (3 —22)"
0N Bz +2)"
<>2;<1» e
s) in”(w—l}"

n=1

n(2x — 3
Z4"n2+1

Zln x—l
V) Z%(xm)n

n=1

(W)

n=0

o0

(x+3)"
3 (n+1)

o0

() 2 ni 1 B ;2)”'

n=2

) 2 g e

2. Sea I el conjunto de todos los puntos = € R para los cuales es convergente

la serie

> n (1 —4dx)"
2 iy

n=1
Demuestra que I es un intervalo. Indica, justificando, la naturaleza de la
serie en cada uno de los extremos de ese intervalo y, en caso de convergen-
cia, calcula la suma de la serie correspondiente.

. Determina el dominio de convergencia de la serie de potencias
+0o0 N
> Vo (3)
n=1

indicando los puntos donde la convergencia es simple o absoluta.

. : . x" :
. Considera la serie de potencias E W, con a > 0. Determina a
a

de modo que el radio de convergencia de la serie sea igual 3.
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(n!)an

(2n)! -

oo
5. (a) Determina el radio de convergencia de la serie de potencias Z

n=0

(n[)Z 3n
(b) Utilizando el inciso anterior, calcula lim -———
n—oo (2n)!

o0 n
1
6. Determina el valor exacto de g n (4_1) .

n=1

Sugerencia: Deriva término a término la serie
1 o0
— = 2" (—l<z<]l).
11—z nZO ( )

7. Se puede demostrar que la serie de Maclaurin de g(xz) =1/ (1 — z) es

oo
Zx“, |z < 1.
n=0

Usa esta informacién para obtener la serie de Maclaurin de la funcién
f(z) =1/ 3z —2), asi como los valores de x en los que la serie converge
a la funcién f(x).

8. Considerando que

Loy
= x
11—z
=0
(a) Encuentra una representacién en serie de potencias para la funcién
f(z) =In(1 + x).

(b) Usa el resultado anterior para dar una representacién en serie de
potencias para la funcién g(z) = [ In(1 + ¢?)dt.

(c) Calcula el radio de convergencia y el intervalo de convergencia de la
serie obtenida en el inciso (b).

9. Dada la serie numérica
oo
3 (="
(2n + 1)22n+1"
n=0
estudiar su cardcter y calcular su suma usando una funcién conocida.

10. Construye una serie de potencias Z;;O:O cn (x — )" tal que su intervalo de

(.’,U _ O) n

convergencia sea [6,10) . Sugerencia: Considera > - ; y cambia

variables.
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5.7 Series de Taylor

1. Encuentra la serie de Taylor para f(x) en xq y el correspondiente intervalo
de convergencia:

(b) f(z) = cosh(x), xo=0.

(©) f(z) = /0 In(1+ £)dt, 2o = 0.
(@) f(z) = e, @9 =0

(e) f(x) :sen<%x>, xo=0

(f) f(x) =senh(z), zo =0

(g) f(z) =tan"!(z), w0 =0

(h) f(x) = cosh(z), xo =0

o~ (D"

2. ;Qué funcién tiene como serie de Taylor Z i1

n=0

(x —3)"? ;Para qué
valores de x es vilido este desarrollo?

3. Usa series de Taylor para calcular el limite (sin L’Hopital):

. x—In(z+1)
(2) ilg%) x? '

. sen(x) —x
(b) ilg%) a3

. sen(z)  cos(x)
(c) lim, ( o T)

tan~!(z) — x — (23/3)

(d) lim

z—0 x4 '
4. Demuestra que e* es igual a su serie de Taylor en 2y = 0 para todo =z € R,
esto es,
oo xn
F— -
e’ = Z e Vz € R.
n=0

Sugerencia: Utiliza la férmula de Taylor y demuestra que el residuo tiende
a 0 cuando n — oo.

5. La serie de Taylor generada por f(xz) = e® en g = 0 es Z % A partir
n=0
de esta informacién:
(In2)>  (In2)*® (In2)*
ST TR TR

(a) Calcula 1+1n2+
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(b) Encuentra la serie de Taylor generada por g(z) = e=2%" en ¢ = 0.

o0
Ale=?
(c) Demuestra que Z — =1, con A > 0 una constante.
— nl
] | n
(d) Halla el valor exacto de Y - ?_: . Simplifica la respuesta.
n=0 N:€

> n
6. La serie de Taylor generada por f(x) = In(14+z) enzo = 0es Z(—l)”“%.
n=1

A partir de esta informacion:

1
(a) Encuentra la serie de Taylor generada por f(z) = In ( T i_ i) en
To = 0.
(b) Encuentra la serie de Taylor generada por f(z) = zln(l + %) en
To = 0.

7. Utiliza operaciones con series de potencias para determinar la serie de

Taylor de la funcién f(x) = 22e3* alrededor de x¢ = 0.

8. Considera la integral fol sen(z?)dx.

(a) Expresa la integral como una serie infinita.

(b) Determina el valor de la integral con un error menor que 104,

9. (a) Encuentra la serie de Maclaurin para f(z) = e~*". Escribe al menos

4 términos diferentes de cero, o escribe la serie en la notacién sigma.
2 e P . . , .
(b) Obtén [e~* dx como una serie infinita. Escribe al menos 4 términos
diferentes de cero, o escribe la serie en la notacién sigma.

10. (a) Demuestra que

1/2 Vo o0 1
eVt dx = _
0 ;n!(n+2)

Sugerencia: Usa la serie de Taylor de e? en t = 0.

(b) Encuentra el valor de >

L amT) calculando la integral en (a).

11. (a) Obtén fol cos(y/7) dx.

(b) Expresa fol cos(y/x) dz como una serie. Sugerencia: Usa la serie de
Maclaurin de cos(t).
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12. Demuestra que

tan~*(z) = i (—1)" v .
= 2n+1

1
Sugerencia: Usa tan~!(z) = fox mdt e integra término a término la

serie de potencias de

1412
1 o0
13. (a) A partir de T 7= ,;) t", |t| < 1, obtén
1 = n,.2n
T2 :Z(—l) =", x| < 1.
n=0

(b) Integra término a término y obtén la serie de Maclaurin de arctan(x).

14. Sea f(x) = In(1 + z) la funcién definida en el intervalo (—1, 00).

(a) Obtén la serie de Taylor de f en 0, asi como su radio e intervalo de
convergencia.
In(1 + z)

. Z 3 1
(b) Estudia el cardcter de la integral fo wPsen(a)

. . 1
(c) Estudia el cardcter de la serie Y -, o Y obtener su suma en caso
n

de que sea convergente.

oo n

15. Usando e” = Z x_' muestra que
n!
n=0
e xZn
cosh(z) = 7;) @n)l para todo = € R.

16. (a) A partir de la serie de Maclaurin para f(x) = In(1 + z) demuestra

que
1 = 2"
hl(l—x) = E - para todo |z| < 1.

n=1

(o)
1
(b) Usando el resultado anterior demuestra que In(2) = Z

n=1

nan '

o0
17. Obtén el valor exacto de la serie > me~". (Deriva término a término la
n=1
)

serie de Maclaurin de 1
-z
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