CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL II
GUIA DE EJERCICIOS
Otono 2020

1 La integral definida

1.1 Sumas de Riemann. La integral de Riemann

1. Escribe la suma en la notacién > _; ax:

( ) g A,é +,§ 4,§ +,19
V17375 7 o
1 1 1 1 1
B) ==t —.
()2+4+6+8+ +5O
(C) f§+§fZ+9f£
5 5 5 5 5

(d) 3+3+3+3+3+3+3
(e) 2+t + 20 + L.

2. En cada inciso indica si la afirmacion es verdadera o falsa:

100 100 100
(@) Y k+2=>k+> 2
k=1 k=1 k=1
99 102
(b) Y (i+1)2 =) (i—2)
=0 =3

k=1
100
(d) > 2=200
=0
100 100
(e) Y k=D "kt
k=0 k=1
100 100
) Y @+k) =2+ k
k=0 k=0

@ 3 () ()
100 1;0 3
(h) Z}&: (Zk) .



3. (a) Demuestra que para todo r # 1y n > 1 se cumple

" 1—7r"
Z rh=t = 1 . (suma geométrica)
k=1 -
40 k
(b) Usa el resultado anterior para calcular ; =0

4. Utiliza los valores dados de a y b para expresar los liguientes limites como
integrales (no calcules las integrales):

a) lim 3ci(1 — 2¢,) Ax a=1,b=4.
<>HPH; k(1= 2cx) A

n

b) lim sen?c;) Az a=0,b= T
(b) |\P\|Ho; ( k) g 2

5. Expresa la integral como el limite de una suma de Riemann (no calcules
la integral):

1
x
(a) /0 erldx.

(b) /3 (22% — z) du.

1

6. Escribe la integral de Riemann fol (1+ x)2 dz como el limite de sumas de
n

Riemann Z flek) (g — xk—1), en donde

k=1
P = {O:

=2y fl@) = (Lt 2P

<

Slo
S|

n—1 n }
<< <—=1},

7. Expresa el limite como una integral definida (no calcules la integral):

(a)
<2+$)l/2+ <2+%)1/2+...+ <2+@)1/2] :

[ () (5 ()]

lim —
n—oo N

(b)



8.

10.

11.

12.

13.

Evalia la integral fol vz dx como el limite de una suma de Riemann.

Sugerencia: usa la particién de [0,1] en donde

k2
T = Cp — —F
n2

y, correspondientemente,

2 -1 2k-1
Al'k-:$k*$k_1::‘—7(k ) = i .

Calcula lim S, si
n—oo

n3 n) n

_ k)2 2
Nota que M = <1E) l

Calcula f_ll |2z + 1| da.

Determina [, |z| dz. Analiza los casos a <0y a > 0.

Determina f: |z| dx en los siguientes tres casos: (a) a < b < 0,
(b)0<a<b,y(c) a<0<b. Muestra entonces que

@ 1
/ t| dt = 22 |z|, para todo z € R.
0

En cada inciso argumenta si en el intervalo dado la funcién es: (i) continua,

(ii) acotada, (iii) integrable:

(a) f(z)= 5 =0 en [—1,1]

-2, z€(0,1]

sen £ 40
(b) flz) = 7 en [—10m, 107].

1, =0

-, 0<z<1
(c) flz) = en [0,1].

0, =0



1.2 Propiedades de la integral definida

1. Escribe cada una de las sumas o restas que siguen como una sola integral
b
de la forma [ f () d:

(@) f," f(x)dz— [} f(x)da
(b) [24 f (@) da = [% f(2) du+ [7 f (@) do
() 2f°, f(z)de+ [P f(x)de+ [, f(x)da
2. Establece cotas inferior y superior para la integral en cada inciso:

1 dx
@ Jo 27

(b) [Z VT + 1de

(c) f374/4 sen’z dx

(d) fil Vat+1dx

3. Prueba que el valor de foﬂ/ 2 v 1+ cosxdxr no puede exceder i ser

V2

™
menor que E

4. Demuestra que el valor de fol VI ¥ csczdz es menor o igual que v/2.

6

6

x

— <

V2 T V1422

5. Prueba que <25 si x € [0,1]. Concluye que

1 </1 Y <)
V2 T Jo Vi+a22 T

6. Utiliza las propiedades de la integral definida para comprobar cada una
de las siguientes desigualdades (sin evaluar las integrales):

(a) 2< 1, VItalde <2V2.
(b) ff VB —xdr > ff va + ldz.
© |fy™ f@)sen (20)da| < 7| f()| do

7. Demuestra que si f es integrable en [a, b], entonces

/abf(x)dx

Sugerencia: —|[f (z)| < f(z) < |f (2)|.

< [rwia




8. Decide si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas, y en caso de
ser falsas proporciona un contraejemplo:

(a) Si f: f(x) dz > 0, entonces f (x) > 0 para todo z € [a, D].

(b) Sif(z)>0y fj f(x) dz =0, entonces f (x) = 0 para todo = € [a, b].
(¢) Si fy g son continuas y f (z) > g (z) para todo = € [a,b], entonces
f;f(x) dx‘ > )fabg(x) dx).

(d) Si f y g son integrables en [a, b, entonces

[ 1ot as = (/:f@:) dx) (/abg@:) da:>.

(e) Si f(ff(x) dz > f;g(x) dz, entonces f; [f () —g(x)] dz > 0.
(f) Si f es integrable en [a,b] y f (x) > 0, entonces

/;Mdac: /abf(x)dx.

1.3 Teorema del Valor Medio para integrales

1. Sea f:[1,3] — R continua. Supén que f13 f(z) dx = 4. Prueba que existe
c € [1,3] tal que f(c) = 2.

2. Sabiendo que ffl 3vx + 1dx = 54, encuentra un nimero real ¢ que sat-
isfaga la conclusién del teorema del valor medio.

3. Exhibe explicitamente ¢ € [a, b] tal que

| #a)ia = o0,
si f(z)=(1+x)%y[a,b] =]0,1].
4. Sean 0 < a<by f(z) =2

(a) Muestra que el valor promedio de f en [a,b] es 3 (a* + ab + b?).

(b) Muestra que existe un ntimero ¢ € [a,b] tal que ¢ = £ (a® + ab + b?) .

5. Demuestra que si f es continua en [a,b], a # b, y si f: f(z)dz = 0,
entonces existe ¢ € [a, b] tal que f(c) = 0.

6. Supdn que f, g : [a,b] — Rson continuas (a < b) y que f; |f(z) —g(z)| dz = 0.

Prueba que existe ¢ € [a,b] tal que f(c) = g(c). (Usa el TVM para inte-
grales).



7.

Sean f, g : [0,1] — R. Supén que fol flx)dz > 1+f01 g(z) dz. Prueba que
existe ¢ € [0,1] tal que f(c) > 1+ g(c). (Aplica el TVM para integrales a
la funcién continua h = f — g).

Sean f : [a,b] — R una funcién continua y g : [a,b] — R una funcién
integrable no negativa. Demuestra que existe ¢ € (a,b) tal que

b b
/ F(@)g(e) dz = £(c) / o(2) d.

Sugerencia: para el caso f; g(x) dz # 0, encuentra cotas inferior y superior
para el cociente f; f(x)g(x)dx/ f; g(z) dz y luego utiliza el TVI.

Teorema Fundamental del Calculo

1. Encuentra las derivadas de las siguientes funciones sin calcular las inte-

grales:

M) S@) = [ =2 weR)
(i) G(t) = ( ; V14 st ds)




T ds
. Sea T(x) = / T Demuestra que T' : R — R es creciente y que
0

(0,0) es su tnico punto de inflexién.

. Sea G (z) = [ f(t) dt, con a una constante. Encuentra una expresién
para: a) dG(x)/dz, b) G (2?), ¢) dG(z?)/dx.

. Para 0 € (—7/2,7/2) define

dt
V=2

0

Usa la regla de Leibniz para probar que S’ (#) = 1 paratodo 0 € (—7n/2,7/2).
Concluye que S (§) = 0 para todo § € (—7/2,7/2).

3
. Sea F(z) = [, (1+1?) Y24t con z € R. Encuentra la ecuacién de la
recta tangente a F'(z) en el punto x = 1.

. Sin resolver la integral, demuestra que la siguiente funcién es constante:

senx

fo= [ A=a e(0]).

—COos T

. Sea f : R — R una funcién continua y positiva. Sea g : R — R una
funcién definida por

M@@+D[iﬂwﬁ

(a) Demuestra que g(z) > 0 para todo x € R.

(b) Justifica que g es diferenciable en R y entonces calcula ¢'(z).

. Sea f: R — R una funcién par y diferenciable y sea G dada por:

z/2
mmzwmA f(tydt.

(a) Demuestra que G es una funcién impar.

(b) Justifica que G es diferenciable y calcula su derivada.

. Sea f funcién continua en [a, b] . Demuestra que existe un nimero z € [a, b]

tal que ) ,
/ f @ dt:/ f (@) dt.

Sugerencia: Considera la funcién g(z) = [ f (¢) dt — ff f () dt.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

T ds
Sea T'(z) = /0 T Demuestra que T' : R — R es creciente y que

(0,0) es su tnico punto de inflexién.

SeaF(x)z/ ;2_3 dt, z € R.

(a) Encuentra los intervalos de crecimiento y decrecimiento de F.
(b) Encuentra el punto x en donde F' alcanza su valor minimo.

(¢) Encuentra los intervalos en donde F es convexa (céncava hacia arriba)
y céncava (céncava hacia abajo).

(d) Esboza la grafica de F.

Supén que f(x) tiene una derivada positiva para todos los valores de x, y
que f (1) =0. Sea g (z fo t) dt. {Cuédles de los siguientes enun01ados
son ciertos para g (z )

(
(

a) g es una funcién diferenciable de z.

b) g es una funcién continua de x.

)
)
(c) La grafica de g tiene una tangente horizontal en z = 1.
(d) g tiene un maximo local en z = 1.

)

d
(e) La grafica de d_g cruza el eje x en z = 1.
x

(a) Supdn que fl t)dt = 2% — 2z + 1. Determina f(x).
(b) Determina f(4), si fo t)dt = x cos (7).
(¢) Determina f( , si fo f(=) tzdt = zcos (mz) .

Supén que = y y estdn relacionadas mediante la ecuacion

Y 1
z= / ——
0o V14 4t?
d*y . .
Demuestra que — es proporcional a y y determina la constante de pro-

. . dz
porcionalidad.

En cada inciso encuentra el limite:

x T2
li — dt.
(a) 1‘1~>rnl Xr — 1 /1 t4 + 1

F(z)—-F(1
Sugerencia: F'(1) = lim1 Ll()
xr— xr —

(b) lim (— MRV dt)

Sugerencia: Identifica la derivada y aplica el TFC. No intentes integrar.



1.5 Integracién por sustitucion

1. Determina las siguientes integrales indefinidas:

N e

dt
b) / cos? (t) /1 + tan (t)
(c) fx?’\/xQ ldz.
(d) [ 25va?—1dz.

— 1
/ dx Sugerencia: =—,/1——

(2° +4z (22 +1)12d=.

2. Calcula las siguientes integrales, usando el método de sustitucién para
integrales definidas:

/4 cos (26)
@ 0 s

(b) / sen |m — 2z| dx.

/2
42

c) /1 \/ﬁdt,coanL

Ty

——— dt, con z > 0.

) /0 V1I+t
)f_ol/zx\/2x+1dx.

' Vi
(f)
0 1+\/_

7dx
) /0 V1+ ez
)/”/2 5senx cosx

o (14 sen2z)?

(h

3. Halla todas las funciones diferenciables f que satisfacen la ecuacién

[f(x)? = /z gf_(z)z du, para todo x € R.
0

4. Demuestra la siguiente igualdad (sin integrar):

b b/a
/ 1/z dx:/ 1/x dx.
a 1

Ofrece una interpretacion grafica de este cambio de variable.



5. Sea f continua, tal que [ f(z)dz = F(z)+C, C € R. Sean a, b constantes,
con a # 0. Usa el teorema del cambio de variable para demostrar que

/f((lw-l-b)dx:%F(ax—i—b)—i—C.

Sugerencia: Usa la sustitucién v = ax + b.

6. Sea f continua, tal que [ f(z)dz = F(x) + C. Sean a, b constantes, con
a # 0. Usa el teorema del cambio de variable para demostrar que

0
1
/ Flaz + bz = 2 [F(b) — F(0)].
—b/a a
Sugerencia: Usa la sustitucién v = ax + b.

7. Demuestra que si f es continua en el intervalo [a,b] y A # 0 es una cons-
tante, entonces:

b+

(a) [, f(x) d:c:faﬂ flz — Ndax.
1 T
() [ f(x) dz = 5 o f(X) da.

8. Utiliza el teorema de cambio de variable para mostrar que/dada una fun-
cion integrable f prueba que:

b 1
/ f(z) dx = (bfa)/ fla+ (b—a)x) dx.
a 0
9. Sea f continua en [—a,a]. Demuestra que

" fe)de = / " @)+ fo) de

—a

1.6 Funcién logaritmo natural

1. A partir de la gréfica de y = Inx bosqueja la grafica de:

() y=r—
(b) y =1n(1/2)
(€) y=Tnle
(@) y = al

10



2. Decide si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas:

(a) IH%ZIIE—Z’ a,b>0,b# 1
@)mm—M:%g,a>b>Qb¢L

(c) ln(a—b)zln%, a>b>0,b#1.
(d) \/lnx:%(lnx), x> 0.
(e) In(2?) =2Inz, x#0.
3. Proporciona el dominio de cada funcién y luego encuentra su derivada:

(a) f(z)=(Inz)ln(senx).

1

(b) f(z) = e +1In(1/z).

_ In(lnx)

() fla)=—1—"-

@) fa) = (252).
2+ 1

(€) y=n sen (x)

(f) y=In(vV—=Inz).

(8) y =In(a —Inz)

(h) y=[In(Inx))’.

(i) y =In(In (5 + 3z))

4. Sea f(z) = ﬁ Halla los puntos del dominio de f tales que f'(x) < 0.

5. Halla la derivada de las siguientes funciones, sin integrar y encuentra el
dominio en donde la derivada estd definida:

(a) g(z) = /96 In (w3/2) (23—12) dt, x > 0.
(b) f(x) = 7 In (2 — 1) \Jeos (F) + 1dt & > 1.

(c) y= feej; In(t) dt (x > 0). Simplifica la respuesta.

6. Determina una funcién diferenciable f : R — R que sea par, con f(0) =0
y tal que
$2
sen(t)
In(1+ f(z :/ ———— dt, para todo z € R.
WHED=J Tm

11



7. Usa derivacién logaritmica para encontrar la derivada de la funcién:

@ 2
fla) = e -
(22 +1)"7 /2 +senx
v (Inz) sen’(2z)
nz) sen’(2z
flo) = (22 =3z +1)°2 /23 + 1)
(c)

V2 +5x+2 Va3 — 222+ 1
(z1/3 = 2) (212 + 4o — 3)1/4'

fz) =

8. Usa derivacién implicita para calcular dy/dz, si y = In(xy?).

. y 1 _
9. Prueba que si arctan < + In (\/W> = 0, entonces

d
W_z+y paray # x, x # 0.
de x—1y

Sugerencia: considera las propiedades del logaritmo.

10. Determina las siguientes integrales indefinidas:
dz
W [
x
(b) / .
<) / WV dx
V1+ ez
1
(d) / Lx)zdx.
x + 4z 1n” ()
1
@ [ grm

/x+xsen In(z))
® [ T

dx.

— dx. Utiliza la sustitucién v = xsenx + cos z.
1+ xtanx

12



11.

12.

13.

2.1

Calcula las siguientes integrales, usando el método de sustitucién para
integrales definidas (cambia los limites de integracién):

2

(a) / xcllrfx (Observa que Ine = 1.)

(b) /3 DAL

1 23+ 3z

Sean a < b € (0,00) fijos. Define g : (0,00) — R, con

bz 1
g(x):/ gdt.

Usa la regla de Leibniz para probar que g es constante. ;Cudl es la cons-
tante?

Sea L : (0,00) — R una funcién tal que

L(zy) = L(x) + L(y)

o L)
t—0 t

—1 (%

Prueba que L(z) = Inz, para todo z > 0. (Sugerencia: Prueba que
L(1) =0y usa (*) para demostrar que L'(z) = 1/z.)

Funciones inversas. Formas indeterminadas

Funciones inversas

. Determina si la funcién dada en cada inciso posee una inversa. Si existe,

da el dominio y la imagen de la inversa, y luego grafica f y f~!.

. En cada inciso, encuentra un intervalo en el que f tenga una inversa (halla

un intervalo en el que f' > 0 o f’ < 0). No es necesario encontrar f~.
(a) f(t)=t*+2t2+ 1.
(b) f(z) =[5 Intdt, 0 <z <1.

© f@) =17

13



10.

11.

12.

Sea f:R — R, con f(z) = [ sen*(¢?)dt. Muestra que f tiene inversa.

Muestra que la funcién es su propia inversa y esboza su gréfica:

() f@) =, >0

(b) fz)=v1—22, 0<z<1.
Sea f(z) =%+ — 1.

(a) Muestra que f es creciente y diferenciable en R.

(b) Calcula di;f_l(Q). (Observa que f(2) =9.)

(Lorena) Sea g la funcién inversa de f(z) = 27 + 52° 4+ 2z — 2. Calcula
9'(=2).

Encuentra la derivada de la funcién inversa f~! de f(z) = In(z) + 2z + 1
en el punto a = 3, sin buscar la férmula de f—1.

Sea f(z) =2+ [, V3+21+t5dt,z € R.

(a) Demuestra que f posee una inversa f~!.
(b) Encuentra (1) (2).

Sea f(z) =6+ [; VI3 +5t2+7dt,z € R.

(a) Demuestra que f posee una inversa f~1.

(b) Encuentra (=)' (6).

3

Sea F(z) = fogz sec? (t2) dt.

(a) Encuentra un subintervalo de [0, 27] para el cual F'(z) tenga inversa.
Justifica tu respuesta.

(b) Sea c = F( 7r/3>. Encuentra (F~1)

/

(c).

1

Muestra que si f y g poseen inversas f~! y g~!, entonces g o f posee una

inversa, y
(gof) ™' =frog™"

Supén que f posee una inversa y sea a una constante. Sea g(x) = f(z+a),
para toda x tal que = + a estd en el dominio de f. Muestra que g tiene
una inversa y que

g Hz) = f"(z) —a.

14



13. Supén que f posee una inversa y sea a una constante. Sea g(z) = f(az),
para toda x tal que ax estd en el dominio de f. Muestra que g tiene una

inversa y que
=)

a

g Nz) =

2.2 La funcién exponencial natural

1. A partir de la grifica de y = e® bosqueja la gréfica de:

(a) y = —e.
(b) y=e"".
(c) y=ell.

2. Simplifica las expresiones dadas:

3. En cada una de las siguientes expresiones despeja y:

ey
ev+1

(a) x =

ey_e y
(b) ————— =6.

(c) 1 ( 1)—In2=z+nz.
(d) In(y*—1) =lnz+In(y+1).
)

(e eZlnx Iny __ 1 = e”.

4. Demuestra que la ecuacién 2e” + 3e~* = 4 no tiene solucién.
et —1
et +1°

5. Encuentra una férmula para la inversa de f(x) =

6. Encuentra la derivada de las siguientes funciones:
et —e™”
et e’

%2
() = ff( " In (Vt) dt. Simplifica.

sen(x)

15



7. Sea .
G(r) = / In(e* +e™ ) do,z > 0.
—2lnx
(a) Justifica que G es diferenciable. (b) Halla la derivada y simplifica el
resultado:
8. Usa diferenciacién implicita para calcular dy/dz :
(a) e +y=2.
(b) ze¥ + 2z =1Iny.
(c) In(y/z) = e*TY.

9. La concentracién y de una droga en la sangre ¢t minutos después de haber
sido inyectada estd dada por

y = aib (efbt_efat)7

en donde a,b y ¢ son constantes positivas, con a > b.

(a) Encuentra el valor maximo de y.
(b) ;Qué sucede con el valor de y a medida que ¢ se hace muy grande?
10. Sea f(z) = € re

er — e—x'

(a) Encuentra el dominio de f.

irzloo) f(z).

|

(b) Encuentra lim f(x)y

(¢) Determina f’, f”, intervalos de crecimiento y decrecimiento, posibles
valores extremos y puntos de inflexion, y luego esboza la grafica de
la funcién f, indicando las asintotas.

11. Sea f(z) =6/(1+2e7 "),z € R.

12e7%
a) Prueba que f'(z) = —.
(a) awe J') =
12e~%(—1+2e~7)
b) Prueba que f"(z) = .
(b) que f" () (1+2e7)

(c) Esboza la gréfica de la funcién f, indicando el punto de inflexién y
las asintotas. Esta curva se conoce como la curva logistica.

12. Determina una funcién diferenciable f : R — R que sea par, con f(0) =0
y tal que
2 t

1n(1+f($))=/0 [T

Sugerencia: Utiliza el Teorema Fundamental del Célculo.

dt, para todo x € R.

16



13. Determina las siguientes integrales indefinidas:
tanx
e
a dx.
(2) / cos?x

efr
Gﬁb/ex+1dm

(©) [ze® da.
(d) [In(e**~1) da.

14. Calcula las siguientes integrales definidas:
(a) f04 3 g2 /2y,
In2
1
b dx.
( ) /0 e’ +1 v

2 2z
(c) / T—or dx. Sugerencia: Utiliza la sustitucién u = €.
1 — €

(d) f_22 e 3122l dg.
© [ ey
€ Z.
1 VT
1 2
(Dl/ el
0 e+ z

15. Prueba que

< / € : d.’l' <
2e”.
\/—1 = =

16. Sea k € R y considera la funcién f : R — R definida por

1
e’l/x2+2k:f§, siz>0
f(z) = k, six=0
5, kY senz .
k +§ ot siz <O0.

(a) Determina k de modo que f sea continua en x = 0.
(b) Demuestra que para todo z > 0, e1/*" € (0,1).
(c) Para k = 1/2 define la inversa de la restriccién de f a RT.

17



17. Considera la funcién real de variable real definida por

e’l/x2+2k:f%, siz>0
f(z) = k, six=0
(2k2 + k) (%) , stz <0

(a) Determina k € R de modo que f sea continua en x = 0.
(b) Demuestra que para todo = < 0, e~/ ¢ (0,1).
(¢) Suponiendo que k = 1/2, define la inversa de la restriccién de f a
RT.
Tr— 2
18. Considera la funcién f : R — R definida por f(x) = |z — a|e’£_2L, en
donde « es una constante real.

(a) Determina el dominio de diferenciabilidad de f y calcula f’.
(b) Estudia la monotonia y extremos relativos de f.

(¢) Indica, justificando, si f admite maximos y minimos absolutos.
)

(d) Justifica que f restringida al intervalo (a4 1,400) es invertible e
indica el dominio de la respectiva funcién inversa. Calcula la derivada
de la funcién inversa en el punto f(a + 2).

19. Sea f > 0 una funcién continua en el intervalo [a,b] C R y diferenciable
en (a,b). Demuestra que existe ¢ € (a,b) tal que

f(b) _ e(b—a)ﬂ£2

HOM
f(a)

1
20. (a) Obteén las coordenadas del maximo absoluto de In(z) en (0,00).
T
(b) Demuestra que ¢ < e” paratodoz >0,y 2 =e”siysélosiz =e¢

21. Sea f : R — R diferenciable. Supén que f’(z) = f(x) para todo = € R.
Demuestra que f(x) = Ce® para alguna C' € R.
Sugerencia: Calcula (e~ f(z))’.

22. Grafica la funcién (dominio, extremos locales, concavidad,...):

(a) y = el*l.
(b) y = x e *. Sugerencia: |l‘im ze T = 0.
(¢c) f(z) = ze~*". Sugerencia: |l‘im re=®" = 0.

(d) f(z) = [y In(t> + 1)dt, = €R.
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(c) f(x)/wln(t%)zdt, 2> 0.

0
€

et +1°

X

(f) f(z) =

et —e "

23. =—
3. Sea f(x) prp—
(a) Encuentra el dominio de f.
(

b) Calcula liIJrrl f(x)y lim_f(x).

d) Estudia la concavidad y convexidad de f.
(e) Grafica f.

)

)
(¢) Encuentra los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.
(d)

)

24. Sea f(z) = In(—Inx).

(a) Encuentra el dominio de f.
(b) Calcula lirg+f(x) y ,Hnll,f(x)'

(c¢) Determina los intervalos de monotonfa, extremos, concavidades y
puntos de inflexién de f.

(d) Dibuja la gréfica de f.

25. En cada inciso encuentra el limite (sin L’Hopital):

3z —
. e —e
(a) xl}riloo e3r +e—3z'
h —h
e’ —e€
b) li
( ) hli% h

3x

2.3 Funciones logaritmicas y exponenciales en distintas
bases

1. Simplifica las siguientes expresiones:

(a) glogy @
(b) ology @

(c) logs(1/9).
(d) logyg; (11).
(¢) In (log, (2¢7)).
(f) logs (100) — logs (18) — logs (30) .
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2. Despeja x:

(a) logy (log, (logs 7)) = —1.
(b) x?flogzz — g,
3. En cada una de las siguientes expresiones despeja y:
(a) logs (1 —y) —logs (y) —z =0.
(b) 27log2y — 5e~ Iny _ 4log23'
5Y _ 5—Y
279 _ 3
© =5
_
log,(logy @)

5. Encuentra la derivada de las siguientes funciones:

4. Encuentra el dominio de la funcién f(z) =

)y

) y=ko(l+7)", ko,n >0 constantes.
sen 6 cos 6

(d) y = log; (W) .

(e) y=(loggr) (logg ™).

6. Halla la ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(x) en z =1, si

3

7. Determina las siguientes integrales indefinidas:

A /2tan1

cos? x

71/x
(b)/ = dzx.
(c) [2tan(® sec? (t) dt.

(d) [ 32" 2%dx.

(e) / 3 ix?)x dx.
(f) [2tan® sec? (t) dt.
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8. Determina las siguientes integrales definidas:

10

1

) / de. Simplifica la respuesta.
1/10 €z

16

d

(b) / —x2 Usa el método de sustitucion en integral definida.
4 z(logyx)

2
1
(c) / log,(z) dz. Simplifica la respuesta.
1/2

T

/4 1 tan(t)
(d) / <—> sec? t dt.
0 3

(e) fol 27%dz.
9. Prueba quesiz >0y 2" = (%)%, entonces x =1 0 x = 2.

10. Utiliza derivacién logaritmica para encontrar la derivada de las siguientes

funciones:
(@) y=a*n
(b) y = (senz)*
(¢) y=(nz)"", z>1
(d) y=a'* >0
(e) y= 2’”+1)1/z,x>0

(8) y = (na)” (1+Ina).
(h) y=2% (Inz)»*, =z > 1.
(i) f(z) = xVEae 2> 0.
) _logy
() fa) = 222,

Inz)”

1/z
W) fl@)= g
(Inz)" 27 +1

(m) y = (Inz)® 4+ 2%, 2 > 1. Sugerencia: calcula por separado la

derivada de cada término.
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2.4 Funciones hiperbdlicas y sus inversas

1. Simplifica las siguientes expresiones:

(a) senh [In (2 +v/5)]. Simplifica la respuesta.
(b) tanh(lnz).
||

2. Muestra que cosh(z) > —~ para todo x.

1
3. Muestra que cosh(z) > 1 para todo z. Usa el hecho de que z+ — > 2 para
z
todo z > 0.

4. Demuestra que para todo x:

(a) e* = cosh(x)+senh(x).
(b) (cosh(z) + senh(z))" = cosh(nx)+senh(nz).

5. Utiliza la definicién de las funciones hiperbélicas para determinar los sigu-
ientes limites:

(a) wll)nolo sech(z).

(b) x—}i(lzloo) csch(x).

(c) z1iﬂngotanh(9c), xiirzlw)tanh(x).

(d) ;i_r)noosenh(x), ziiry&)senh(x).

(e) lim coth(x), lim coth(x), lim coth(z).

z—0t x—0— r—00
6. Determina el dominio de la funcién y su derivada:
(a) f(z) = sech(y/).

(b) f(z) =senh?(vV/1 — x2).
(C) f(CL') _ ecsch(w)_

7. Demuestra que para ¢t > 0,
cosh(t) t
/ va? —1dz = senh(2t) — 3
1

Sugerencia: Usa la sustitucién « = cosh(u).

8. Demuestra que para t € R,

cosh(t) 1
/ r2\/22 — 1do = Esenh(élt)
1

Sugerencia: Usa la sustitucién x = cosh(u).

!
5
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10.

11.

12.

13.

Sean

1
A(9)=%sen(9)cos(9)+/ V1-—t2dt, OSHSg
cos(0)
y
1 cosh(z)
B(x) = §Senh (z) cosh (x) — Vs2—1ds, x>0.
1

Prueba que A(9) = g para todo 6 y B(z) = % para todo x. Sugerencia:
A'(9) = % y B'(z) = % por la regla de Leibniz.
Encuentra S’(x), si

S@) = | b Gem)
0 V14 52 '

Construye la grafica (con todo detalle) de la funcién:
(a) f(z) = (z — 1) cosh(z) — senh(z).
(b) f(x) =sech ( Y2 (x — 3)) .

Determina las siguientes integrales indefinidas:

(a) /Gcosh (% 71n3> dx.
(b) [ e®senh(z) da.

Calcula las siguientes integrales definidas:

w/2

(a) / 2senh(sen @) cos @ df.
In3

(b) / e” cosh(x) dz. Simplifica la respuesta.
In2

(c) / e *senh (z) dx. Simplifica la respuesta.

In5
(d) / e! sech(t) dt. Simplifica la respuesta.

0
In10
2 (L

(e) /0 4 senh <2> dz.

In3
() /1 + cosh(x) dz.

—1In3

Sugerencia: desarrolla cosh(z) = cosh (g + g) .
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14. Caracteriza la funcién inversa del coseno hiperbdlico y demuestra que:
(a) cosh™'(z) =In (z + 22 —1).

(b) (cosh_l(:c))/ = ﬁ

1
15. Dado = # 0, encuentra t € R tal que senh (1) =z

16. Simplifica
cosh (Senh71 () (x € R).

17. Demuestra que
1 (1
coth™ (z) = tanh (E) (x#0).

18. Sea f(z) = sech (4 — z2).
(a) Justifica el dominio de la funcién sech™' y después determina el do-
minio de f(x).

(b) Deduce la derivada de la funcién f(x) a partir de la derivada de la
funcién inversa y la funcién reciproca.

19. Obtén la derivada de f(z) = csch™ ((%)JL) .

20. Las funciones tanh™!(x) y coth™(z) tienen la misma derivada, T3
-z
;Por qué no difieren en una constante?

21. Determina el dominio de la funcién y su derivada:

(a) y = cosh™(2y/z + 1).

0
(b) y =csch™* (%) .
(c) y=(1—1¢%) coth™*(¢).

(d) y = senh™*(tanz).
(e) y =In(x) + 1 — z2sech ™ (z).

22. Demuestra que

_ 1, 14«2
1 —_
tanh™ " (z) = 21n17x’

|z < 1.

23. Calcula las siguientes integrales:

2v3 dx
@ [ .
o Vid+zx

Da la respuesta en términos del logaritmo natural.
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Da la respuesta en términos del logaritmo natural.

2
dz
0 [ ——.
1xvd+x
3/13 de
© /1/5 zy/1 — 1622

1H\/§ 621
d ——dx.
W), VT
/2 senz cosx
(e) —_—dx.
o V44 sentz
2
¢ Inz
() —dx.
1 2v/16+1In*z
T cosz dx

(&) o V1 +senz

24. Determina x> 1, usando x = sech(u), u > 0.

dz
22y/1 — 22’
25. Determina la primitiva de cada una de las siguientes funciones, efectuando
el cambio de variable indicado:

, x = cosh(t).

(b) f(x) = ———==, = = cosh(u). La respuesta debe expresarse en tér-
Va2 —1

minos de logaritmos.

1
(¢) f(zr) = ——==—=, = = senh(u). La respuesta debe expresarse en tér-
Va2 +1

minos de logaritmos.

(d) f(z) = SeTl(x)’ u = cosh(x).

(©) @) =

, © = cosh(u).

2.5 Funciones trigonométricas inversas
1. Simplifica la expresién sec (Senfl\/f).
2. Calcula:

(a) tan (sec™*v/2).
(b) sen='(cos (/6)).
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3. Prueba que

/T — 22
tan~? (_x) =sen~! (\/1 — x2> , si0<|z| <1

|z
Sugerencia: Dibuja un tridngulo o deriva ambos lados de la igualdad.

4. Prueba que

tan~! (L) =sen ! (z), si|z|<1.
V1—2a?

Sugerencia: Deriva ambos lados. Verifica, dibujando el tridngulo.

5. Considera la funcién definida por
f(z)=—m+cos ' (1 —Inzx).

(a) Determina: (i) el dominio de f, (ii) la imagen (rango) de f, (iii) los
ceros de f, (iv) las soluciones de la ecuacién f(z) = —.

(b) Demuestra que f es inyectiva.

(c) Caracteriza la funcién inversa de f (dominio, imagen y regla de co-
rrespondencia).

6. Considera la funcién f(z) = m — 3arcsen(2 — 5%%).

(a) Determina el dominio y la imagen de f.
(b) Encuentra la derivada f’ y justifica que f es inyectiva.

(c) Caracteriza la funcién inversa f~! de f (regla de correspondencia,
dominio e imagen).

7. Determina el dominio de la funcién y su derivada:
(a) f(z)=cot™' (V1—2a?).
(b) f(z) =sec™!(Inx).
(c) f(x) =3sen~!(v22 —1).
xsenh(z? + 2)
arctan (z)
(e) f(x) = arcsen [coth (ZIBH .

2T 2
f) f(z) = %n(x)- Usa diferenciacién logaritmica.
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8. Construye la gréfica (con todo detalle) de la funcién:

(a) f(ac) =m—3cosH($+3).

(b) f(z) = |5 — arccot(x —1)].

9. Encuentra la derivada de la funcién

-1
0 etan T

6) = L—
g() tan 6 \/xz‘i‘l

dx, 0 € [O, g) . Simplifica.

10. Encuentra f'(0), si f(z) =e™* fotanil(x) etan(t) g¢.

11. Considera la funcién G(xz) = F(senx) — F(—cos ), en donde

T du
F(x) = , para0 <z < 1.
@=[ =

Muestra que G es constante y determina su valor.

12. Sea f(x) =tan™! (ac—l— 1) .

z—1

1
— 1
o

(b) Encuentra una férmula para f”.

(a) Muestra que f'(z) = —

(¢) Muestra que

lim f(z)= g y lim f(x):fg

rz—1+t r—1—
(d) Esboza la grafica de f.

13. Determina las siguientes integrales indefinidas:

arctan(3z) — 1
(a) / 14 922 de.

/m

z+1

x — arctan(2z)
(d) / 1+ 422 de.

dz
) /\/(9+9x2)ln}x+\/1—|——x2}-

(f) / earctan(x) +zln (1 + 1.2) +1
1+ 22

dx.
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o [t

8 | %y ow 1
dx

() /x2+4x+8'
€3 dx

i e —
0 [ —=
" 1dx
j _— 7.
0 [T ne
14. Calcula la integral definida:
a) /2\/5 dl'
2y V16 — 22
o[ e
4/3/3 V2?2 — 4'
@ [
_ 2 +4x+ 8

o[
71/2 2$2+2$+1

(e) /% _dr
E_q 4a? 4+ 8z + 13
—1+2 dr

f —_—_— .

® 0 V3 —2x — 22

—b/2 dr

X p>o.
(&) _p V—2bx —x2

¢ dx
(b) /1 x(l—i—anx)'
. > cos(sec™lx) da
® /2/\/5 /22 -1

1/\/5 d .
3 COS xT d
§) /O (—dxe ) dx

Ny
15. Sea x = acoty. Prueba que la funcién y = f(x) es mondtona creciente y

x
d
y+/ —u:O, para a > 0.
0

T a? 4+ u?

que
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16

17

18.

19.

20.

21.

2.6

1.

. Usando el método de sustitucion en integral definida evalia:

0 t
/ %e—dt. Simplifica la respuesta.
In(1/v/3) € +1

Sean a, b > 0. Haciendo la sustitucién « = tan x determina

! d
x
a? sen?z + b2 cos? x

Sea
1/x 1 T 1
= — dt — dt 0.
f(z) /0 211 —I-/O 2 con r >

(a) Sin resolver la integral, demuestra que f es constante.

(b) Resolviendo la integral, demuestra que la constante es 7/2. Sugeren-
cia: cot™!(z) = tan"!(1/z).

(a) Prueba que

/sech(x) dx = tan™"! (senh(z)) + C.

Sugerencia: [ sech(z) dz /Wl(x) do — / Cc;ilhz(g) da.

(b) Prueba también que

/sech(x) dx = sen™! (tanh(z)) + C. (Derivar.)

Determina la primitiva de la funcién f(z) = sec(x), efectuando el cambio
de variable t = sen(z). (Sugerencia: Integra usando la sustitucién indicada
y luego utiliza el ejercicio 22 del laboratorio 5.)

Demuestra que

1
lim l/ #dle.

t—0+ m J_q 22 + 12

Formas indeterminadas. Regla de L’Hopital y Teo-
rema de Cauchy

1 1
(a) Prueba que si t > 1, entonces n < 7 y de aquf obtén que

7

0<Ilnz <2yx—2, paratodaz>1.

1
(b) Concluye que lim % = 0. (Usa el teorema del sandwich).
T—00
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2.

(a) Prueba que €' >1+t, para todo t € [0, 00).

(b) Generaliza el resultado anterior probando que

()

2

t t t"
e >1+—=+=+---+—, paratodoste€[0,00),n€N.
1 2 n!

. . t ot t"
Sugerencia: Define ¢, (t) =" — [ 1+ o + B +--4— |- Prueba
que ¢,, es creciente en [0, 00) y usa induccion.

" n+1)!
Prueba que 0 < — < (n+1) para todo ¢t > 0 y, por tanto,
e
t’IL
t—oo e

3. Sin utilizar la regla de L’Hopital encuentra los siguientes limites:

. (2.8)h—1
(a) fim =5
T e
(b) g%x_l /1 et dt.

4. Sin utilizar la regla de L’Hopital prueba que

lim
z—0

x

tan=1(z)

(cambia variable).

5. Calcula, si existen, los siguientes limites:

(a)

(b)

(¢) I

(d)

(e)

(f)

. sec(d)
021;1/2 tan(6)

1— .,/

. t+1
lim .
t—o0 1— 4t+1

t+2
1— 22

] sen(mz)’

iii% 3
l—a _ 1
lim x7’ x>0
a—1 1 —Qa
. 2T 4+ 4%
lim

In(l+2) —x+ 22/2

30
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L)
(g) lim —
. e
xfol e~ tdt
(h) lim —"——2
. 1—e
' ili]%x [ et?dt’
. 4% — 3%
L
(k) lim =0
In(z? +1
0 tim 2D

(n) lim <f0x “ dt>2

T—00 fom e2t2 gt

. |
(0) M =Tty

(p) Jim p—

. tanh(z)
(@) lim —2——

f;x @) qt
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o —sen(z) + x
) iﬂo tan(x) — sen(z)

. tan"!(sen"1(2?))
(W) i s (1 1 20)°

6. Justifica que puedes aplicar la regla de L’Hopital al siguiente limite y

calculalo: - »
[(55)a
lim L .

xr—00 ;L‘z

7. Justifica que puedes aplicar la regla de L’Hopital al siguiente limite y
encuentra el valor de las constantes a y b de modo que

lim 1 dt =1.

x t2
z—0 bz — sen(x) /0 Va+t
8. Supén que f y g son continuas en una vecindad de « y que g(a) # 0.

Muestra que
s f®dt f(a)
N PO RTRTE

9. Considera la funcién f : R — R definida por

x
a1senh , si x<0
fl@)=4q (1 >

—x
az +tan~1(z), si x>0,

en donde a1 y a2 son constantes reales. Determina o1 y as de modo que
la funcién f sea continua y diferenciable en R.

10. Explica si es correcto usar las reglas de L’Hopital para calcular los sigu-
ientes limites:

3 (z — sen(x))
oz sen(x)

. 3x%sen(1/x)
(b) ili% S5sen(z)

(a)

11. Calcula, si existen, los siguientes limites:

. x 1
(2) Ly (:c -1 ln(x)) '
(b) lim [In(1+ 6z)—In(4+ 3z)].

Tr—00

(¢) lim (x—1In(3e®+1)).

r—00
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@ (a3

12. Calcula, si existen, los siguientes limites:

(a) lim (2y [r—2tan"'(\/2)]).

Tr—00

(b) Prueba que
lim 6_12/ e du = 0.
0

Tr—00

(¢) lim {y tan—! <z>} .
Yy—00 y
L[
d) li 9—t .
@ (5 [, o)

(e) wll)rrolo [zln (14 3/x)].
(f) lim [e*In(1+ e ®)].

Tr—00

13. Sea f una funcién continua en R y

1 [ .
Flo) p /0 f)dt, st x#0
f(0)

si x=0.

(a) Demuestra que F' es continua en el punto x = 0.
(b) (En qué condiciones se puede garantizar que F' es diferenciable en el
punto x = 0?7

14. Calcula, si existen, los siguientes limites:

(a) lim

r—00

2
(b) lim (sen(z))*"™ .

z—0

1/x 1/z\*
<%> . a > 0,b>0.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

(M) lim (a®+26%)7%, ab>0.

z— 0t

(i) lim (sen(2z))™® .

z—0+t
. . ks 1 1/z
(G) lim [2 + tan (ac)} .

z—(—00)

1/1n(x)
(k) lim [g —tan_l(ac)} .

Tr—00

z—w/2 | T

9 1/ cos(z)
(1) lim {_x + cos(:c)] .

(m) lim [x(zm) —-1].

z—0t

Deduce cudl es el valor de la constante ¢ tal que se cumple la siguiente

igualdad:
lim< “ ) —9.
T—00 C;L‘—i—l

Encuentra un valor positivo de ¢ tal que

lim <x+c> —9.
r—oo \ T — C

Encuentra el valor de ¢ de modo que se cumpla lo siguiente:

(a) 1im< z ) =e’.
z—oo \ T + ¢

(b) lim (“”“)w:e?’.

T—00 €T

Encuentra el valor de ¢ que hace a la siguiente funcién continua en z =0 :

f(@{ (e + )", siw#0,

c, siz=0.

kt
Demuestra que lim Ay (1 + Z) = Ape™.
k—o0 k

Sea f una funcién continua en R. Demuestra que

Jim (14 [ f(t)dt)x — SO,
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21. Sea f : R\ {0} — R definida por f(z) = ze'/?.

(a) Determina lim f(z), lim f(z), 1ir101+f(x), lir{)lif(x).

(b) Determina los intervalos de monotonia, extremos, concavidades y
puntos de inflexién de f.

(¢) Dibuja la grafica de f.

22. Sea f: R — R la funcién definida por

re %, x>0
f(z) = {

tan~!(z), x<O0.

Demuestra que f es diferenciable en x = 0.

Calcula 11111 flx)y lim_f(z).

(a
(b
(c
(d

Determina los extremos locales y los intervalos de monotonia de f.

Grafica f.

O -

23. Grafica la funcién (dominio, limites, extremos locales, concavidad,...):

3 Técnicas de integracion

3.1 Integracién por partes

1. Determina las siguientes integrales indefinidas:

In(x

(a) [ x(Q)dx.
(b) [(Inz)*dz.
(c) [ sen(lnz)dx.
(d) [sen™! (3z)dx
(e) [ V1—az?dx.
(f) Ve de
(g) [eVedx

(h) [ 2?e > da

) zeVitl

0 [

(j) [cos (vbz +3) da.
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[ a® cos (%) da.

[ e** cos(kz)dx, a#0,k#0.
[ 2% cos(3z) da.

[ arctan(y/z) da.

o) [xarctan(z)dx.

p) [ 223 arctan(z) dz.

) [tanh™!(z)dz.

n

(k)
)
(m)
)
)
)

2. Calcula las siguientes integrales definidas:

13
(a) / A xa2p dx.

(b) i cos(Inz) d.

(c) f r%e® d.

(d) f1 22 (Inz)? dz, con b > 0.
(e) i C eV da,

(f) fo cos \/x dx.

(g) [, te~¥edt, a>0.

(a) Utilizando la definicién de la funcién tanh (z) demuestra que

_ 1 1+zx
h'(z)==In(—— ), si 1.
tanh™" () 5 n(l—x)’ si|z| <

(b) Halla la derivada de la funcién tanh™" ().

(¢) Halla una primitiva para la funcién tanh ™" (z).
Ayuda: integra por partes y usa el inciso (b).

4. (a) Si f(x) es diferenciable, demuestra que
[ t@+ r@)de = e @)+ C.

(b) Determina [ e” [senz - cosz + cos z] d.
(c) Determina [ e” [In(senx) + cot z] da.

5. Utilizando una integracién por partes demuestra las siguientes férmulas
de reduccién de grado:

z"e' n
/x"e‘”dx: —— /x"ile‘”dx, cona#0, n=1,23,...
a
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1 -1
/sen”(x) dx = fasen"’l(:c)cos(x)JrnT /sen"*Q(x) de, n=1,23,...

/1 (Inz)" dr = (—=1)"n!
0

/ (Inz)" de =z (Inx)" —n / (Inz)"" da.

6. Usa induccién y las férmulas de reduccién de grado para obtener:

/2 1-:3-5-....@2n—1)7
2n = B)
/0 sen(@)de = S @) 2
/2 2:4-6-...-(2n)
2n+1 =
/0 sen”""(z)dr = 1-3-5-...-(2n+1)’

7. Demuestra que

/ab /: F(#)dtdz — /ab (z — a) f(z)da.

8. (a) Demuestra que
[ @de=af @~ [ f@)dy, cony=" (@),

(b) Utilizando el inciso anterior, determina: (i) [ cos™(z)dz, (ii) [ log,(x)dx.

(¢) Usa una integracién por partes para demostrar que
/f(x)dx =xzf (z) —/xf'(x)dx.

(d) Si f y g son funciones inversas, y si f’ es continua, demuestra que
b £(®)
[ tadae=ss ) —at@- [ g
a f(a)
Sugerencia: usa el inciso anterior.

(e) Aplica el resultado del inciso anterior para evaluar

1/v2
/ sen” ! (z) d.
0
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9.

10.

11.

12.

13.

(a) Verifica que:
/cos._1 (z) do = wcos™" (z) —sen (cos™! (z)) + C.
(b) En general, prueba que:
[ i@ =@~ [ @ cony=1 @),
Demuestra que

/ F (@) de = of 7 (2) - / )y, cony=f" ().

(a) Utilizando el inciso anterior, determina: (i) [In(z)dz, (ii) [ logy(x)dz,
(iii) [ cos™*(z)dz, (iv) [tan™*(z)dz.

Usando el método de integracién por partes demuestra que

/f—l (2) do = 2~ () - /x (%ﬁf@) da.

Utiliza los métodos de los ejercicios 10 y 11 para determinar: (i) [ cos™!(z)dz,
(ii) [tan~!(z)dz. ;Pueden ser correctos los resultados que se obtienen al
aplicar cada uno de los dos métodos? Justifica.

Sea f: R\ {0} — R una funcién dos veces diferenciable, tal que

3 1 1 1
" = _ o _
f(z) = o cosh <x) x5senh <x)

para todo z € R\ {0}, f’(1) =cosh(1) y lim f(x)= 1. Demuestra que

f@) = —ésenh (é) + cosh (é) .

Integrales trigonométricas

. Determina las siguientes integrales indefinidas:
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(g) [secd(z)
(h) [ +/sec3(2z) tan®(2z) dz.

. sec? 0
i /tan9 (tanf — 1) d0-

—~

s4(kt)sen3(k:t) dt.
3(x) senh? (z) da.

2. Calcula las siguientes integrales definidas:

/2
(a) / cot?®(z) du.
oy

o/ T

(d) 7T/4

(e) Tr,,/:;4 V1 +tan? (7) dx.

() [ \/sen(z) coss(:c) d.

) ﬂ/4 V/tan(z) sec®(z)

() 1 cot?(2x)
o /csc(2x)

3. Demuestra la siguiente formula de reduccién para integrales trigonométri-
cas:

tan®(z) dx o f_o /4 tan®(z) du.

(g 6(z) dx.

dx.

/ sen”(x) dx = —%Sennfl(x) cos(x)—i—nT_l / sen"2(z)dz, n=1,23,...

4. Obtén

/sec(x)dx = lln '14—87611(1‘) +C.

1—sen(x)
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5. Usando la sustitucién u = sec(z) demuestra que

/sec(x)dx = In|sec(z) + tan(z)| + C.

6. Demuestra que para m,n € N :
a) fo% sen(mzx) cos(nz)dr = 0.

b) IOZW sen(max)sen(nx)dx = { 0, sin#m

m, sin=m.
7. Sin,m €N, n,m > 1, demuestra que
1 1, sim=n,

2
;/0 cos(nx) cos(mzx) de = { 0. sim£n

3.3 Sustituciones trigonométricas

1. Determina las siguientes integrales, mostrando el trabajo completo y de-
tallado:

2
x
—_—d
) / V21 + dz—a? v
) [x?sen™! (z) dz.
(c) / _dz
/22 -4
(d) [ V42?4 4z +10dz. (Ayuda: completa el cuadrado.)
dz
e) \/?
[ V222 4 2z + bdz. (completa el cuadrado)
/ VI L = BT )

z+1

dx.

(b) /(x2+2x+10)5/2
. 2
W /(xl)\/x23x+2dx'
. x2
0 | Tt

d
k) /$2\/$§+4.

'/

—9 dx. Sugerencia: u = vz — 9.
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V9 — 22
= dx

x? i
n) /7—9—# T
2

) /x—dx
V21 + 4z — 2?

[zsen™! (z) dz.

[ z? tan™! (z) dz.

2. Calcula las siguientes integrales:
V3/2 42
(a) /0 —(1—x2)3/2 dzx.

\/_
(b) /2 Gy

2 X

Ind et gt

© ), Verie
1 1'3
() / fﬂ) da.

/

£) fo VI+eZadt.

dx Sugerencia: u =

dzx, a > 0.

2

) /0 T
’ dx

(b) /a2/3 V(a2 +z) Raks

”a +xdx a #0.
a2/3
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3a?

VvV (a? + z)dx, a £ 0.

a2/3

1/ dx a # 0.
a2/3
2?42

1
Determina: a) /ﬁdx, b) /ﬁdl’
(22 +1) (x2 4+ 1)

Calcula el siguiente limite

" /3 1
lim e
HPHHog n /9 + 1

9ci;, +
en donde P = {xo =0,T1,...,T, = \/5} y ¢ es un punto cualquiera del
intervalo [xp_1, k], pata k =0,...,n
Usa sustitucién trigonométrica para obtener

Ja—br2
/\/ a—bz?dx = zva—ba? + 2 _cen! \/Ex +C, 0<b<a.
2 2v/b a

Usa una sustitucién trigonométrica para demostrar que

2

/\/anxzdx:S 0 — 22 + L sen! (%)JrC, a#0.

2

. Usa una sustitucién trigonométrica para resolver

2441
——dx
xt 4222 4+ 1

Fracciones parciales

1. Muestra todo tu trabajo para determinar las siguientes integrales:

4x —2
()/ —2x+1)d

/
z+3
238z 8x

/x3—|—x2 2z

323—-32% + 5z + 3
1—a24

dx.
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441
(£) /x(;il)z da.
() /533:_22&6
(1) / ;J:“f dz.
0 [t
i) /1“””; dz.
49242 44 1
(k) /xx3—§2txﬁ-+1 de.
44922 9
9 / e

<m/ﬁ£%ﬁ-

2e% 4 e + 1
o [

1
—dx.
©) [ =
ze®’
21/2
(q) /47x3dx.

2. Obtén una primitiva F' de la funcién

—x

o) =1=a

definida en el intervalo (0, 00) y tal que HIE F(z) = 1. Usala sustitucién
T — 400

u = e’

3. Determina:

d
o |

92— 2 _ .3
(b) / Wﬁlw. Usa el resultado del inciso anterior.
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4. Usando el cambio de variable indicado, determina la primitiva de cada
una de las siguientes funciones:

= , u =coshz.
senh ©

1

~ senz (1 +cosx)’ U= oS

5. Usa fracciones parciales para obtener
dz
—, a,b,c>0.
az(bx + ¢)

. p dx
lim _
g—oo J1 ax(br+c)

Ahora obtén

6. Determina

dz . . . .
/ ——— (Cambia variables y usa fracciones parciales).
e*r—e
Ahora obtén
. B dx
lim -
B—oo [1 € T —et

7. Sea u = u(t) una poblacién de personas que conocen un chisme al tiempo
t > 0. Sir > 0 es larazén constante a la cual el chisme se propaga y
K > 0 es la poblacién total en una determinada regién, entonces se tiene
que la razén instantdnea de propagacién del chisme satisface la ecuacién

i 5)

(a) Si w(0) = wp, 0 < up < K, por medio del teorema de la funcién
inversa encuentra el tiempo ¢ como funcién de u.

(b) A partir del inciso anterior, encuentra la poblacién u como funcién
de t y demuestra que
lim u(t) = K.

Tr—00

3.5 Integrales impropias

1. Evalda la integral impropia o muestra que diverge:

[e'e] 1 T
(a) /0 (5) dzx.
(b) /OO L (Sugerencia: 20 +z =2 (14+277).)

1 20+
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© /:° 1ng§;c) da

(d) / :O - ixx4 dz.

(¢) [ e cos(z) da
(f) [0 we® da

(@) [° ze " da

(h) / :2 - _e:i% da.
() / :O - jeﬂ da.
U /:O x(ldf5x)
W[ 5

(1) /:O (SU + 3)d(a;' + 1)2
(m) /:O (@ + 1?(22 +1)
w [

(0) /:O Z:Z dv, a> 1
W[ =t

(s) / || e~ dz.

o[

2|2+ 1)2

(u) /_OO P dx.
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2. Evalua la integral impropia o muestra que diverge:

a) fol xIn(z)dx.

/2 dx
(b) /0 1 —sen(z)

1 T
e
(c) /0 - 1d$.
1

4r
d —d
) /0 V1—rt "
-1 dx

_3zy/In(—z)

cosh(t) dx

f >
(f) ) w0t
b

a < b dados.

ey
m [

72
) /2 vV 16*1’2
4
T
———. (Completa cuadrados.
) [, == (Comp )

3
(k) / L (Completa cuadrados.)
1/2 V=3+4t —t2

1
(1)/ 2x1_1dx.

4+2x

1/e @ ( lnx

w [
/
o,
v [, 75

Ix*
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3. Evalua la integral impropia o muestra que diverge:
o [
1 Va2 -1
e 1
b ———dx.
(b) /2 V2 —4
o0 e—x
¢ —dz.
s —

4. Deduce cudl debe ser el valor de la constante A para el cual converge la
siguente integral impropia. ;A qué converge la integral?:

/°° ANy
2 202 +1 z+1) "

5. Encuentra el valor de A para el cual la siguiente integral converge:

/OO z A P
2 22+ A z41) "

6. (a) Demuestra que

/LQ:ln(l—i-ex)—x—e_z—i—C, CeR
e’ 4 e“*

No derives ambos lados. Deduce por integracion.

oo

(b) Usando el inciso (a) Calcula /

diverge.

o dx
7. Calcul .
acua/o NAETS

Sugerencia: Escribe la integral como la suma de dos integrales impropias:

———— 0 justifica si la integral
1 €T+ e . &

/OOL/1 dx +/Oo dx
o ve(l+z) Jo ve(l+xz) )i Va(+a)
S Para qué valores de peomverge [ ity [ i

9. Determina los siguientes limites:

(a) lim [* sen(t) dt.

. L cos(t
(b) ;cli>r(()1+ / tz( )dt
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[ee]
10. Demuestra que / dx converge y luego calcula la integral. Sug-

nT
o 1+22

erencia: Usa la sustitucién z = —

11. (a) Usando la sustituciéon u = e , demuestra que

/;i dr =Ine® —2e™* —In|2 —e®|+ C.

o0 4 —x
° dz.

(b) Utiliza el inciso anterior para calcular / 5o
0 2—e

12. La transformada de Laplace de una funcién f(x) es la funcién Lf(s) de
la variable s definida mediante la integral impropia (si ésta converge):

s) = /OOO f(z)e™*"dx.
C

(a) Prueba que si f(x) = C, con C una constante, entonces Lf(s) = —
s
para s > 0.
(b) Prueba quesi f(x) = sen(ax), con o una constante, entonces Lf(s) =
a
s2+a?’
(c) Calcula Lf(s), si f(z) =e*y s> a.
13. Utiliza algin criterio de convergencia para determinar si la integral im-
propia converge o diverge:

< 22241
——d
(a) /1 2l
3+1
x—+d:c.
T
1
1+x1/2dx

o [

of
/1 63‘—6
@ [, %
o/

x—i—ezx

621 _

)/iode.
w [, e
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Q) /°° 1 —sen(x) .

1 2

) /:o V3 —I—xszen(a:) .
(®) /°° (3z + 1) cos(x) .

9 3 —x

M /OO cos(z) dz.

0

(m) [[ZV1+e*da.
(n) /Oo ahd

2 X

> dx

(0) /2 (1+z)lnz’
© 1

® [, mamore

> arctanx
(a) / ) —an G

00 or—1
(r)/ cot T

1 2

(s) /OO tan(x) 4

1 x(1+22)

® tan~1x
t — dx.
M [ Siid

() /°° tanh(x) dr.

1 4z

(v) /jo m dz.
(w) /OO e~ da.

0

14. Utiliza algin criterio de convergencia para determinar si la integral im-
propia converge o diverge:

> 4
@)/;m<mﬂ+¢vd”

o dx
b —_
()/700 zt+1
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15. Utiliza algun criterio de convergencia para determinar si la integral im-
propia converge o diverge:

Lo
(a) /0 \/ﬁ dx.
1z
(b) / e
1 a?
(c) /0 pe) dx.
(d) /: el de.
o [
(f) /1 sen(x) i

0 X

() /0 V3 +xszen (x) .

T2

(b) /0 xsen(z)

. 1 dx

0 [, Ty
Leosz —1

0 [ e
& dt

(k) /0 Vit +sen(t)

1 2
Sec™ T
) / e

1
|sen(z)|
——dx.
) [ B
1
arcsen x
(Il) /O de
1
arctan
(O) /O Wdil?

! tanh(z)
® [, T

dx.
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16. Utiliza algun criterio de convergencia para determinar si la integral im-
propia converge o diverge:

(a) /00 |S(;I;5§)| dz.

0

(b) /OO ln—J;)yldx.

arctan x
:r:3/2
/ x + :c4

1+ez

1

1'3/2—+1 dx converge.

o0
(h) Demuestra que /
1

(i) Encuentra la inversa de para demostrar que

1
32 +1

0o 1 1/2 1 2/3

17. Por medio de la sustitucién y = 2 muestra que es convergente la integral
B
I= / sen(z?) dz, en donde & — 0y 8 — oo.
[0

4 Aplicaciones de la integral

4.1 Calculo de areas

1. Calcula el drea de la region entre la curva y = f(z) y el eje  en el intervalo

dado:
(a) y:(l—x)1/3, T<x<2
(b) y=av4d—a2, —2<x<+2
(©) y=vaTTa, 0<z<2
1
(d) y=xInz, - < z < e. Simplifica la respuesta
(e) y=lnz, l/e<xz<e
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() y=sen™" (x), —5 <2 <0.
(k) y = ze™, —oo <z <0.

. Sea f(x) = ze™/?, a > 0.

(a) Encuentra lim )f(as)

z—(—00

z/a

(b) Calcula el drea de la regién entre la curva y = ze™/* y el eje = en el

intervalo —a < z < a.
. Sea f(z) = tanh™*(z).

(a) Encuentra lim )f(as)

z—(—00

(b) Calcula el drea de la regién entre la curva y = tanh™*(z) y el eje
en el intervalo f% <z < %

. Calcula fol V1 — 22 dx y aprovecha el resultado para justificar que el drea
del circulo unitario es igual a 7.

. Demuestra que el drea A encerrada por una elipse con semiejes a > 0 y
b > 0es A= mab. (Sugerencia: considera el drea acotada por la elipse en
el primer cuadrante.)

. Indica y calcula la integral que representa el drea de la parte sombreada
en la figura de abajo, en donde a € [1,00). ;jPara qué valor de a el drea
es igual a 7?7

Ay

o w? +y?fa? =1

en el intervalo

1
7. Calcular el drea limitada por lascurvasy = — y y =
T 1+ 22
x € [1,00).
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8.

9.

10.

11.

12.

13.

1
Calcula el drea que encierran la curva y = zv/1 — 22 y la recta y = 5%

Calcula el drea de la regién acotada entre las curvas dadas y dibuja la
region:

=./|z| y by =z +6.

2=4rydr—3y—4=0.
=y’ yy=1".
=y’ —yyr=y—y.

8 8 € «w

Determina el drea de la regién acotada por las curvas dadas: a) integrando
con respecto a x, b) integrando con respecto a y. Dibuja la region.

(a) Y’ =1-ay2y=a+2.
(b) y¥>=x+1ylarectas+y=1.

Determina el area de la regién en el primer cuadrante limitada por arriba
por y = y/x, y por abajo por el eje z y por la recta y = x — 2.

Sea D la regién acotada por la porcién de la corona circular a? < z241y? <
b2, con 0 < a < b, perteneciente a los cuadrantes impares y comprendida
entre las rectas t =0e y = z.

(a) Haz un esbozo de la regién D.

(b) Representa, en términos de integrales definidas, el drea de D.

Un espejo plano de dimensiones 80 cm y 90 ¢cm, se rompe por una esquina
segun una recta. De los dos trozos que quedan, el menor es un tridngulo de
catetos 10 cm y 12 cm, correspondientes a las dimensiones menor y mayor
del espejo respectivamente. Hallar el drea maxima del espejo rectangular
que se puede obtener con el trozo mayor.
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4.2 Longitud de curvas

1. Calcula la longitud de las siguientes curvas en el intervalo dado:

T
3

= [y Vel —1dt, 0<z <In2.

2/3
(d) y= <E , 0 <z < 2. (Sugerencia: Integra con respecto a y.)

(&) u=J(@), con f(z) = 5a¥? — a2+ 1, 0 € [4,9]

) yzln(cosx),nggg.

) y=coshz, 0 <z <In2.

() y=e",Inya<z<Invb 0<a<b.
)y

(k) y = f(z), con f(z) =2*— §Inz, [2,3].
(1) y = f(x), con f(x / Vt+3dt, en [0,1].
16t — 1

(m)y:f(ac),conf(:c):/1 n dt,z>1,1<z<2.

() y = f(x), con f(z) = [[VE —1dt, 2 >1,1<z <2
2 — 2

(o) y = f(x), tal que f'(x) = poamEi cosha <z <coshb, a <b.

2. (a) Determina [ sec®z dx.

(b) Encuentra la longitud del arco de pardbola y? = z de (0, 0) al punto

(1,1). Sugerencia: integra con respecto a y.

3. Obtén una funcién f : [0,1] — R suave, tal que f(0) = 0y tal que la

longitud de su gréfica entre 0 y 1 sea / A1+ —dw

4. Debido a la fuerza de gravedad en la Tierra, un cable unido por los ex-
tremos a dos postes forma una curva llamada catenaria, la cual estd de-

scrita por y = «.cosh (—) , en donde 2« es la distancia que separa ambos

@
postes. Calcula la longitud del cable.
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Calculo de volumenes

1. Calcula el volumen del sélido que se genera al girar alrededor del eje y la

10.

11.

12.

region acotada por x = v/5y%, 2 =0,y =1,y = —1.

Calcula el volumen del sélido que se genera al girar alrededor del eje x la
regién acotada por y = e”, y =0, x = 0, z = In 3. Simplifica la respuesta.

Calcula el volumen del sélido que se genera al girar alrededor del eje x
la regién acotada por y = e %, y = 0, z = 0, x = In2. Simplifica la
respuesta.

Calcula el volumen del sélido que se genera al girar alrededor del eje x
la regién acotada por y = y/xe ¥, y = 0, x = 0, z = In2. Simplifica la
respuesta.

Calcula el volumen del sélido que se genera al girar alrededor de la recta
y = v/2 la region en el primer cuadrante acotada en la parte superior por
la recta y = v/2, en la parte inferior por la curva y = sec(z) tan(z), y a la
izquierda por el eje y.

. Sea R laregion acotada por y = e, x = 0, y = 2. Plantea (no calcules) una

integral para obtener el volumen del s6lido obtenido al girar R alrededor
de: a) el eje z, b) el gje y, ¢) la recta y = 3, d) la recta = = In 2.

Sea R la regién acotada por y = e*, = 0, y = 2. Calcula el volumen del
sélido obtenido al girar R alrededor de: a) el eje x, b) el eje y, ¢) la recta
y=3,d) larectaz =1In2.

Determina el volumen del sélido de revolucién S obtenido al girar la regién
entre las grificas de f(x) = e** y g(x) = €® alrededor del eje = en el
intervalo 0 < z < In4. Ilustra.

Calcula el volumen del sélido que se genera al girar alrededor de la recta
y = —1 la region en el primer cuadrante limitada por las curvas y = tanx

yy=1.
Determina el volumen del sélido de revolucién S obtenido al girar la regién

entre las gréficas de f(z) = €® y g(x) = e~ ® alrededor del eje de rotacién
(y=0) entre x =0y « = In(a). Iustra.

Determina el volumen del sélido de revolucién S obtenido al girar alrede-

dor del eje z la regién del primer cuadrante entre las gréficas de f(x) =
—az? _ 1

Ve yr=-_z

Determina el volumen del sélido de revolucién S obtenido al girar alrede-

dor del eje z la regién del primer cuadrante entre las gréficas de f(x) =
Vre % y x =Ina. Simplifica la respuesta.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

Calcula el volumen del sélido de revolucién que genera la regién limitada
por la grafica de y = tan(z) y las rectas x = 0, y = 1, al girar alrededor
del eje x.

Determina el volumen del sélido de revolucién que se forma cuando la
regién

R:{(x,y)€R2: 0§y§1n(x),1§x§e}
gira alrededor del eje x, usando el método de discos.

Determina el volumen del sélido formado cuando la regién comprendida
entre la curva y = —22 + 22 + 1 y la recta y =  — 1 gira alrededor de la
recta y = —2, aplicando el método de las arandelas.

Determina el volumen del sélido cuya base es un disco de radio r y
cuyas secciones transversales, perpendiculares al eje z, son tridngulos equi-
léteros.

Determina el volumen del sélido cuya base es la regién entre la curva
y = 24/sen(z) y el intervalo [0, 7] en el eje x. Las secciones transversales
perpendiculares al eje x son tridngulos equildteros verticales, cuyas bases
van del eje = a la curva.

Calcula el volumen del sélido generado al girar la regiéon comprendida
entre las pardbolas z = y? + 1 y 2 = 3 — y? alrededor del eje y, aplicando
el método de cascarones cilindricos.

Sucesiones y series

Aproximacion polinomial y teorema de Taylor. Residuo
y estimacién del error de aproximacion

. Obtén el polinomio de Taylor de grado n para las siguientes funciones f(x)

en rop:

(a) f(xz) =senh(z), zo=0.

b) f(z)=2%>—-2—-2, zg=—1

(c) f(z) =32* — 223 + 522 + 4z — 1, x9=2.
(d) f(z) =Mn(z), 2o =

(©) @)= —50 50 =0

(6) f) =, 7 =1

(8) fla)=vz+4, 20=0
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10.

Obtén el polinomio de Taylor de grado 2 para las siguientes funciones f(x)
en xg:

(a) f(z) =3+ 77 "*dt, xo=1.

sen:c, si x#0
(b) f(z) = z , 20=0
1 si z=0.
1 _
7C208x, si x#0
Halla P o(z) para f(x) = x

1/2 si x=0.

A partir del polinomio de Taylor de grado n para e* en zg = 0 determina
el polinomio de Taylor de grado 3 de las siguientes funciones en xg = 0:

(a) flx)=e.
(b) g(z)
(c) h(z)

Obtén el polinomio de Taylor de grado 3 para f(z) en zo:

2

(&
esen

(a) f(z)=e*"" en a9 =0.

(b) f(z) = [, sen(t?) dt, mo=0.

Obtén el polinomio de Taylor de grado 3 para f(z) = tan~!(z) en 2y = 0,
y usalo para aproximar el valor de 7 /4.

(a) Demuestra que si |z| es pequenio y 0 < o < 1, entonces

x—i—lazl—i—ax—i—wxz.
2

(b) Usa esta aproximacién para estimar v/1.4.

Sea f : R — R una funcién de clase C° (R) con polinomio de Taylor de
grado 5 en xg = 1 dado por

1 z?
P5,1(SU) = 51’2 (1 — 7) .

Determina f(*)(1), para k = 0,1,2,...,5, e indica justificando si f tiene
0 no un extremo local en el punto 1.

2

Aproxima el valor de e'/2 con un error menor que 0.001.

Determina la exactitud de la aproximacion
x
cos(z) ~1—— + —

sobre el intervalo [—1,1].
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

(a) Determina el polinomio de Taylor de orden 3, Ps(z), generado por
flz) = en el punto zy = 2.
(b) Usando el Teorema de Taylor estima el error cometido al utilizar P;

para aproximar el valor de 53"

Usando el teorema de Taylor, demuestra que

2

3 EE

— (=)< =2

sen(z) (x 5 )‘ 120
0.1

Usa un polinomio de Taylor para aproximar e con un error menor que
1

104
Utiliza el polinomio de Taylor y teorema del residuo para aproximar
In(5/4) con un error menor a 0.01.

2
1
em<1x+x—)‘<g, vz €[0,1].

Demuestra que

Encuentra la expresién del residuo de la funcién f(z) = In(1 + z) para
grado 3. Con esta estimacién, acota el error que se comete al aproximar
£(0.2) por P5(0.2).

Sea T),(z) el n-ésimo polinomio de McLaurin de f(z) = cosz. Encuentra
el valor de n para el cual

|cos0.2 — T;,(0.2)] < 1075,
Aproxima el valor de /€2 con un error menor a 0.001.

1
Aproxima la funcién f(z) = —=—== mediante un polinomio de grado
vVi+zx

3. Utiliza dicho polinomio para aproximar ﬁ Da la cota del error
cometido.

Sea f : (0,00) — R una funcién con segunda derivada continua en RT, tal
que f'(1) =0y f"(1) = 2. Sea ¢(z) = f(e”).
(a) Calcula ¢'(0) y ¢”(0). ;Podra garantizarse que ¢ admite un extremo
local en z = 07 ;Méximo o minimo?
(b) Escribe la férmula de Taylor para la funcién ¢ en xo = 0 con residuo
de orden 1, y utilizala para calcular

i 220 00)

z—0 T
Sea I € R un intervalo abierto y sea f € C? (I). Usa la férmula de Taylor
para demostrar que, para cualquier a € I,

h—0 h2
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5.2 Sucesiones. Propiedades de convergencia. Criterio del
cociente y de la raiz

1. Calcula el limite de cada sucesién {a,} o justifica si ésta diverge:

(n+1)(n+2)
2n2

(b) an = /n+/n—/n—/n.

ou-(5)(-})

(d) an =mnr™, si|r| <1 es fijo.

0oum(32)

(a) an =

(0 4= CLEL
(®) an = (1)

(h) a, = (Inn)*™. Sugerencia: 1 < Inn < n, paran > 3.

(i) a, = (p(n))l/”, en donde p(z) = by + byl + ... + b, 2™ es un

polinomio de grado m y bg, b1, . . ., by, son reales positivos fijos.
. 5"
(J) ap = F
(k) a, =ne"".
tan—! (n?
0 ap, = 7( ) .
In(1+n)

_ In(n)
(0) an = i/
7 n
. senh (Inn)
n — 1 - -
(@) an = oo =,
n 1/n
x
(r) ap = (2n+1> , x> 0.
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2. Usa la prueba del cociente o la prueba de la raiz n-ésima para sucesiones
para estudiar la naturaleza de las siguientes sucesiones {a,} :

(a) a, =n’e "
(b) an = %
(©) an = (712!73!!
3. Sea a, = %, n = 1,2,.... Calcula nliinwa2+l- ., Qué puedes concluir

sobre el lim a,? Justifica.
n —o0

4. Sea {b,} una sucesién y considera a,, = b,, — b,_1. Prueba que Y >, a,
converge si y sélo si {b,} converge.

5. Demuestra que:

(a) lim (1+4a™)

n—o0o

in__J 1, si 0<a<l,
Tl a st a>1.

(b) lim Va™+b" = max(a,b), a,b>0.

n—oo
12 22 n?
6. Muestra que si a, = — + —3 + ...+ —3, entonces a, es una suma de
n n n
. 1 .
Riemann para fo 22 dz para n > 1. Encuentra lim a,.

n—00

n 1/n
7. Calcula lim a,, sia, = <—> .

n—oo

1/n
Sugerencia: a, = | — = e 77 ¢ identifica el exponente de e como
n
n
una suma de Riemann.

8. Sea I, = fol (Inz)" dz, n = 0,1,2,.... Demuestra que I,, = (—1)"n!
Sugerencia: integra por partes y calcula la integral impropia usando la
regla de L’Hopital.

9. Demuestra que
n!n!

li =
nvoo (2n))!

nln! j j 1
Sugerencia: —— = - |. Nota que - < =
& (2n)! jl:[1<n+]) d n+j = 2
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10.

11.
12.

13.

Define z1 = \/§y Tpnt1 =V2+x, YR=1,2,...
(a) Demuestra por induccién que

Tp < Tpy1 <2 VnelN

(b) Demuestra que lim z, = 2.
n—oo

Demuestra que toda sucesién convergente estd acotada.

Prueba rigurosamente (¢ y N) que

4n?
lim —— =4.

Sean la funcién f(z) = 2P(1 — z)4, con p,q > 0, y la sucesién {a,}
definida por

neN

o= [ @) d.

0

Usando la definicién de convergencia, prueba que a,, — 0 cuando n — oo.
Ayuda: encuentra una cota adecuada.

Series

1. Calcula el valor de la serie o justifica si ésta diverge:

V)

n=2
[o ] 7(”
(b) Z 32n—1"
n=1
[o ] . 2’ﬂ
(C) Z (71) 3n+l’
n=1

(d) > pFA—pk 0<p<t.
k=2

— 2k 4 3h+!

o0 k
(f) Z %

(g) Z (_1)n+6n+ 3n+ -
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(h) Z 3(_2)n _ 5n+1 '

n+1
n=0 8

2. (a) jPara qué valores de r € R se tiene la siguiente igualdad?
oo
>
n=1

(b) Califica el razonamiento, si estd bien o estd mal, jpor qué?

r > 0.

oo o9} n
" 1
2. 7)) =
r
n=1 n=0
3. Utiliza series convergentes para escribir como cociente de dos enteros al

nimero = = 0.27.

4. Con ayuda de la serie geométrica encuentra un valor fraccionario para
x = 0.7314040404 . . .

— 1
5. Sea TLZZI m

a) Escribe a, como fracciones parciales.

b) Escribe una férmula para la sucesién de sumas parciales y calcula su
limite.

¢) Si la serie converge, jcudl es su suma?

6. Calcula el valor de la serie o justifica si ésta diverge:

Mg

(T 1= i),

(b) n;m (nil

0 3 [ (ﬁ) e (2],
@ Z / 1 +x2

1
(e) ngl m Usa fracciones parcia]es.

) . Sugerencia: usa propiedades del logaritmo.

6
() Z yrrmEE Usa fracciones parciales.

n=1
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() i(%_niQ)

Sugerencia: l, 1 = l, 1 + 1 - 1
& "\n n+2) \n n+1 n+l n+2)°

[e e}

(h) Z [arctan (n + 2) — arctan (n)]

n=0

5.4 Criterios de convergencia de series con términos no
negativos

1. Analiza si las siguientes series convergen o divergen. En cada caso especi-
fica qué criterio usas y verifica que éste sea aplicable:

= (2n)!
@ X g

= /2n+1 n/2
®) nz::l <5n + 1)
®> (5%
(h) Ztan (2%)
= 37!
(J) ZQl/n
O3
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Q) Z sech(n).
n=0

(m) i sen (%) )

n=1

(n) Z nsen (1/n).

n=1

(p) i (ni1>n2'

2. Analiza si las siguientes series convergen o divergen. En cada caso especi-
fica qué criterio usas y verifica que éste sea aplicable:

> (lnn)3

(B) 3 (n(e2 +1)"".

() Z M. (jpide calcular!)
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3. Analiza si las siguientes series convergen o divergen. En cada caso especi-
fica qué criterio usas y verifica que éste sea aplicable:

(c)Zle—(l—l—%) ]

(d) in“(”nl—l—%> con o €R.
. (n+3)!

(e)z_:li(i!n'?))”'
o [@n))?

= 10n +1
(8 n(n+1)(n+ 2)

n=1

PR

n=1
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o0
. . 1
4. Determina qué valores de p > 0 hacen convergente a la serie g sen (—p)
n
n=1
y compruébalo. Sugerencia: usa la prueba de la comparacién de limites

— 1
(cociente) con Z —.
n

n=1
> n
. . . € .
5. Determina si la serie g PO es convergente o no. (Como extra podria
&

n=1

oo et > en oo et
edirse una cota, dad dt < < dt.
) oa,aoque/ 7; Jrl*/ )

1 e +1 en 0o e2+1
o0
6. Considera la serie E an, Con
n=1
1/n™, con n impar,
ap = 2n
1/(2n)"",  con n par.

Muestra que la prueba de la razén es inconclusiva. Asimismo, muestra
por la prueba de la raiz que la serie es convergente.
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5.5 Series alternantes. Convergencia absoluta y condi-
cional

1. Analiza si las siguientes series convergen o divergen. En cada caso especi-
fica qué criterio usas y verifica que éste sea aplicable:

n=1
[ee] 2n
(b) Z:l D'
(0) Yo (-t

(d) Y (=)™ nsen(1/n).

(f) i )™ (Vn? +n —n). (Racionaliza)

(&) i (11;1:3)

0 > 1 ysen (1)

2. Analiza si las siguientes series convergen absolutamente, convergen condi-
cionalmente o divergen:

(@) 3 (1) %

n=1 n? +1
(€ (-
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n=1

o . 52n+1
() 7;)(_ ) (2n+ 1)1
M) > (-1

n=2

> 1
m _1\n+1
(m) 7;,( nnt nn=2)
(m) Y (=1)"e™

n=0

(p) Z(—l)” ! —, con a € R.

n=1 na—i—(_l)

= (-1
() In(1+
@ 3n(+55)
0 Y (-1

n=0
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3.

Determina para qué valores de « son absolutamente convergentes o diver-
gentes las siguientes series:

o0
(a) Z (1+sena)”.
n=0
o n2
b .
(b) Z n®+1
n=1
oo [ee]
. Supén que Z ¢, converge absolutamente. Prueba que Z (cn)2 con-
n=0 n=0
o0
verge. (Sugerencia: como Z len] < o0, existe N tal que |ey| < 1 para
n=0

todo n > N. Entonces (¢,)° < |c,| para todo n > N.)

Series de potencias. Radio e intervalo de convergencia

1. Encuentra el radio de convergencia y el intervalo de convergencia de las

siguientes series de potencias:

s 4n+1
(a) — a3,
n=0 & 2
> (3z+2)"
a2 T A
[o ] xn
(©) Y ——.
“—In(n +1)
& x2n+1
@

(e) Zn" (x—1)".

1 N (.’,U + 1)7L

f — .

0 3" 5y
[ee] 27L .

(2) ;mx 1
:L.Zn

=
WK

n(n+1)(n+2)

3
Il
—

(-t

n2"

WK

3
Il
—
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o

0 Y o

n=1

= n(2z — 3)"
&) D e

— 4n(n2 +1)

— vn+ 1
o Sl

2. Sea I el conjunto de todos los puntos = € R para los cuales es convergente
la serie

> n (1 —4dx)"
712:21 (=1) nn+1)"

Demuestra que I es un intervalo. Indica, justificando, la naturaleza de la
serie en cada uno de los extremos de ese intervalo y, en caso de convergen-
cia, calcula la suma de la serie correspondiente.
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. Determina el dominio de convergencia de la serie de potencias

S v ()’

indicando los puntos donde la convergencia es simple o absoluta.
o0 xn
. Considera la serie potencias ————— con a > 0. Determina a de
P Z:l (1+a)n*tt’

modo que el radio de convergencia de la serie sea igual 3.
(n!)2zm

(2n)! -

oo
(a) Determina el radio de convergencia de la serie de potencias E
n=0

1\2 an
(b) Utilizando el inciso anterior, calcula lim %
n— oo n)!

oo 1 n
. Determi 1 val to d -] .
etermina el valor exacto de Zn (4)

n=1

Sugerencia: Deriva término a término la serie

1 oo
m:Z$n (*1<SU<1).

n=0

. Considerando que

1 oo
1—x:§$n

(a) Encuentra una representacién en serie de potencias para la funcién
f(z) =In(1 + x).

(b) Usa el resultado anterior para dar una representacién en serie de
potencias para la funcién g(z) = [ In(1 + ¢?)dt.

(c) Calcula el radio de convergencia y el intervalo de convergencia de la
serie obtenida en el inciso (b).

. Dada la serie numérica
- (="
estudiar su caracter y calcular su suma usando una funcién conocida.
[ee]

. Construye una serie de potencias Z cn (z — o)™ tal que su intervalo de

" > (z—0)"
convergencia sea [6,10). Sugerencia: Considera Z ——— y cambia

. n=1
variables.
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5.7 Series de Taylor

1. Encuentra la serie de Taylor en z( y el intervalo de convergencia para

f(@):

o~ (="

2. ;Qué funcién tiene como serie de Taylor Z TS,

(x —3)"? ;Para qué
n=0

valores de z es valido este desarrollo?

3. Calcula sin L’'Hopital (usa series de Taylor):

@)ty S
(b) ili% (Sezix) B coigx)) -
© tiny tan—!(z) ;436 - (x3/3).

0 n
4. Laserie de Taylor generada por f(x) = In(14+z) enxzo = 0 es Z(fl)”“‘1 %
n=1

A partir de esta informacion:

1
(a) Encuentra la serie de Taylor generada por f(z) = In (1 i x) en
—z
:L‘O = 0

(b) Encuentra la serie de Taylor generada por f(z) = zln(l + z2) en
To = 0.

5. La serie de Taylor generada por f(z) = e® en g = 0 es Z :c_' A partir
n

=0
de esta informacién: !
n2)?  (In2° (In2)*
(a) Calculal+1n2+(n) +(n) +(n) +...
2! 3! 4!
(b) Encuentra la serie de Taylor generada por g(z) = e=2" en zy = 0.
Ae?

o0
(¢) Demuestra que Z

n=0

= 1, con A > 0 una constante.
n!
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6. Utiliza operaciones con series de potencias para determinar la serie de

Taylor de la funcién f(z) = 223 alrededor de zg = 0.

7. Considera la integral fol sen(z?)dx.

(a) Expresa la integral como una serie infinita.

(b) Determina el valor de la integral con un error menor que 104,

. . g2 .
8. (a) Encuentra la serie de Maclaurin para f(z) = e~* . Escribe al menos
4 términos diferentes de cero, o escribe la serie en la notacién sigma.

) a? o . o
(b) Obtén [e~* dx como una serie infinita. Escribe al menos 4 términos
diferentes de cero, o escribe la serie en la notacién sigma.
9. (a) Demuestra que

o

1/2 v 1
=S ——
/0 e Zn!(n+2)

n=0

Sugerencia: Usa la serie de Taylor de e! en t = 0.

o

(b) Encuentra el valor de Z

> T2 calculando la integral en (a).

10. (a) Obtén fol cos(y/x) dz.

(b) Expresa fol cos(y/x) dr como una serie. Sugerencia: Usa la serie de
Maclaurin de cos(t).

11. Demuestra que

tan~!(z) = i (- v :
= 2n+1

xr
1
Sugerencia: Usa tan~!(z) = / dt e integra término a término la

o 1+1¢2
serie de potencias de T
12 (a) A partir de —— = 3" 17, [1] < 1, obié
. (a artir de = n
p 1 _ t ) ) O e
n=0
! :i(—l)%?“ e < 1
1+ 22 = ’ '

(b) Integra término a término y obtén la serie de Maclaurin de arctan(x).
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13. Sea f(x) = In(1 + z) la funcién definida en el intervalo (—1, 00).

(a) Obtén la serie de Taylor en cero de f, su radio e intervalo de conver-
gencia.
In(1
(b) Estudia el caracter de la integral fol In(1 + ) dx
xPsen(x)

o

(c) Estudia el cardcter de la serie Z

n=1

TR obtener su suma en caso de
n

que sea convergente.

X .n
14. Usando e* = Z x_' muestra que
nl
n=0
0 72n
cosh(z) = nzzo @) para todo =z € R.

15. (a) A partir de la serie de Maclaurin para f(x) = In(1 + z) demuestra

que
In L = ix_" ra todo |z <1
)= —— para todo |z .
n=1
— 1
(b) Usando el resultado anterior demuestra que In (2) = Z —
— n2m

oo
16. Obtén el valor exacto de la serie Z ne~". (Deriva término a término la

n=1

)

serie de Maclaurin de
-
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