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Prologo

Este documento constituye un material de apoyo para el curso de Calculo III para
las carreras de Economia y Direccidén Financiera en el ITAM. Se trata de una re-
copilacion de mis notas de clase, con el fin de agilizar la discusion de los temas
en el aula. El material se presenta en estricto apego al orden del temario vigente,
aunque claramente es discutido bajo un enfoque personal y en un lenguaje sencillo,
a veces coloquial.

Estas notas no pretenden sustituir la lectura de la bibliografia seleccionada para
el curso. Estan basadas en material extraido precisamente de esos textos, asi como
de documentos y libros escritos por mis colegas y amigos del Departamento de
Matematicas del ITAM. Un especial agradecimiento a mi colega y amiga, la Dra.
Carmen Lopez Laiseca, por compartir conmigo sus ejercicios y por sus valiosas
sugerencias en cuanto al contenido del curso. También quisiera agradecer a Rigel
Jarabo Garcfia, estudiante de Economia, quien presto su Servicio Social elaborando
una parte del material grafico de este texto.

Se espera que el estudiante resuelva una gran variedad de ejercicios sobre el
tema, que no han sido incluidos en este documento debido a su extension. Al res-
pecto, el estudiante puede utilizar el documento de trabajo Cdlculo 11I, Cuaderno
de Ejercicios, Lorena Zogaib, Departamento de Matemadticas, ITAM, agosto 1 de
2019. Mi agradecimiento a Angélica Martinez Leyva, estudiante de Economia y
Ciencia Politica, quien prest6 su Servicio Social transcribiendo a Latex el cuaderno
de ejercicios del curso. El material grafico de ese cuaderno estuvo a cargo de Rigel.
Ellas dos realizaron una linda y qtil aportacion a la comunidad ITAM.

Agradezco todas las sugerencias y correcciones que he recibido de mis colegas y
varias generaciones de estudiantes. De antemano ofrezco una disculpa al lector por
los errores y omisiones que encuentre en este texto. Siempre serdn bienvenidas las
correcciones y comentarios que amablemente me hagan llegar.

Lorena Zogaib
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Capitulo 1

Integracion

1.1 Integral indefinida. Integracién por sustitucion

1.1.1 Antiderivada. Integral indefinida

Dada una funcién diferenciable F'(x), su derivada f(z) = dF'(x)/dx se de-
fine como la razén de cambio instantdnea de F' en cada punto interior x de su
dominio. Esta representa la pendiente de la recta tangente a la curva y = F ()
en el punto (z, F'(x)), como se ilustra en las siguientes graficas. La grafica
superior muestra una funcién diferenciable F'(z), cuya derivada es la funcion
f(z) = dF(x)/dxz mostrada en la grafica inferior.

Y.

¥y = Fix)
Fifr ) <0 ¥ Fifxy) =0
Frol=0
A 0 ;éz x
it y =Stz = Fix)
Ff("xzj _______

grafica de las
pendientes de Fix)

i
x2 x
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Capitulo 1 Integracién

En muchas aplicaciones nos interesa resolver el problema inverso, a saber, dada
una funcién f buscamos una funcién F' cuya derivada sea f. En ese caso, decimos
que F' es una antiderivada de f.

Definicion. Se dice que la funcion diferenciable F' es una antiderivada o primi-
tiva de la funcién f en un intervalo abierto [ si, para todo x € I,
dF (x)
dx

= f(2).

Por ejemplo, una antiderivada de la funcién f(z) = 2z es la funcion F(z) = 22,

ya que dz?/dx = 2z. Nota que ésta no es la nica antiderivada de f, ya que también
las funciones F'(z) = 2>+ 1 0 F(x) = 2* — 5 tienen por derivada 2x. De hecho, el
conjunto de antiderivadas de f(z) = 2x es infinito, ya que para cualquier constante
C se satisface d (2% + C) /dx = 2z. Asi, 2% + C representa el conjunto de todas las
antiderivadas de la funcién f(z) = 2x. A esta familia infinita de antiderivadas se le
conoce como la integral indefinida de f.

Definicion. La integral indefinida de la funcion f(x) con respecto a x se denota
por [ f(x)dx y representa el conjunto de todas las antiderivadas de f. En ese caso
escribimos

/f(x) dx = F(x) + C,

en donde C' es una constante arbitraria’y F' es tal que dF'(z)/dx = f(x). El simbolo
| se conoce como signo de integral, la funcién f es el integrando y x es la variable
de integracion.

Por ejemplo, como F(x) = z? es una antiderivada de f(x) = 2x, por lo tanto la
integral indefinida de f con respecto a x es

/2xdm:x2+C’.

Pero también pudimos haber seleccionado a F'(x) = x? + 1 como antiderivada de
f, obteniendo

/2xdx = (x2+1)+0
= 2+ (C+1)
x2+C'/,

© Lorena Zogaib 6



1.1  Integral indefinida. Integracién por sustitucion

con ¢ = C' + 1. En realidad, ambos resultados representan la misma familia de
funciones (C'y C’ son arbitrarias). El primer resultado es mds simple.

© Lorena Zogaib

A partir de la definicién de integral indefinida, debe resultar claro que
dF(x
[E B a-rwse vy o[ i@ @)

Ejemplos:
1. f 6)do =r(0)+ C.

2. pr fe‘/z dt =eVt.

Propiedades de la integral indefinida
L. [[kf(z)] dv=Fk][[ f(z)dz], paratodok € R
2. [[f(@) +g(@)] dv = [ f(z) dz + [ g(x) du

Ejemplo:
[ 1st@=ga@) da =5 [ @) do— [ gta) .

Cuidado: [(fg)dz # ([ fdx) ([ gdx)y [ (f/g)dx # ([ fdz) /([ gdz).

Algunas formulas de integracion directa
l. [dx=x2+C.

l.nJrl
2. "dr =
[ z™ dx p——

d
fx’ldm:f?x:ln|x\+6', z #0.

[senz dx = —cosz + C.
fcosx dr =senx + C.
[sec? x dx = tanx + C.
[esc?w de = —cota+ C.
[secx tanz de = secx + C.
9. [esca cota dv = —csca + C.
10. [e® dx = e"+C.

1
11. [a* do =—a"+C, a>0, a#1.
Ina

+C, n#-—1.
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Capitulo 1 Integracién

Ejemplos:
435\/_ -5/2 x 32 ]
1. dez =4 T =4 _ _ 2, -3/ .
45/4
2 JVa+ Vi JIW5 + 4 dt \/_t+%+c Btz iy
z [
sen x 1 sen
4. J COS2 T de = [ (COS$> (Cosg) dr = [secx tanx dr =secx + C.
5. [(In(22) —Inz) dv = [In (&) do = [In2dr =In2 ([ dr) =xln2+C.

Es importante observar que la integral indefinida siempre debe contener la cons-
tante de integracién C. Esta constante indica que la integral indefinida representa
una infinidad de funciones, o familia de curvas solucion, que poseen la misma pen-
diente en cada punto de su dominio. Por ejemplo, la familia de curvas y(z) cuya
pendiente en cada punto x es

dy
d_x =%
esta dada por
y(x):/ %dx:/2xdx:x2+0
dx ’

que representa una infinidad de pardbolas desplazadas verticalmente, como se mues-
tra en la siguiente figura.

Fareidic 1.2)
Y=x 2 £

Soélo cuando se desea seleccionar la curva particular de la familia que pasa por un
punto dado (zg, o) entonces la constante C' deja de ser arbitraria, para tomar un
valor especifico. A esto se le conoce como un problema de valores iniciales. Por
ejemplo, nos preguntamos cudl es la curva y(x) cuya pendiente en cada punto z es
dy/dz = 2x 'y que ademds pasa por el punto (1, 2). Es decir, buscamos una funcién
y(x) tal que

y(@) =20, y(1)=2.
Sabemos que la solucién a la ecuacion y'(x) = 2z es la familia de curvas y(z) = 2%+ C.
Como

© Lorena Zogaib



1.1  Integral indefinida. Integracién por sustitucion

y(1) =1*+C =2,
por lo tanto C' = 1. Asi, la curva que satisface las condiciones anteriores es

y(r) = 2® + 1.

Un problema de valores iniciales puede involucrar derivadas de orden superior.
En ese caso, cada integral indefinida tiene asociada una constante de integracion
diferente. Para determinar el valor de todas esas constantes serd necesario especi-
ficar un numero de condiciones iniciales igual al orden de la derivada mayor. Asi,
por ejemplo, buscamos una funcién y(z) tal que

y'(r) =6z, y(0)=-2, y(0)=1
Para ese fin, llevamos a cabo la primera integracion, obteniendo

dy _ [ Ly
dr dz?
~ /6x dx
= 3.%2 + Cl,

Integrando nuevamente, se tiene

dy
y(r) = /%dx
= /(3x2+01) dx
= 224 Cix+ Cs.

Por tltimo, para determinar los valores de C; y C5 utilizamos las condiciones ini-
ciales dadas, es decir,

y(0) = —2=(0)"+C1(0) + Cy
y(0) = 1=3(012+C
obteniendo C; = 1y Cy = —2. De esta manera, la solucién a la ecuacion y”(z) = 6x

con los valores iniciales dados es

y(r) =2 + 2 — 2.

1.1.2 Integracion por sustitucion

El método de integracion por sustitucion se utiliza cuando el integrando es la deriva-
da de una composicion de funciones. La idea es introducir un cambio de variable
en la integral original, que presenta una forma relativamente compleja, con el fin de

© Lorena Zogaib ?



Capitulo 1 Integracién

convertirla en una integral directa o, al menos, mas manejable. Por ejemplo, com-
para las siguientes integrales

/senx dx Vs /sen (z%) 22 du.

La integral de la izquierda es directa, de la forma [ f(z)dx con f(x) = sen x, dada
por

/senx dr = —cosz + C.

En contraste, la integral de la derecha es de la forma [ f(g(z)) ¢'(x) dz, en donde
el integrando es la derivada de la composicion f(g(z)), con f(g(z)) = sen g(x)
y g(z) = z?. En ese caso, resulta natural proponer la sustitucién u = z2. De este
modo, tenemos

u=2> = du=d@*) =2zds

y la integral original se reduce a

/sen(wz) 2z dx:/senu du = —cosu + C = — cos(z?) + C.

Meétodo de sustitucion para integrales indefinidas. Sea u = g(z), con g difer-

dF(u)
d

enciable, y sean fy F tales que f(u) = . Entonces

/ F(9(2)) f (x) d = / £(9(2)) dg(z) = / f(u) du= F(u) + C = F(g(z)) + C.

Ejemplo:
Determina [ v/2 + 5z dx.

Para ello, proponemos © = 2 4 5x. En ese caso,
u=2+5x = du=d(2+5x)=>5dxr.

Observamos que en el integrando hace falta un factor 5 para completar la diferencial
du. Como se trata de un factor constante, podemos multiplicar y dividir la integral

© Lorena Zogaib 10



1.1  Integral indefinida. Integracién por sustitucion

por 5, de donde

/\/mczx = (%)/M(mu)

1 [u3/?
= - |=—= C
()
2 3
= U +C
2 3/2
= — (245 C
T (2+52)"" +
Observa que a partir del tercer renglon también pudimos haber escrito % (% + C) =

1—25 (2+ 5x)3/ e %C’, que es equivalente al resultado obtenido.

Este método no es 1itil cuando se tiene una integral de la forma [ f(g(z)) dz en
donde falta el factor ¢’(x) en el integrando, salvo que ¢'(x) sea una constante, como
en el ejemplo anterior. Por ejemplo, considera la integral

/ sen(z?) dx

y vuelve a intentar el cambio de variable v = 2. Notarés que

d d
/sen(xQ) dx = /senu de = /senu % = /senu ﬁ =etc,

que contiene variables mezcladas, por lo que no puede integrarse ni con respecto a
2 ni con respecto a u.

El método de sustitucion puede complementarse con algin otro método, o con
el uso de identidades matematicas y trucos varios. Por ejemplo, considera las in-
tegrales [ sen’z dx y [ cos®z dx. Sabemos que éstas no son directas, ya que las
funciones sen’z y cos? x no poseen una antiderivada simple. Por esta razén, es util
utilizar las siguientes identidades trigonométricas (;sabes como deducirlas?)

sonp — 1 — cos(2x) | cos? 1 — 1+ Cgs(?x).

2
Con la primera de éstas encontramos [ sen®z dx de la siguiente manera

/sean dx:/l cos(2x) / i /008(235) .

Introduciendo el cambio de Varlable u = 2x se tiene

u=2r = du=d2z)=2dxz,

© Lorena Zogaib i



Capitulo 1 Integracién

/sen2sc de =

de modo que

QU
&

(2 dx)

l\DI»—t

\MI»—*
IS
&

.-lkll—‘

/cosu du
1

— = C
4senu+

_ sen (2z)
4
Invitamos al entusiasta lector a demostrar que

2
/cos2x dzx :gjLseni ?) +C'.

Con estas dos nuevas férmulas, ampliamos nuestra tabla anterior, ahora adaptada al
caso general de integrales por sustitucion.

+C.

wla l\’)lr—‘l\DI»—*\

Algunas formulas de integracion por sustitucion

Sea u = g(z), con g una funcién diferenciable. Entonces,

l. [du=u+C.
n+1

u
2. " du = —1.
[ u™ du n+1+0’ n #

: fuldu:f%:ln|u|+0, u # 0.

[senu du = —cosu+ C.

[ cosu du = senu+ C.

[ sec?u du = tanu + C.

[ esc?u du = —cotu + C.

fsecu tanu du = secu + C.

[ escu cot uwdu=—cscu+ C.
u  sen (2u)

OO N LA W

10. [ sen?u du = 5 +C.
2
ll.fcoszudu:gjLsen( D) +C.

4
12. [ e* du = e"+C.

1
13. [a" du =—a"+C, a>0, a#1.
Ina

© Lorena Zogaib 12
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1.1  Integral indefinida. Integracién por sustitucion

Ejemplos:
- f et dx
Sea u = —Tx, de modo que du = —3 dx.
2—3x
o[ dr = (-3) [e 5" (—3dz) = — < fe“du = —%jLC' = — 46343 +C.
In (2x)

dzx.

Sea u = In (2z), de modo que du = —

T

. [3%%Tsenw du.

Sea u = cos x, de modo que du = —sen x dz.

COoS T — COS T - u - 3 J— 3COSI
o[ 3% sena do = — [ 3% (—senx) do = — [3"du = 1n3+C 03 +C.
[ e**V1— e du.

Seau = 1 — ¢**, de modo que du = —2¢** dx.
1 1
o€V — e dn = <—§) J V1 —e?® (—2e**) do = — 3 [ Vudu
]. ’LL3/2 1 3/2
. C=—-(1-e) 40
<3/2> + —3 (1—e*)""+
g b
cos? x
Este es el ejemplo 4 de la seccion anterior, pero ahora lo resolveremos por el
método de sustitucién. Sea u = cos x, de modo que du = —senx dz.
1 1
.fser;x ——f e sdr=—[u?du=—+C= +C = secx+C.
cos (cosz)? u Cos T
[ xv/2x — 1dx.
Método 1:

Sea u = 2z — 1. Como el factor afuera del radical no es una constante, hay que
usar una estrategia diferente que en los ejemplos anteriores. En lugar de obtener
du, mas bien despejamos x en funcién de u y obtenemos directamente dz. De

1 1
u = 2z — 1 se sigue que x = ﬂ, de modo que dx = Edu.

waVET Tdr = [ (%) =t [ (4% ull2) du

1 —/+3—/2 0=t @1 i1 40
4\5/2  3/2 10 6 ‘

13



Capitulo 1 Integracién

Meétodo 2:
Sea u = /22 — 1y se procede de manera similar al método 1. De u = /22 — 1
u? +1

se sigue que x =

.-.fxmdx:f<

1 (v’ u? 1 5/0 1
==+ = — (20— 1)"°4+2 (22 — 1)**4C.
2<5+3)+C 1O(x ) +6(x )+C

, de modo que dx = u du.
w41

(u)(u) du:% [ (u* +u?) du

1.2 Sumas finitas. Sumas de Riemann. Integral definida

1.2.1 Sumas finitas

Definicion. Sean ky,n € Z, con ky < n. Una suma finita es una expresion de la

forma
n
5 Qf = Gy + Qg1 + Akgr2 + - -« 1 Qp,
k=ko
endonde k£ = kg, ko + 1,...,n se denomina el indice de la suma, a; es el k-ésimo

término, kg es el indice inferior y n el indice superior de la suma.

Los siguientes ejemplos ilustran la notacion:

4
LY k=—-14+041+2+3+4=09.
k=-—1

3 3
2. 3 (—DFE2+8=[> (1R + 8 = [(—1)'12 + (—1)22% + (—1)33%] + 8 =2.
k=1 k=1
3.3 =1+3+3+...+3" 1+ 3
k=0
4
4. 5 1=14+14+1+1=4.
k=1
4
5. 1=1+41+41+1+1=5
k=0
6. > 1=1+1+4...+1=n.
k=1
7.3 w2 Ay = 22 Axy + 23Axy + ..+ 22 Ay,
k=1

Nota que en la suma ) ay el resultado final no depende del indice k. Esto
k=Fko
significa que % es un indice mudo, por lo que puedes reemplazarlo por cualquier

© Lorena Zogaib 14



1.2 Sumas finitas. Sumas de Riemann. Integral definida

otra letra, con excepcion de kg y n. Asi, por ejemplo,

n

n
E ar = E ; =0p—2 + Ap—1 + Q.

k=n—2 t=n—2
Asimismo, un mismo resultado puede expresarse de dos maneras aparentemente
distintas mediante un cambio de indices, como se muestra en el siguiente ejemplo
(I >):

l -1

Propiedades de la suma

Sean ko, n € Z, con ky < n,y sea ¢ € R. Entonces

1. Y c=cn—Fko+1).

k=ko
2. Y cap=c¢ > ay.

k:kO k‘:k‘o
3.Z(ak+bk):Zak+Zbk.

k=ko k=ko k=kq
Ejemplo:

5 5 5
(2k+4)=2) k+ > 4=2(3+4+5)+ (4+4+4) =36,
k=3 k=3 k=3

Formulas de sumas especiales (k) = 1)

Sean € Z,conn > 1. Entonces

" n(n +1)
1. ) k= ———.
% (2 )( )
& +1)2n+1
2.y k=10 .
3. k?): {n(ni] .
= g
Ejemplo:
100 100 100 100 100
D (k+2)(k=5) = > (K =3k—10)=> k=3 k=) 10
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
100(1 1)(2(1 1 100)(1 1
_ 00(100 + 23( (100) +1)  3( OO)(200~|— ) 10(100) = 322 200.

© Lorena Zogaib 15



Capitulo 1 Integracién

Ademas de las anteriores, existen otras sumas especiales, que revisten de gran
interés debido a sus aplicaciones practicas. Una de ellas, posiblemente la mas im-
portante y util, es la suma geométrica, que presentamos a continuacion.

Definicion. Sea n € Z, conn > 1. Una suma geométrica es una expresion de la
forma

n
ot =l
k=1
con r € R una constante.

Para encontrar el valor de la suma geométrica, primero nota que si 7 = 1, en-
tonces

Zlk_1:1—|—1+1+...+1:n.
k=1

n
Ahora procedemos a determinar E r#=1 para r # 1. Para ello es conveniente
k=1

n
denotar la suma como S,, = E r*=1 es decir,
k=1

Sp=14+r+r2+r3 ... 424t
Luego utilizamos el truco de multiplicar S,, por

1S =r+r?Frd 4t
de modo que la substraccién S,, — r.S,, se convierte simplemente en
Sp—rSp,=1-—1r",
o bien, factorizando 5, en el lado izquierdo,
(1—=r)S,=1-1r"

Por dltimo, como hemos supuesto  # 1, en esta tltima ecuacion podemos despejar

S,, obteniendo
1—7r"
Sp = )
1—r

Concluimos que
n n
k?—l - 1 - T

riTt = r# 1.

1—r"

© Lorena Zogaib 16
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1.2 Sumas finitas. Sumas de Riemann. Integral definida

Ejemplos:

.é(%)k1=1+<%>+(%>2+---+<%)w 11__7(%))20:2[1—2—%0].

ol ) Ry () R

97

) 23k71:1+3+32++396:———§[1—397]

1-3

k=1

17 1 1-n 17 1_217

2

7
. Zer—Q, con |r| # 1.
=1

7 7
. . 1—(7“2)7 1 pl4
2j—2 _ 2\j—1 _ 2 2\2 2\6 _ _
Zw —Z('r Pl =142 () ok (N = —— - =T
7j=1 7j=1
El precio actual de un bono cuponado esta dado por
N-1
p=> cf+K,

t=1
en donde c es el valor del cupén, 0 < 5 < 1 es una tasa de descuento, K es un
valor terminal (valor nominal) y N > 2. Encuentra el valor de la suma.

En este caso, se tiene
N-1
p = <Z cﬁt) + K
t=1
N-1
= ¢f (Z ﬁt_l) + K

t=1
= B(L+B8+-+8"?)+K

Por lo tanto,
1 . ﬁN*l

pzcﬁ[ﬁ

|+ x

17



Capitulo 1 Integracién

Ademas de la suma geométrica, otro tipo de suma de interés es la familia de-
nominada como sumas telescopicas, definidas a continuacion.

Definicion. Sean ky,n € Z, con ky < n. Una suma telescdpica es una expresion
de la forma

n

Z (apr1 — ax).

k=ko

Como una suma telescdpica involucra la resta de elementos consecutivos, casi
todos los términos se irdn cancelando en parejas, sobreviviendo sélo dos de ellos,
es decir,

n
Z (artr —ar) = (Gror1 — any) + (Ghor2 = kot1) + (Akot3 — Gkor2)
k=ko
+.. .+ (an — an-1) + (Gni1 — ayp)
= Qp41 — Qg -
Asf, por ejemplo,

n

D (B+1)?-F) = (22-1°) +(3°=2°) + (4> - 3%)

k=1
+o.4+ (0 =(m=17%) + ((n+1)* —n?)
—1+ (n+1)
= (n+1)*-1.

1.2.2 Sumas de Riemann

Las sumas finitas pueden utilizarse para aproximar el area A bajounacurvay = f(z)
en un intervalo [a, b, con f una funcién no negativa, f > 0, y acotada. La idea es
aproximar esa area por la suma Sp de las dreas de muchos rectangulos delgados,
como lo muestra la siguiente figura.

Y y=frx) % y=ftx)

La base de los rectangulos se obtiene construyendo una particiéon P del intervalo
la,b] en n subintervalos. Para ello, se selecciona n — 1 puntos x, 2, ..., T,

© Lorena Zogaib 18



1.2 Sumas finitas. Sumas de Riemann. Integral definida

en [a,b] tales que a = 29 < 3 < T3 < ... < X1 < T, = b. La parti-
cion P = {xg,21,29,...,2,-1,2,} define entonces una familia de n subinter-
valos [zg, 1], [T1,x2], ..., [Tn_1, 2], con longitud Az, = ) — 41, para cada
k=1,...,n.
“y a5 “k T
xU =a xf x2 aaa xk_f xk e x;g_f XH:LI? x

Para determinar la altura del k-ésimo rectingulo se selecciona un punto arbitrario
¢k € [zr_1, i) en el subintervalo correspondiente, de modo que su altura estard
dada por el valor de la funcién, f(cx), en ese punto. Asi, el rectangulo tiene por
base el subintervalo [z;_1, 2] en el eje X, y por altura f(c), de modo que su drea
es f(cr)Axg. Al sumar los n productos f(cx)Ax) obtenemos finalmente el area
total Sp del conjunto de rectangulos, es decir,

n

Sp = kz_:lf(ck)Axk.

y=Ax)
fie, )
f(ck) i
fiz, ) i i
fle,) 2 ! |
1y=a & X, < i Xk—fck xk Xy Cn xﬂ=b x
q_ﬂxf—n—ﬂxz—p d—ﬁxk—b ‘—ﬁlxﬂ—’

Esto es lo que se conoce como una suma de Riemann para f en el intervalo [a, b] .

El valor Sp de una suma de Riemann para aproximar el drea A bajo una curva
y = f(z) depende del nimero n de subintervalos considerados, asi como de las
longitudes Ax;, de los subintervalos. Asimismo, la seleccién de los nimeros ¢ en
cada subintervalo k determinard si los rectangulos correspondientes quedaran por

© Lorena Zogaib 19



Capitulo 1 Integracién

debajo, por encima, o cruzando la curva.

Y y=fr) 7 y=tr) 7 y=f(x)

A medida que se refina la particion P se incrementa el nimero de intervalos y los
rectangulos se adelgazan. Si la funcién f es lo suficientemente "decente", entonces
es de esperarse que la suma Sp aproxime con mayor exactitud el valor del area A,
sin importar si los rectangulos van por debajo o por encima de la curva. En ese caso,
es posible demostrar que en el limite cuando el tamafio de la particion tiende a cero,
|| P|| — 0, el valor de la suma infinita es independiente tanto de la particion utilizada
como de la seleccion de los puntos cx. Su valor es tnico y coincide precisamente
con el drea A, es decir,

n
A= ||]131|1|Ii0 Sp = nh_)ngo ; fex)Axy.
A este limite, cuando existe, se le conoce como integral definida de f entre z = a
y x = by se denota por fab f(z)dz. La notacién en términos del signo de integral
se hara evidente en la seccion 1.3, cuando estudiemos el Teorema Fundamental del
Calculo.

Definiciéon. Sea f una funcién definida en [a, b] y sea P una particién de [a, b],
con puntos de la particién xg, 1, ..., Ty, endonde a = o < 1 < ... < x, = b.
Sean ¢, € [wy_1, xk), Axp =2 — K1 Y || P|| = méx {Axy} . La integral definida
de fentre x = ay z = b es el limite

1Pl|—0

b n
/f(x) dr = lim Z f(er)Azy,
J k=1

cuando este Iimite existe. En ese caso, se dice que la funcién f es integrable, o
Riemann integrable, en el intervalo |a, b].

© Lorena Zogaib 20



1.2 Sumas finitas. Sumas de Riemann. Integral definida

Ejemplo:

Expresa el limite IIIIDiIJIm > (2¢x — 5)3Axy, como una integral definida, si P
—0 k=1

denota una particion del intervalo [0, 2].
En este caso, f(x) = (22 — 5)3, de modo que

n 2

3 (20, — 5) Ay = / (20 — 5)%da.

1Pl[—0 4=
- 0

n
El limite lim > f(cx)Axy no siempre existe, es decir, no toda funcién es
I1PI[=0 =1

Riemann integrable. El siguiente teorema establece una condicién suficiente para
que ese limite exista.

Teorema. Toda funcién continua es Riemann integrable. Esto es, si una funcién
f es continua en un intervalo [a, b] , entonces existe su integral definida sobre [a, b] .

Demostracion:

La condicién de que la funcién f sea continua en un intervalo cerrado te garan-
tiza que f siempre alcanza sus valores minimo y maximo en ese intervalo. De esta
manera, la funcién alcanzara un valor maximo, maxg, y un valor minimo, ming, en
cada subintervalo &. La suma de los productos min; Ax;, asociados con los valores
minimos es el nimero

L = min; Azq + mingAxy + ... + min,Ax,,

conocido como la suma inferior de f en la particién P, que representa el 4rea de los
rectangulos que estan por debajo de la grificay = f(z).

»=fx)

min, e L

Asimismo, la suma de los productos max; Az, asociados con los valores maximos
de la funcién es el nimero

U = max; Axq + maxoAxg + ... + max, Az,

© Lorena Zogaib 21



Capitulo 1 Integracién

conocido como la suma superior de f en la particiéon P, que representa el area de
los rectdngulos que estan por encima de la graficay = f(x).

y=Ax)

maz 1

xp=a %, x, Xpg x,=h x

De esta manera, los nimeros Ly U constituyen una cota para la suma de Riemann,
es decir,

n
k=1
La diferencia U — L es por tanto un nlimero no negativo, que representa el area de

los bloquecitos mostrados en la siguiente figura.

T % Xy onn Ey g xy=h x

A medida que ||P|| — 0 los bloquecitos se vuelven mas numerosos, estrechos y
chaparritos, de modo que la diferencia U — L se hace cada vez mas pequeia, es

decir,
lim (U—-L)=0,
[|P[|—0

o bien,
lim L= lim U.
||P||—0 [|P[|—0

En ese limite, se satisface entonces

lim L= lim chk JAz, = lm U,

||Pl[—0 IIP[—0 1Pll—

n
de modo que cuando|| P|| — 0 el valor de la suma de Riemann ) f(c;)Azy coin-
k=1
cide tanto con el de la suma inferior L como con el de la suma superior U, indepen-

dientemente de la particion utilizada y de la seleccion de los valores representativos
c. La funcién es, por tanto, Riemann integrable.

La continuidad de f en [a, b] no es una condicién necesaria para que f sea Rie-
mann integrable. El siguiente teorema establece una version menos restrictiva que
la anterior, en relacion con la existencia de la integral definida de f sobre [a, b] .
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1.2 Sumas finitas. Sumas de Riemann. Integral definida

Teorema. Si f es acotada en un intervalo [a, b] y si f es continua en [a, b], excepto
quiza en un nimero finito de puntos, entonces f es integrable en [a, b] .

De acuerdo con el teorema anterior, un tipo de funciones discontinuas que si
son integrables son las funciones continuas por tramos. En este caso, la integral
definida sobre el intervalo [a, b] puede escribirse como la suma de integrales sobre
los subintervalos de [a, b] en los que la funcion es continua. Asi, por ejemplo, si

y y=f)
f
fi(z), a<z<ec -2
flz) =< falz), c<ax<d 'J‘}/o\ f,
fa(z), d<z<b - T_j
a |'.’l d’ b x

con fy(c) # ilLI(l: fi(x)y fa(d) # liglifg(x), entonces
b c d b
dr = d d dx.
/a f(z)dx /a f1(x) 9:+/C fa(z) x+/d fs(z)dz

Un tipo especial de funcines discontinuas que no son Riemann integrable son las
funciones que no son continuas en ningtn subintervalo de [a, b]. Un lindo ejemplo
al respecto esta dado por la funcién

f(z) 1, siz esracional,
0, six es irracional.

Esta funcion no es integrable en ningtn intervalo [a, b], ya que

¥

¢ & A =1t
U= kz::lmaxk A%k —kz::l 1 A.Tk =b a, j .~ U=b-a
L=> minyAx,=> 0-Azx, =0,
k=1 k=1
Hf"[.:g
o lim U+ lm L. =
[1P||—0 IP||—0 a b x

La integral definida fab f(z)dz representa un area sélo cuando f > 0. Cuando
f puede tomar valores negativos a lo largo del intervalo [a, b] la integral definida
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Capitulo 1 Integracién

pierde su significado geométrico de area, convirtiéndose en una suma de contribu-
ciones, que puede tomar un valor positivo, negativo o inclusive cero, dependiendo
del signo de los productos f(cy)Axy.

fbf($>d$6>0 fbf(x)dx<0 ff(x)d:c:O
+ e +

También observa que si el intervalo de integracion [a, b] se recorre en sentido
inverso, es decir de b hacia a, con b > a, entonces Az, < 0y el signo de la integral
a

se invierte. Asi, por ejemplo, para f > 0 se tiene [ f(z)dx < 0.

Fi

Los siguientes ejemplos ilustran cémo utilizar las sumas de Riemann para deter-
minar el drea bajo una funcién no negativa f > 0 en un intervalo dado [a, b]. Por
simplicidad, en todos los casos supondremos que los subintervalos estdn igualmente

espaciados, es decir,
b—a
Az, = Az = ,

n
y tomaremos como ¢, al punto final del correspondiente subintervalo k, es decir,

c, =a+k Az,

como se ilustra en la siguiente figura.

—Axr—

=z °,=X Eimy £3=x, c =X =h x
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. Encuentra la integral definida de la funcién constante f(z)

1.2 Sumas finitas. Sumas de Riemann. Integral definida

Ejemplos:

= (' en el intervalo
la,b],conC > 0,b > a.

Aqui f(c) = C, y nota que Ax no depende de k. De esta manera,
b n
Cdxr= lim C Az
{ HP\HO% ;
= lim C'(Ax) Y 1
n—oo k=1 (& £
= lim C (Ax)n |
I Te] g ) 4
n—oo n a Ax b x
=lim C(b—a)= —a).

Como C' > 0, nota que C(b—a) representa el area del rectangulo entre f(z) = C
y el eje z, en el intervalo [a, b].

Encuentra la integral definida de f(x) = z en [a,b], conb > a > 0.

Aqui f(cx) = c¢i. De esta manera,

n

fxdm— lim chAx— lim ) (a+ kAz) Ax

L;;o{ (A0) 32 e £
\ 7}520{ (Az) n+ (Ax)? W} |

=

:JE&{@ (b;a)n+ (b;a)2 n(n2+1)}

) (b—a)? (n+1 B
=1 — -k
nﬂaz{a@ S G L
—_ )2 1
—ab—a)+ = i (14 5)
_ (b—a)* V¥ a®
=a(b—a)+ 5 =3 5

2 2
Aqui 5~ % representa el area del trapecio entre f(x) = = y el eje z, en el

intervalo [a, b] dado.

a

e

b

25



Capitulo 1 Integracién

3. Encuentra la integral definida de la funcién f(z) = 22 en el intervalo [a, b], con
b>a>0.

Aqui, f(cx) = (cx)*. De esta manera,

b n
22dr = lim ) Az
/ ||P||ﬁo;( )

= lim Z (a + kAz)? Az

n—oo

= lim 2sz 1+ 2a(Az)® Z k+ (Ax)? }
(n+1) t(Ax n+1(2n+1)
n—oo §)

= lim

n—oo

k=1
= lim { (Az) n+2a(Ax)*

n+2a<b—a) n(n +1) +<b >nn+1 2n+1)}
) T}LH;O{QQ(Z?—@)”(’)_“) (n—i—l) Ga?’(nl—l) <2n+1>}

1 1 1
= a*(b—a)+a(b—a)’ lim (1+—)+( ) (1—1— ) lim <2+—>
n—oo n 6 n—>oo n n—oo n

3

= a2(b—a)+a(b—a)2—|-(b 3a)
v¥oodd

T 33
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1.2 Sumas finitas. Sumas de Riemann. Integral definida

En el siguiente par de ejemplos hay que proceder al revés, es decir, te dan la
suma de Riemann y te piden reconocer de qué integral se trata. Para ello, recuerda

que
b " ;
, . ) _v—=a
/f(x) dr — Algilo g—l flex)Az, c=a+k-Az, Azx= —
Ejemplos:

n k
1. Expresa lim ) sen <—7T) . <E> como una integral definida.
n

n—oo k=1 n

. ) km i
En este ejemplo, la respuesta es bastante directa. Sea ¢, = —. Se tiene
n

km
k=" = f(cx) =sen (c) .
Como ”
ck:—ﬂ :O—l—k(z> =a+ kAuz,
n n
por lo tanto
a = 0,
Az = = b a’
n n
b = m4+a=m.
Asi,
lim zn:sen km (f) = /senx dx
n—oo 1 n n o ’
= 0
) n 4k (4 ) )
2. Expresa lim ) 4/2+ — | — ] como una integral definida.
n—oo n n

En este ejemplo hay dos respuestas, al menos, que son equivalentes entre si. La

| 4k (4
idea es identificar ¢ en la expresion lim Z 2+ — (—)
n—00 n n
flek)

4k S RN
a. Seacp, = 2+ —. Se tiene A
n

4k
Ck:2—|—; — f(Ck):\/a

Como n A
ck:2+—:2+k<—> =a+ kAz,
n n
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por lo tanto

a = 2,
4  b—
Ar = —= a,
n n
b = 4+a=4+2=

N 4k (4 6
lim g 2—|——<—)=f VT d.
n—oo 1 n n 2

4k
b. Sea ¢, = —. Se tiene
n

a=" = fla)=@+a)

Como
4 4
ck:—k:0+k‘(—> = a+ kAux,
n n

por lo tanto

a = 0,
4 b-—
Ar = — = a)
n n
b = 44+a=4+0=4.

| 4k /4 4

1.2.3 Integral definida

De las sumas de Riemann de la seccion anterior aprendimos que

b b 2 2 b 3 3
b a 9 b> a
/a‘CdI—C(b—CL), /axdl'—?—? y /aﬂfdl’—g—g

Asi, por ejemplo, la integral definida de z2 en el intervalo [—1, 2] es

2 23 (-1 8 1
2
d:—— = — — = J.
/_135 x 3 3 3+3 3

En la seccion 1.3 aprenderemos como calcular integrales definidas més generales,
sin utilizar sumas de Riemann, a partir de su conexién con el concepto de anti-
derivada.
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1.2 Sumas finitas. Sumas de Riemann. Integral definida

Nota que la integral definida f; f(z)dz es un nimero (no una funcién), en donde

x es una variable muda que puedes reemplazar por cualquier otra letra sin que
cambie el resultado. Esto es,

/abf(x) dr = /abf(t) dt.

Asf, por ejemplo, f_21 2?2 dx = f_21 t2 dt = f_21 y? dy = 3. Esto difiere del caso de
la integral indefinida | f(x)dx, que es una funcién de  (no un nimero), de modo
que

© Lorena Zogaib

[ @ # [ s

Propiedades de la integral definida
Sean f y g funciones Riemann integrables y sea k € R. Entonces,

1 [ f(z) dz = 0.

2. fab f(@)de =— [, f(z) da. Orden de integracién
3. fab k- f(x)de=Fk- fab f(x) dx. Muiltiplo constante
4. [P (f(2) + g(x)) do = [P f(z) de+ [ g(x) da. Suma

5. fabf(x) dz + [, f(2) do = [ f(z) da. Aditividad

6.minf - (b—a)< fab f(x)de <méx f - (b—a). Desig. Max-Min

7. f(x) >0, V& € [a,b] = fabf(x) dz > 0. Dominacién

f(z) > g(x), Ve € [a,b] = [ f(x) dz > [’ g(x) dz. Dominacién

Ejemplos:

. De la propiedad 4 se sigue que

2 2 2
/(g;2+2) dx:/ xzd:)s+/ 2dr=3+6=9.

-1 -1 -1

Si ffl f(x)dx =3y f_31 f(z) dz =1, de la propiedad 5 se tiene

5 5 3
/gf(x)dx: 71f($)dx— 71f(x)dx:3—1:2.

. Con la desigualdad 6 se puede demostrar que fol V14 cosx dx # 2. Para ello,

observa que el valor maximo de la funcion f(z) = /1 + cosz en el intervalo
[0,1] es méx f = /T + 1 = v/2 (cuando = = 0). De la desigualdad Max-Min se
sigue

1
/ V14 coszdr <vV2-(1-0)=v2,
0
que es un nimero menor que 2. Concluimos que fol V14 cosx dr # 2.
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Capitulo 1 Integracién

1.3 Teorema Fundamental del Calculo

El Teorema Fundamental del Calculo (TFC) establece la relacion entre los procesos
de integracion y diferenciacion. Para ello, se parte de una funcién continua f(t) en
[a, b], a partir de la cual se define una segunda funcién F'(z) como

Fla)= [ 0 ar
para cada € [a,b]. La funcién F'(z) es la integral definida de f(¢) con limite
superior variable, x.

y=A)

Frx)

Teorema Fundamental del Calculo (parte 1)

Si f es continua en |a, b], entonces la funcién

F(x) = / f(t) dt
es derivable en cada punto = € (a, b) y su derivada esta dada por

aF(z) _
dr

%lﬁ@mzﬂm

Demostracién:

Sea f continua en [a,b]. Sean F'(z) = [ f(t) dt y h > 0. Por lo tanto,

Flz+h) — F(z) = / - / ") dt = / o ar
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1.3 Teorema Fundamental del Célculo

Por la desigualdad Max-Min en el intervalo [z, z + h] se tiene

xz+h
(min f)h < / £(t) dt < (mix f)
(min f)h < Fx(a: +h) — F(x) < (méx f) h
min f < F(x+h})L_F(x) < méx f
jiymin < Jig R <
fo) < i EHN 2 g
f) < T <y
Por lo tanto, @)
dF(xz
) fa).
max j
minf : .
XI xl-‘rk ¢

Ejemplos:

1. Encuentra dF'(z)/dx, si F(x) = [ tdt.
En este caso particular, podemos encontrar dF'(x)/dx por dos métodos difer-
entes.
i) El primer método no requiere utilizar el TFC, puesto que la simplicidad del
integrando permite efectuar facilmente la integral que define a F'(x) :

dF(z) d [(z* 1 9

=—|=—-z|=2"
dx de \' 3 3

ii) El segundo método consiste en utilizar directamente el TFC, sin efectuar pre-

viamente la integral, es decir,

dF(z) d [*, 2
= — tedt = z*.
dx d:c/l v
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2. Encuentra dF(x)/dx, si F(z fe‘tht

A diferencia del ejemplo 1, aqui es imposible determinar la integral F'(z), por lo
que encontramos dF'(z)/dz directamente a partir del TFC, es decir,

xT

dF(x) . d 42 g2
e dx/e dt = e 7.
2

3. Encuentra dF(t)/dt, si F(t fe"” dzx.

Este ejemplo es andlogo al anterlor salvo que aqui se han intercambiado las
variables z y t. De este modo,

t

F 2 2
ar() (t):i/ezdx:e_t.

dt dt
¢ 3/2€2t
4. Encuentra dF'(t)/dt, si F(t
©/ i

Aqui la variable 1ndependlente t, aparece no solo en el limite superior de la
integral, sino en el integrando mismo. Se trata entonces de un producto de dos
funciones de t, es decir,

23202
\/x2+1 /\/x2+1

Asi, dF'(t)/dt se obtiene como la derivada de un producto, o sea,

F(t) =

dF(t) i eZt / dx
dt dt Va2 + 17
5

t

= e2t«i /—d:c +i [€”'] -/—$3/2 dx
dt |) Va2 +17 dt VaZ +17
5 t_ 5
_ zt.ﬂwezt./l’idx
V2 + 17 / Va2 + 17
13/22t 23202

— +2
V2 +17 ViRt 17
Nota que este resultado puede expresarse de un modo més simple, notando que
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1.3 Teorema Fundamental del Célculo

la integral en el segundo término es la propia funcién F'(t), es decir,

F 3/2 2t
AU )
dt V2 + 17

. El precio P(t) al tiempo ¢ de una maquinaria que ha sido adquirida para su renta

a lo largo de un periodo de 20 afios estid dado por

20
P(t):/ v(s)e" ) ds,
t

endonde 0 < t < 20, v(s) es la renta al tiempo ¢ = sy r es la tasa de interés
(constante). Determina como cambia el precio de la maquinaria a lo largo del
tiempo.

El objetivo aqui es determinar d P(t)/dt. Para ello, primero invertimos el orden
de integracion,

t
P(t)=-— / v(s)e™ ) ds,
20
para que la variable ¢ aparezca en el limite superior de la integral, como establece
el TFC. Luego notamos que P es un producto de funciones de ¢, dado por

P(t) = —e'". /Qtv(s)ersds.

0

s

et 2 [ /2 tv(s)e_rsds] ro e

t L,
_ _{ert. [v(t)e™™] + re™ - /2(:@(3)6—%5}
{

v(t) +r /; v(s)er(t_s)ds}

0

De este modo,

dP(t)
Cdt

SRS

t

_ o(s)e" ds}

20

t
= —v(t)—r/ v(s)e" " ds
2

0
20
= —u(t) —l-T/ v(s)e" ) ds,
t
es decir
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Una consecuencia del Teorema Fundamental del Célculo es que toda funcion
continua f(z) posee una antiderivada, dada por F(z) = [ f(t) dt, y viceversa,
cada funcién continua f(x) es la derivada de otra funcién F(z) = [ f(t) dt, es

decir,

C

inversos el uno del otro.

Las siguientes figuras ilustran el significado geométrico del Teorema Fundamen-
tal del Calculo, en donde se ha tomado f(t) = 2ty a = 1. Nota que F'(a) = 0
siempre.

© Lorena Zogaib

apitulo 1

Integracion

= f(z). Asi, los procesos de diferenciacion y de integracién son

F(z)= [ fit)dt= [ 2tdt =a®—1

y= F(x):xz_j Fix) eslaintegralde fax
5 de ia funcion fit)=2¢
-1
" Hlx)=2x
Fili=-2 Fyl)=2
-1 % a if Iox x
Fiii=ad
dF(z) d , .
) = e — 2t dt) = 2x
" y=ft)=2t e} es la derivada de
la fincidn Fi=t* -1
2x
2
Fix)
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1.3 Teorema Fundamental del Célculo

Regla de la cadena en el Teorema Fundamental del Calculo

Sea f continua. Si u(z) es una funcion diferenciable, entonces

d [@ du(x)
— t) dt = . .
o = puE) -
Demostracion:
v dF (x) .,
Sea F(x) = [ f(t) dt, de modo que o = f(z). Sea u(x) una funcién
diferenciable. Por lo tanto,
d [@ dF (u(z)) dF(u(z)) du(z) du(x)
) f)dt =—— = —2 = — == f(u(@))  ——,
en donde la segunda igualdad se obtuvo utilizando la regla de la cadena.
Ejemplo,
d [ dsenz
o V1+todt = +/1+ (senx)’-
dr J_; dx

= /1 + (senx)> - cosz.

La regla de la cadena puede generalizarse de acuerdo con el siguiente teorema,
conocido como regla de Leibniz.

Regla de Leibniz

Sea f continua. Si u(z) y v(z) son funciones diferenciables, entonces

d [ du(z)

(0 di = flu(a)) - 2 &)

de

il - (0(@))

Demostracion:

Como f es continua, podemos partir la integral en algin punto ¢ = ¢ del dominio

de f, es decir,
/ f(t) dt = / f(t) dt+/ f(t) dt.
v(z) U(l‘) c
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Capitulo 1 Integracién

Reescribiendo esta expresion y utilizando la regla de la cadena anterior, se tiene

e ” f(t)dt = %< v(z)f(t) dt+/c f(t) dt)
- - (- / £(t) di+ / £(0) dt)
u(z)
_ / F(t) di+— / () dt

= ) D gy )
Ejemplo:
d‘i 5 : cos (°) dt = cos ((22%)) - (102*) — cos ((52%))” - (1527)

= 10z cos(4z'?) — 152 cos (252°) .

Por tltimo, el Teorema Fundamental del Calculo constituye una herramienta util
para encontrar la solucion formal a problemas con condiciones iniciales, particular-
mente en el caso de funciones que no posean una antiderivada conocida, como se
ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo:

Encuentra la solucién al problema de condiciones iniciales

W TTE g2 =5

dx
Observa que no hay una antiderivada 51mple de la funcién /1 + z®. Tampoco
puedes dejar indicada la solucién como y(z) = [+/1+ 2 dz + C, ya que no

puedes determinar el valor de C' a partir de la 1nf0rma01on y(2) = 5 (no hay dénde
sustituir z = 2 en la integral indefinida). Una forma elegante de resolver el proble-
ma es la siguiente. Sabemos que

:\/1+x5 e y / \/1+t5dt

con a una constante indeterminada. También sabemos que
2
_ / VIFE dt,
a

36
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1.3 Teorema Fundamental del Calculo
de modo que
y(z) —y(2) = /x\/lJr—ﬁdt—/2\/1+—t5dt
- [ViFEas [V
= /2 CVITE dt

Por lo tanto,
y(z) :/ VITE dt +y(2).
2

Como y(2) = 5, la solucion del problema de condiciones iniciales es

y(x):/ VIt B dt+5.
2

En efecto, esta funcion y(x) cumple las dos condiciones dadas, a saber

&y = L /\/1+t5dt+5 = V1+ 25,
dx dz \ Jy

2
y(2) = / V1+t5dt+5=0+5=05.
2

Este tipo de problemas aparece a menudo en economia y en finanzas, y su importan-
cia radica en que permite encontrar la solucion, independientemente de que puedas
0 no determinar la integral obtenida.

Desde el punto de vista matematico, una de las aplicaciones maés ttiles del Teore-
ma Fundamental del Célculo es que proporciona una manera muy simple de calcular
integrales definidas, como se enuncia en el siguiente teorema.

Teorema Fundamental del Calculo (parte 2)

Si f es continua en [a, b] y F es cualquier antiderivada de f en [a, b], entonces
b
[ 1) de = PO = FO) - Fo)

Demostracion:

De acuerdo con la parte 1 del Teorema Fundamental del Célculo, sabemos que
existe una antiderivada de f, dada por G(z) = [ f(t) dt. Cualquier otra antideriva-
da F'(x) de f debe cumplir F'(x) = G(x) + C en (a,b), para alguna constante C.
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Capitulo 1 Integracién

Asi,

F(b)— F(a) = [G(b)+C]—[G(a)+C]
G(a)

G(b) —
_ /abf(t) dt—/aaf(t) it

_ / ) d.

La importancia de esta version del Teorema Fundamental del Célculo es que
permite relacionar la integral definida de una funcidn con su antiderivada. Es decir,
si f(x) = dF(x)/dx, entonces

/ab flx) do = /a” (%S:) ) dz =[F ()], = F(b) — F(a).

Asi, por ejemplo, se tiene

/senxdx:/ [M] dx =[—cosz|; = —cosm + cos0 = 2.
0 0 dz

Nota que la integral definida no lleva el término +C' que aparece en la indefinida. Si
en lugar de — cos x hubieras considerado la antiderivada mas general — cosx + C'
de todos modos se cancelaria C', ya que

/ senz dx = [—cosz + Oy = (—cosm + C) — (—cos 0+ C) = 2.
0

1.4 Sustitucion en integral definida

El método de sustitucion en integrales definidas se utiliza de manera similar al de
las integrales indefinidas, con la diferencia de que los limites de integracion tam-
bién deben modificarse de acuerdo con la sustitucién propuesta, como se enuncia a
continuacion.

Método de sustitucion en integral definida
dF (u

Sea u = g(z) diferenciable y sean f y F' tales que f(u) = T Entonces
b g(b)
[ @) 9@ do = [ 1) du=Flo)] - Flofa).
a g(a)
38
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1.4  Sustitucion en integral definida
Ejemplo:
1
Para calcular [ /1 + = dx proponemos la sustitucién v = 1 + z, de modo que
0

u=1+2 = du=dx.
Correspondientemente, los nuevos limites de integracion son
uw(0)=14+0=1, uwl)=1+1=2.

De esta manera,

2u3/2 2

/lmdxziﬁdle 4 L=§(23’/2—1)-

Nota que los limites de integracion fueron modificados, y que ademds en el resulta-
do (un nimero) no aparece el término +C'. La modificacion en los limites de inte-
gracion se debe a que la sustitucion v = = + 1 representa un corrimiento horizontal
de la grafica de la funcidn, como se observa en las siguientes figuras.

¥ ¥
2 o % lo 72 2 P

Ejemplos:

1. Calcula [ ——
1 nx—l—l)

Seau = Inz + 1, de modo que

1
u=Inzx+1 = du=—-dx
x

y los nuevos limites de integracién son

u(l)=Inl +1=1, u(e) =Ulne +1=2.
0 1

De esta manera,

€ €

/ da _/ dx/x _/2@_{_1]2__;“_1
/ x(lnx+1)2_1 (nz+1)? S v [ w, 2 =~ 2

39
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Capitulo 1 Integracién

3
2. Calcula dx
of vi+zx

Seau =1+ x, de modo que

r=u—1 = dr=du

y los nuevos limites de integracién son

u(0)=14+0=1, u(3)=1+3=4.
4

De esta manera,

3 4 4
[t [t [ (e 2] -3
) Vi+z x Vu 3 L

3. Desde un punto de vista formal, la funcién logaritmo natural In = se define como

lnx:/ 1dt,
1t

para todo x > 0. Demuestra las siguientes propiedades de Inz, para todos
a,b > 0: i)In1 =0,ii) In(ab) = Ina + Inb, iii) In (a/b) = Ina — Inb,

iv)Ina” = rlna.
1
lnlz/ 1ahfzo.
1t

ln(ab):/abldt / dt+/ Zdt.

Para la segunda integral proponemos la sustitucion © = —, de modo que
a’

1) Por definicion,

ii) Se tiene

t 1
u=- = du=—dt
a a
y los nuevos limites de integracién son
u(a) =1, u(ab) = 0.

De este modo,

ab ab b
1
/ Zdt = / 4 (ldt> :/ Lo
a . t\a 1 U
aq b1
In (ab) = / —dt+/ —du =1Ina+Inb.
1t 1 u

40

Por lo tanto,
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1.4  Sustitucion en integral definida

iii) Por el inciso anterior,

1 1
ln(%) =1In (a-g) =Ina+In (B) ,
1/b
()< [
1

Proponemos la sustitucion v = %, de modo que

con

1 1
t 12

y los nuevos limites de integracion son

u(l) =1, u(1/b) =b.

De esta manera,

1/b 1/b b
In E :/ ldt:—/ t —ldt :—/ ldu:—lnb.
b , 1 12 L u

Por lo tanto,
In (%) =Ina—1Inb.

a” 1
lnaT:/ —dt.
t

1
Proponemos la sustitucién « = t'/”, de modo que

iv) Sabemos que

1
w=t"" =  du=-tr"lgt
T

y los nuevos limites de integracion son

De esta manera,

a’ 1 1 a 1
Ina" = 7«/ — (—ﬁldt) = r/ —du =rna.
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Capitulo 1 Integracién

1.5 Aplicaciones de la integral definida

1.5.1 Area bajo una curva. Area entre curvas

Como ya mencionamos, si una funcién integrable f toma valores tanto positivos
como negativos en un intervalo [a, b], entonces las sumas de Riemann para f en
[a, b] toman en cuenta las contribuciones de los rectangulos que estan sobre el eje
2 asi como de los rectangulos que estdn por debajo de él. En consecuencia, la in-
tegral definida correspondiente es un nimero menor que el area total entre la curva

y = f(x)yelejez.

¥ ¥
y=f(x) y=fix)
MmN A
a xf x2 b x a xj A2 x2 b X

Por ejemplo, para el caso mostrado en las figuras anteriores la integral definida de
f en [a, b] estd dada por

/abf(sc)dx = / f(z dx+/ f(x dm—i—/f

= — Ay + As,
en donde
x1 T2 b
Alz/ f(x) dx > 0, AQZ—/ f(x)dx>OyA3:/f(x)d$>0

representan las dreas correspondientes a cada region. Asi, la integral definida puede
ser positiva, negativa o cero, dependiendo del valor de A; — A; + As.

Por otra parte, si lo que interesa determinar no es la integral definida de f a lo
largo de [a, b] sino el drea A de la regién entre la curva y = f(z) y el eje x en el
intervalo [a, b], el cdlculo correspondiente seria

1 T2 b
A:/ f(x) dm—/ f(x) d:c—i—/ f(x) doe = Ay + Ay + As.
T

nota este signo

42
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1.5 Aplicaciones de la integral definida

Ejemplo:

Calcula el 4rea A de la region R entre la curva y = 4 — 2 y el eje x, en el
intervalo 0 < x < 3.

Para plantear la integral correspondiente debemos determinar los subintervalos

dentro del intervalo [0, 3] en donde f es positiva o es negativa. Estos pueden obte-
nerse graficando la funcién f, como se muestra en la figura. Observamos que f > 0

en) <z <2y f<0en2<zx<3,demodo que

9 16
A =[5 (4—27) d:z::? . -
3 7 7
Agz—f2 (4—1‘2)dl‘:—(—§):§ AIR
i 2R 3 x
Az
16 7 23
A=A+ Ay =—+ - = —.
1t A=t s =3 5

Una manera alternativa de plantear este problema, que resulta més elegante y
concisa, involucra el concepto de valor absoluto. En efecto, tomando en cuenta que

w 4 4 — 27 —2<z<2
}—x{— B A r<-20x>2,

se tiene

A = A+ 4,

_ /02(4—x2)d93—/23(4—x2)dx
= /02(4—x2)d:c+/23(x2—4)d:c
= /03}4—x2}dx.

Definicién. Sea f una funcion integrable en [a,b]. El drea A entre la curva
y = f(x)yelejexenelintervalo [a,b] es el nimero no negativo

Az/ab £(2)] d.

Nota que A = fab |f(x)| do # ‘f; f(x) d:c‘ (¢es esto claro para ti?).
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Capitulo 1 Integracién

Geométricamente, la idea es convertir el integrando original, f(x), en una fun-
cion no negativa, | f(x)|, para que la integral definida de esta tltima represente efec-
tivamente un area. El resultado asi obtenido es completamente equivalente a partir
“amano” la integral original para asignar los signos correspondientes.

¥ ¥
y=itx) y=10) |

El objetivo ahora es determinar el drea A de la regiéon comprendida entre las
graficas de dos funciones integrables, f y g, en un intervalo dado [a,b], donde
f(z) > g(x) para todo = € [a, b].

¥ ¥
y=ftz) y=rtx)

y=g(x) y=glx)

)
[ o] PR R
=

@ < b x

En este caso, es posible demostrar (ver Thomas-Finney) que el drea de la region
entre las curvas y = f(z) y y = g(x) en el intervalo [a, b] es el limite de una suma

de Riemann,
n

A= lm Y [f(ex) — glew)] Ay,

I1Pl—0 4=

donde f(cx)—g(cy) es la altura del k-ésimo rectangulo encerrado por las dos curvas.
En este limite, la suma se convierte en la siguiente integral

A= / f(@) - gla)] d.
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1.5 Aplicaciones de la integral definida

Ejemplo:

Calculemos el drea A de la region R entre las graficasde y = 22 +2yy =z en
el intervalo [0, 1]. Sean f(z) = 2? + 2y g(x) = x. Para verificar que f — g > 0
en [0, 1] notamos primero que la funcién f(z) — g(z) = 2% + 2 — z no tiene raices
en los reales, de modo que nunca cambia de signo. Ademads, como sabemos que
f(0) — g(0) =2 > 0, por tanto la resta es siempre positiva. Asi, f(z) > g(x) para
todo z € RR. Por lo tanto,

¥ )«’:X2+2
1
A= [[(2*+2) — 2] dz 3 _—
0
3 271 /
3 2|,
11 g 7 %
6

En general, si no se sabe a priori cudl de las funciones f o g es la mayor en el
intervalo [a, b], el drea A de la region entre las curvas y = f(z) y y = g(x) en ese
intervalo se expresa simplemente en términos de la funcién valor absoluto, como
establece la siguiente definicién.

Definicién. Sean fy g funciones integrables en [a, b]. El drea A de la region R
entre las curvas y = f(x) y y = g(x) en el intervalo [a, b] es el niimero no negativo

A= / (@) — g(a)] d.

La integral definida también puede utilizarse para determinar el area A de la
region finita R comprendida entre dos curvas y = f(z)y y = g(z) que se intersecan
en dos puntos con abscisas x = a 'y x = b, tomando precisamente estos puntos como
los limites de integracion.
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Capitulo 1 Integracién

Ejemplo:

Calculemos el area A de la region finita R comprendida entre las curvas y = x?
yy = 2z — 2. Como se muestra en la figura, las curvas se intersecan en dos puntos.
Las abscisas de esos puntos se obtienen al igualar las dos ecuaciones, es decir,

2t =2x — 22 y=x?
st —20=0
sx(z—1)(*+2+2)=0 mz”z
Sx=0 0 z=1 —— "

Después se determina cudl de estas dos funciones toma valores mayores en el inter-
valo 0 < z < 1. Por ejemplo, en = = 1/2 se tiene (1/2)* < 2(1/2) — (1/2)2, de
modo que escogemos f(r) = 2z — 2%y g(x) = x*. Asi, el drea A entre estas dos
curvas estd dada por

Cuando las curvas y = f(x) y y = g(x) se cruzan en mas de dos puntos dentro
del intervalo [a, b], es claro que f > ¢ en algunos subintervalos y ¢ > f en otros.
En ese caso, el area total A serd la suma de las areas en cada subintervalo, como lo

muestra la figura.
y=itx)
>QO< y=gfx)

»

x

A= [[f(@) - gla)] d$+fb[g(ﬂf)—f(ﬂf)] dx
T

nota el cambio de orden en la resta

El siguiente ejemplo ilustra como encontrar el drea de una region limitada por
las graficas de méas de dos funciones.
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1.5 Aplicaciones de la integral definida

Ejemplo:

Calculemos el area A de la region R en el primer cuadrante que esta limitada por
arriba por y = /x, y por debajo, por el eje z y por larectay = x — 2.

¥

De la gréfica se observa que la funci6n superior es simplemente f(z) = /x. Sin
embargo, la funcién inferior g(z) cambia dependiendo de los valores de x,es decir,

() = 0, si0<zx<2
g\ = x—2, si x> 2.

De esta manera, el area A de la region correspondiente esta dada por

4

A=/2\/§dx+/[\/§—(x—2)] do = —.

2

En los ejemplos anteriores hemos supuesto que la region R de la que deseamos
calcular el area estd limitada superior e inferiormente por funciones de z, a las que
hemos denominado f(z) y g(z). En ese caso decimos que se trata de una region
y-simple o verticalmente simple, definida por

R={(z,y) eR*la<z<b, glz)<y< f(z)}.

¥ ¥

v=fix) 1=fix)

Region y-simple

Pero también puede suceder que la region 12 no necesariamente estd definida entre
como funciones de z, sino mas bien como funciones de y, digamos f(y) y g(v).

47
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Capitulo 1 Integracién

En ese caso, decimos que se trata de una region z-simple u horizontalmente simple,
definida por

R={(z,y) eER’|c<y<d, gly) <z < fly)}.

¥ ok
x=g0) *=f) Y
A 2 d

Region x-simple

En este ultimo caso, el area A de la region R esta dada por

En muchos casos, esta representacion puede resultar mas simple que la expresada en
términos de integrales definidas con respecto a x. Asi, por ejemplo, para el dltimo
ejercicio que resolvimos se tendria

Volveremos a este tema en el capitulo 3.

1.5.2 Valor promedio. Teorema del Valor Medio para
integrales

Para entender la definicién del valor promedio de una funcién a lo largo de un
intervalo, consideremos primero el caso de una funcién f de las variables discretas
C1,C2 .y Cp. Si f(e1), f(e2),. .., f(c,) son los n valores que toma la funcién f,

entonces su valor promedio f es simplemente la media aritmética de estos valores,

a saber,
?_ fle) + flea) +... + f(cn)
= - i
Para encontrar una expresion equivalente a ésta para el caso de una variable discreta
x primero identificamos las variables ¢y, cs, . . ., ¢, como los puntos representativos
48
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1.5 Aplicaciones de la integral definida

b—a

de una particién P del intervalo real (continuo) [a, b] y definimos como Az =
n

la longitud de cada uno de los n subintervalos de la particion.

=3 {3 ...
= S Spad Tz

—

Ax

En ese caso, el promedio f puede escribirse como

n

f= %Zf(ck) — bA_xa Zf(ck) = ﬁ Zf(ck)Ax.
k=1 k=1

En el limite cuando el tamafo de la particion tiende a cero (Az — 0, n — o0) la
suma anterior se convierte en la integral definida

_ 1 b
F=5m | #o e

Definicién. Si f es integrable en [a, b], su valor promedio en |a, b] es el nimero

b
T-5= [ f@

Para entender su significado geométrico consideremos una funcién no negativa,
f >0, en un intervalo [a, b]. La idea del valor promedio es determinar qué altura ?
debe tener una funcién constante ¥ = f en ese mismo intervalo de tal modo que el
drea Ay = f - (b — a) bajo esta funcién sea igual al drea A; = f; f(x) dx bajo la
curvay = f(x).
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Capitulo 1 Integracién

Ejemplo:

Calculemos el valor promedio f de la funcién f(z) = 22 en el intervalo [0, 2].
De acuerdo con la definicidn,

¥ y=x2
_ 1 |
f:—O 02$2d$ :
L[] 4/ pugedd
“2 3], A :
4 L .
=9 0 7 7 x
3 2
S

De hecho, observamos que la funcién f(z) = 2% alcanza su valor promedio f = %

2
en el punto ¢ = —= dentro del intervalo [0, 2], es decir,
V3
2 2\* 4 -
C) = — = —_— =/~ = .
7Y f&@) <%Q 3/

Nos preguntamos si esto es siempre posible, es decir, si para cualquier f existira

una ¢ € [a,b] tal que f(c) = f. Lamento decirte que no, como se muestra en
siguiente ejemplo.

Ejemplo:
Calculemos el promedio f en el intervalo [0, 3] de la siguiente funcién tipo es-
calén:
y
y=fix)
0 0<z<1
_ ) — — o ",
ﬂ@_{l, 1<z<3. Gl | |
i i i
0 ] 3 X
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1.5 Aplicaciones de la integral definida

Para esta funcion,

7= [
_ %{/01 f(x)dx+/13f(x)dx}
_ é{/ﬂlde+/l3ldx}

2

3

Asi, se tiene que f = 2, aunque no existe ¢ € [0,3] tal que f(c) = 2. [Yate
imaginaste cudl es la razén de esto? La funcién f(z) no es continua en [0, 3]. Eso
es precisamente lo que establece el siguiente teorema.

Teorema del valor medio (TVM) para integrales definidas

Si f es continua en un intervalo [a, b], entonces existe ¢ € [a, b] tal que f(c) = f,
es decir,

f@=5— | f)

Demostracion:
Sea
G(z) :/ f(t) dt

para todo = € [a,b]. Por el teorema fundamental del cdlculo, G es diferenciable
en (a,b), con G'(x) = f(x). Por el teorema del valor medio para derivadas, existe
c € (a,b) tal que

o Gb) — Gla)
G'(c) = P
En otras palabras, existe ¢ € (a, b) tal que
G(b) -G
o - Q=g
1 b a
= { ’ f(t) dt—/a f(t) dt}
1 b
= = i f(z) dx.
51
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Capitulo 1 Integracién

Por ejemplo, con este teorema podemos demostrar que si f es continua en [a, b
y fab f(z) dz = 0, entonces f(z) = 0 al menos una vez en |a, b].

flcr) = f(c2) =0

=)

En efecto, como f es continua en [a, b], por el TVM para integrales definidas existe
c € [a,b] tal que

fo) = —— | f@) de
-0

b—a
1

b—a
= 0.

Por lo tanto, f(x) = 0 al menos una vez en [a, b|.
1.5.3 Longitud de curvas

La integral definida también puede utilizarse para determinar la longitud L en el
intervalo [a, b] de una curva plana suave y = f(x), es decir, una curva descrita por
una funcién con primera derivada continua.

[ & X

Para encontrar la longitud L de la curva, retomamos el concepto de suma de Rie-
mann,

L= lim Ly,
IPll~0 ,; *
donde Ly es la longitud del segmento de recta que une a los puntos (zx_1, f(xx_1))
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1.5 Aplicaciones de la integral definida

y (zk, f(xr)), como se muestra en la figura.

Xy y=fix) k8 y=1ix)
LH/’ L |
/_'IJ‘:;: j‘" :
x
k |
|
| 1
: i !
a b x Z TuhTe b

La longitud L de cada segmento k es la hipotenusa de un tridangulo de lados Axy,
y Ayy. Por el teorema de Pitagoras,

L} = (Azi)* + (Ay)?,

de modo que

Ly = WMV (8.
Ayk

Ayk)
L= lim E Ax
IPl|=0 <Axk k-

Por tltimo, en el limite cuando HPH — 0 se tiene Az, — 0. En ese caso, es

posible reemplazar —— por la derivada f’(cy), y la suma por una integral definida,

-/ ST @ de

Definicién. Si f es una funcion continua en [a, b] y diferenciable en (a,b), la
longitud L de la curva y = f(x) en este intervalo es la integral

- [ rer

A T,
obteniendo
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Capitulo 1 Integracién
Ejemplo:

Calculemos la longitud L de lacurvay = %553/ Zenelintervalo 0 < 2 < 1. Como
f(z) = 32*2, por lo tanto f'(z) = 32/ Asi,

w| oo wl oo

1.6 Integrales relacionadas con las funciones trigonométricas
inversas

El objetivo de esta seccion es deducir las formulas de integracion para las funciones
trigonométricas inversas, ya que seran utilizadas en la seccién 1.7. Para ello, discu-
tiremos brevemente su definicion y algunas de sus propiedades importantes.

Las funciones trigonométricas son periddicas y, por tanto, no son inyectivas; en
general, tampoco son sobreyectivas. Sin embargo, es posible definir un dominio
e imagen (rango) limitados en donde éstas sean biyectivas, de tal modo que pueda
asocidrseles una funcion inversa. Al respecto, a continuacién se muestra las graficas
de las funciones trigonométricas y sus correspondientes inversas.

fil=n/2,7/2] = [-1,]] fre[=1,1] = [-7/2,7/2]
f(z) =senz fHx) =sen'x

1 5 o
/ 2
0 = x
2 _E
L L 2
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1.6 Integrales relacionadas con las funciones trigonométricas inversas

[ [0777 - [_17 1] fil : [_1> 1] - [Ovﬂ-]
f(z) = cosw f(z) =costz

el
]
““\N\
o
1
1
1
1
1
.
[=ET
Lol
1
1
1
]
1
1
i
1

f:(0,7)—R LR — (0,7)
f(z) = cotx fYx) =cot 'z

f:00,m/2)U(n/2,7) — (—o0,—1] U[l,00) f~':(—00,—1]U[1,00) — [0,7/2) U (7/2,7)
f(x) =secx “Hz) =seclw

¥ -

A\
—— —

0

=1
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Capitulo 1 Integracién

f:=m/2,0)U(0,7/2] — (—o0,—1]U[1l,00) f~1: (=00, —1]U[1,00) — [-7/2,0) U (0,7/2]
f(x) =cscx “Hz)=csc

¥

I\

¥ .
¢

.

ol

La siguiente tabla muestra algunos valores importantes de las funciones trigonométri-
cas para angulos entre 0 y 7.

. ggdos . ragiams senf | cosd tan 6 cot 6 secH | cscf
0 0 0 1 0 00 1 00
300 | w/6 | 12 | V3/2 | 1//3 V3 2/V3 2
45° | w/4 | 1/V2 ] 1/V/2 1 1 V2 V2
60° | w/3 | V3/2| 1/2 V3 1//3 2 2/V/3
90° | /2 1 0 +00 0 400 1
120° | 27/3 | /3/2| —1/2 | =3 | —-1/vV3| -2 |[2/V3
135° | 3m/4 | 1/3/2 | =1/vV2| -1 —1 2 | V2
150° | 57/6 | 1/2 | =v3/2 | =1/vV3| —V3 | =2/V3]| 2
180° s 0 -1 0 Foo -1 | +o0

Usando esa tabla se pueden calcular los valores de las funciones trigonométricas

inversas (angulos), como se muestra en los siguientes ejemplos:

a) sen~! <

b) cot! (\/§) =

A partir de su definicion como funciones inversas, puedes realizar distintas ma-
nipulaciones algebraicas con las funciones trigonométricas inversas, como se mues-

5)-

tra a continuacion.

© Lorena Zogaib
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1.6 Integrales relacionadas con las funciones trigonométricas inversas
Ejemplos:

2
1. Seay = sen* (§> . Encuentra: a) cosy, b) tan y.

2
Como y = sen* (5)

J.seny = g 3
De acuerdo con la figura, 2z
V5 ¥
a) cosy = —
5

b) tany = —
T

2. Demuestra que sen (tan_l E) "

3 2249

X
Seaf =tan~' =
ca an 3

cotand = z
De acuerdo con la figura, x
senf = ———
z?2+9
: ( EEam <
J.sen (tan” ¢ ) = —F—.
3 249
3. Calcula csc™1(2). (¢Podrias obtener la respuesta con una calculadora de bolsi-
110?).
De acuerdo con la figura, Z .
1
csc1(2) = sen™! <§) = % = 30°. /{
N}

Debes tener mucho cuidado de no inventar propiedades en relacién con las fun-
ciones trigonométricas inversas. Por ejemplo, si bien en el caso de las funciones
trigonométricas simples (no inversas) se cumple una propiedad tal como

1
sen ()

csc(x) = )
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Capitulo 1 Integracién

no existe una propiedad equivalente para las trigonométricas inversas, es decir,

1
-1

csc”(x) # —

sen~! (z)

como se observa claramente en el problema 3 anterior. También nota que las fun-
ciones trigonométricas Yy las trigonométricas inversas no son reciprocas entre si, es
decir,
1

senx’
No olvides que sen'z es un dngulo, mientras que sen x es un nimero.

sen” 'z #

Tomando en cuenta que las funciones trigonométricas inversas representan an-
gulos, y en vista de que la suma de los dngulos internos de un tridngulo es 7, por lo
tanto se cumplen propiedades tales como

-1 -1 m
sen” x4+ cos T = —
2
-1 -1 n
tan” "x +cot Tx = —
2
-1 -1 m
seC "x+csc Tx = 5
Asimismo, tomando en cuenta que sen 'z, tan~! 2 y esc~  son funciones impares
(ver graficas correspondientes), es decir que cumplen la condicién f(—x) = — f(x),
se tiene
sen '(—z) = —sen 'z
tan '(—2) = —tan 'w
csc H(—x) = —csc i

Si deseas conocer algunas otras propiedades adicionales, te recomiendo consultar
alguno de los libros de texto (por ejemplo, el Thomas-Finney).
Derivada de las funciones trigonométricas inversas

Para obtener las férmulas de derivacion para las funciones trigonométricas inver-
sas utilizamos diferenciacion implicita, auxilidndonos graficamente con tridngulos,
como se muestra a continuacion.

y =sen lx

seny = x
dy !
cosy - — =1 x
gx
dy _ 1 v
dr  cosy >
dsen~'z 1 1-x
= .z <1
dx V1—22
58
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1.6 Integrales relacionadas con las funciones trigonométricas inversas

y=tan" '
tany =z

sec’y - — =1

dr  sec? Y

dtan~'x 1
= , r€R
dx 2 +1
X
y:sec_lx 1 e x2_1
sec Yy =1x
d i
secy tany - Y _ 1
dx
dy 1
dr  secy tany > v
Cdsec'z 1 2] > 1 7 x<0 y
de || V/aZ—-1 K y
En resumen, se tiene
dsen 'z 1
— = lz] <1
dx V1—2a2
dtan~!x 1
_— = — eR
dz 1+ 22’ v
dsec™ 'z 1
—_— = |z| > 1.

dx B |93|\/x2—1’

Como ejercicio de practica te recomiendo demostrar las tres férmulas restantes, a

saber,

deos™'z 1 .
i T e s
dcot ™'z 1
e o _—_ 2eR

dx 14+ 22 v
desc'z B 1 2 > 1

dx B |9:|\/x2—1’

59
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Capitulo 1 Integracién

Los resultados anteriores se generalizan de la siguiente manera.

Derivadas de las funciones trigonométricas inversas

Siu = f(x) es una funcién diferenciable, entonces

dsentu du/dx dcos™tu du/dx
= s Jul < 1, =— ,Jul <1
dx V1—u? dx V1—u?
dtan=tu du/dx dcot™tu du/dz
dx B 1+u2’ueR’ dx __1+u2’uER
dsec™lu _ du/dx > 1, desc'u du/dz > 1

dx lu| Vu2 — 1’ dv lu| Vu2 — 1’

Ejemplos:
dsen—1 (23 312 322
1 ndi:c@) _ L = o si laf] < L es decin si
1 —(23)
—l<z<l
dcos™ (1 1 1
5 cos—(nx) _ _& = ————— |lnz| < 1, es decir, si
dx 1— (lnx)z z\V/1—1nx

el<z<e.

dtan™! (cos z) —sen sen x
3. = = — , tod R.
dx 1+ (cosz)? 1+ cos2 g PAAI000T <
d -1/, x T 1
4. secd (c?) = ¢ = ——= ,sie?® > 1, esdecir, si z > 0.
T el Vel
s dcsct (—229) B B —1024 B 5

e | =235 4/ (—225) — 1 o] VAT =T

si |—22°| > 1, es decir, siz < 275 02 > 271/,
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1.6 Integrales relacionadas con las funciones trigonométricas inversas

De las férmulas de derivacion anteriores se deducen las siguientes formulas de
integracion.

Integrales que conducen a las funciones trigonométricas inversas

Siu = f(z) es una funcion diferenciable y a > 0 es una constante, entonces

/d—u = sen ! (g>+C’ lul < a
Va2 — w2 a ’

d 1
M ! (2>+C’, uelR
u? + a? a a

1
= Zgec!

U
/ uvu? — a? a

E)—FC’, lul > a.
a

Ejemplos:

T x
1. —:sen_1<—>+0, ara |z| < 4,0 sea, —4 < z < 4.
I = 1) G rmlo

2. fl\/f\ﬁ \/L [sen— x]i{\/f sen~! (?) —sen™! (%)
‘m om._w
L
Bwdx dx 3 2z dx 3 du 3

W

3
= ésem*1 (2?) + C, para |z%| < 1,0sea, -1 <z < 1.

dx 1 1 du 1 U
4 — - —:_t -1 _
f3—|—4x2 2f 2f3—|—u2 23 <\/§)+C
1

2x
= ——tan! + C,paraz € R.
23" (ﬁ)

2
SfQ/f \/7 [sec1\zc|]2/f—sec1(\/5)—sec_1(%>
_r_T_T
46 12
dx dx du (U
6. 6x+13_f(g;_3)2+4 fu2+4 3% <2>+C
1 (=3
—Etan ( 5 )—I—C’
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Capitulo 1 Integracién

1.7 Técnicas de integracion

Ademas del método de integracion por sustitucion de las secciones 1.1.2 y 1.4 exis-
ten otros métodos alternativos de gran utilidad. A continuacion describiremos al-
gunos de los mds importantes.

1.7.1 Procedimientos algebraicos

Los procedimientos algebraicos suelen utilizarse en combinacion con cualquiera de
los otros métodos. La idea es poder reescribir el integrando de tal forma que éste
presente una forma mas manejable para su integracion. Entre los diversos procedi-
mientos a seguir, se destacan los siguientes.

i) Reduccion de una fraccion impropia

32 -7
Por ejemplo, considera | % dzx. Como el integrando es una fraccién im-
x

propia (grado del numerador > grado del denominador), €ste puede separarse en un
polinomio mas una fraccion propia, mediante el cociente de los polinomios:

r—3
3z +2 |3x2 — Tz
—3x2 — 2z
—9z
9x + 6

6

3x2 — Tz 6
G . _ d
/3x+2 ’ /(x 3+393—|—2) v
6 3dx
_ do — o
/x T /3dx+3/3x+2
22

= — —3zx+2In|3z+2|+C.

Asi,

2
ii) Separar fracciones
) ) 3r + 2 .
Por ejemplo, considera [ Winwr dx. Aqui el numerador puede separarse en
-

dos términos, quedando

Srt2 g = B/de+2/;dx
Va2 Va2 Va2

3/ 2y +2/ L4
— — dx — dx
2v1 —a? V1—2?
= —3V1—2242sen oz +C.
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1.7  Técnicas de integracion

iii) Completar cuadrados

dx
Por ejemplo, considera [ ————. Completando cuadrados en el denominador
V8r — x?

obtienes

B 1 (x—4
= sen < 1 )—l—C.

2
Por ejemplo, considera [ <\/E + — | dx. Aqui no funcionaria una sustitucion
x

iv) Desarrollar potencias

de la forma u = +/x + 3/, ya que du no esta en el integrando; esto es, la in-
tegral no es de la forma f u?du. En este caso, basta con desarrollar el cuadrado,

obteniendo
3\ 2 6 9
/(\/E—FE) dx /(x—i-%—'—ﬁ)dx

2
9
& + 12z — =+ C.
2 T

v) Sumar 0 o multiplicar por 1
x

Por ejemplo, considera | 1 dz. Al numerador en el integrando puede sumarse-

I’ —_—
le 0, mediante el siguiente truco:

/ v dr = /93——1+1d$
rz—1 r—1
z—1 1
= /x—1d$+/x—ld$
1
= d d
/ +/:c—l

= x+njz—1]+C.

Como un segundo ejemplo, considera f sec x dx. Multiplicamos por 1 el inte-
grando, de la siguiente manera:

secx + tanx
secx dr = secy - ———  dx
secx + tanx

/seczx+secxtanx
secx + tanx
= In|secx + tanz| + C.

T
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Capitulo 1 Integracién

vi) Utilizar identidades trigonométricas

Por ejemplo, considera f (secx + tan x)z dz. Desarrollando el cuadrado, obte-
nemos

/ (secx +tanx)* dr = / (sec® x + 2secx tanx + tan’ x) du
= / (seczx + 2secxtanz + (sec? z — 1)) dx

= /(2sec2x+2secxtanx—1) dx
= 2tanx +2secx —x + C.

1.7.2 Integracion por partes

El método de integracion por partes suele utilizarse cuando el integrando consiste
en un producto de dos funciones, es decir, para integrales del tipo [ f(z)g(x)dx
(recuerda que [ f-gdx # [ fdx- [ g dz).Pero no siempre que tengas un producto

de funciones se utiliza este método. Por ejemplo, la integral [ ze® dr debe verse
como una de la forma [ e“du y no como la integral de un producto.

El método se basa en la derivada de un producto, con el siguiente razonamiento:

W:ﬂ)ﬁﬂ“() (@)

/d[f(zlg(x)]daj _ /f dx+/f
[ = [, [ gy
[ t@g@is = sl - / F(@)g(x)ds

Observa que la dltima expresion deberia contener un término +C' por la integral
realizada, pero éste suele omitirse. Por ultimo, definiendo

se tiene
du = f'(z)dx, dv= ¢ (z)dx,
y el resultado anterior se convierte en

/udv:uv—/vdu.

Esta dltima se conoce como la férmula de integracion por partes.
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1.7  Técnicas de integracion

Foéormula de la integracion por partes

Sean u, v, funciones diferenciables de x. Entonces

/udvzuv—/vdu.

Ejemplo:

Consideremos la integral | = cosz dx e identifiquemos las funciones u, v, como
se muestra a continuacion,

U=z —  du=dzx
dv=-cosx dr — v =senx.

De este modo,

/x(cosx dx) :xsenx—/senx dr = x senz + cosx + C

T 1 [ 1
u v

u dv v du

En general es muy importante seleccionar adecuadamente las funciones wu, v. Por
ejemplo, sien [ x cosa da hubiéramos propuesto

u=cosr — du= —senxzdx

113'2

27
la nueva integral seria mas compleja que la original

dv=xdr — v=

z? z?
/cosx (xdx) = 5 cosz —/3 (—senx) dx =777

En ejemplos como el anterior, la idea consiste en ir reduciendo el grado de las
potencias de x, en lugar de incrementarlo, como ocurrié en la segunda seleccion.
De hecho, el método puede utilizarse repetidamente, hasta llegar a reducir el grado
de x a un valor que nos permita ya la integracion directa (€sta, sin embargo, no es
una regla general).

Ejemplo:

Considera la integral [ z%e~*"dz. En este caso, conviene proponer

u = x? —  du =2xdzx
6—3:1:
dv=e%dr - v=—,
-3
65
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Capitulo 1 Integracién

de modo que

673:10 673z
/x263"”dm = (2% ( 3 ) - /( 3 ) (2x) dx
2 ,—3x 2
— —x 63 +§/$€_3Id$.

Ahora vuelves a aplicar el método de integracion por partes a la integral que te
quedo, proponiendo

€—3z
dv=e3dor —- v= —3
de donde
2 —3z -3z —3x
/x26_3xdx = = 63 + - |(2) (6_3 ) — / <6_3 ) dx}

x2€—3x

3

x2€—3z 2$€_Sx 26—351:
— 48 - - +C.
3 9 27

2
3_
x2e3® 2 ge3® 1 5
- AR = [ e37g
3 +3_ 3 +3/e x}
g_
3

La integracion por partes también puede utilizarse en algunas integrales en donde
el integrando contiene una sola funcién, y no un producto de dos funciones.

Ejemplo:

Considera la integral [ Inz dz. En este caso propones

u=Ilnzx — du:%d:c
dv=dr — wv=u,

/lnxdx = (Inz) (x)—/(x) G) dx
_ xlnx—/d:p

= zgzlhe—ax+C.

de donde

A continuacién mostramos un ejemplo de otro tipo, en que la integral por partes
es funcion de la propia integral original.
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1.7  Técnicas de integracion

Ejemplo:

Considera [ e” senx dz. Aqui podemos proponer
u=e" —  du = e"dx
dv=senxdr — v=—cosxz,

de modo que
/e"” senz dr = —e*cosz + /e"” cosz dzx.

Volvemos a integrar por partes, proponiendo

u=-e" —  du=e"dx

dv=cosxdr — wv=senx
(jcuidado! si propones u = cosx y dv = e”dx vuelves a regresar a la integral
original) y asi

/ez senx dr = —e® cosx + e* senx — /ex sen x dx,
de modo que al agrupar los términos con [ e” senx dx se obtiene
2/6”” senx dr = —e* cosx + e* sen x,

de donde se concluye que

—efcosx + e¥ senx
/emsenxda}: + C.

2

El método de integracion por partes también se aplica en integrales definidas,
como se muestra a continuacion.

Ejemplo:

. 1
Considera fo xe?® dx. En este caso,

1 1 1
1 1
/ re® dr = —xe*®| — —/ e** dx
0 o 2Jo

2
1 S B
— _l,€2:v - _€2z
2 o 4 0
1 1 !
_ (51,621‘ _ Ze2z) O

1 1 1 1 1
= (5'1'62—162)—(5'0'60—160)21(624—1).

(Coémo seleccionar © y dv en una integral por partes? Existe una regla simple
para establecer el orden de seleccion de la funcién u sobre la diferencial dv resumida
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Capitulo 1 Integracién

en la palabra ILATE, en donde cada letra denota la funcion prioritaria (de izquierda
a derecha): I=inversa, L=logaritmica, A=algebraica, T=trigonométrica y E= expo-
nencial. Por ejemplo, en [ 23 sen'z d la seleccién debera ser u = sen™'x.

1.7.3 Fracciones parciales

El método de fracciones parciales o método de coeficientes indeterminados se uti-
liza para integrar funciones racionales de la forma f(x) = p(x)/q(z), donde p y
q son polinomios en la variable x. La idea es escribir esta fraccion en términos de
fracciones mas simples, con denominadores de grado 1 o 2. Por ejemplo,

—215 4+ 3x2+1 1 1
/ v o d:c:/ 20?4 24T — o dz
J x — z3 . r xz+1 11—z

-~

integral fea integrales bonitas

Para ello, se llevan a cabo los siguientes pasos:

Paso 1. Si f es una fraccién impropia, se efectia la division para obtener la suma
de un polinomio mas una fraccion propia. Por ejemplo,

—22° 4+ 322 4+ 1 322 —2r+1
flz) = —— =2 ———
T — X \Tf—" Tr— X
polinomio

fraccién propia

Paso 2. Si f = p/q es una fraccién propia, se factoriza ¢(x) como el producto
de factores lineales, o factores cuadraticos irreducibles. Por ejemplo,

3r2 -2z +1 A 3x2 — 27z +1
r—28  r(l+z)(1-2)
Paso 3. Para cada uno de los factores obtenidos en el denominador se introducen
coeficientes indeterminados, como se muestra en los siguientes ejemplos:

a) Factores lineales distintos:
p(z) A B C

t(1+z)(l—2) = 1+xjL 1—x
b) Factores lineales repetidos:
plx) A B N C
(z+1)23 z+1 (z4+1)7° (z+1)°
¢) Factores cuadraticos irreducibles distintos:

p(z) _Az+B Czx+D

(22 4+ 1) (22 +2) 2241 2 +2
d) Factores cuadraticos irreducibles repetidos:

plx) Az+B Caz+D Ex+F

+ .
(22 4+ 1)3 2 +1 (22 4+ 1)2 (2 + 1)3
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1.7  Técnicas de integracion

Asi, por ejemplo, si p(x) es un polinomio de grado menor que 7, entonces

p(x) A+ B C D E Fz+G

= —— + + .
r(x=3)(x+132+1) = -3 z+1 (2+1)° (x+1)> 22+1

Paso 4. Se calculan los coeficientes indeterminados A, B, C,..., sumando nueva-
mente las fracciones parciales e igualando el numerador con p(z), como se muestra
en los siguientes ejemplos.

Ejemplos:

or — 3
1. Encuentra | ———— dx.
J x?2—2r—3
En el integrando se tiene una fraccién propia, por lo que efectuamos directamente
la descomposicion en fracciones parciales, dada por

or — 3 or — 3
x? —2x —3 (x —3)(z+1)

A B
x—3+fc—|—1
A+ 1)+ B(z — 3)

(x—3)(z+1)
(A+ B)x+ (A—3B)
2 —21—3 '

Comparando el ultimo término con el primero tenemos

A+B=5
A—-3B = -3,
de modo que A = 3y B = 2. De esta manera,
S5r —3 3 2

x2—2x—3_x—3+x+1'
Por lo tanto,

S5z — 3 3 2
/x2—2x—3dx N /x—3dx+/x+1dx
= 3|z -3|+2Injz+1]+C
= In|(z—3)°(@@+1)°|+C
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—22° + 322 +
_ xS

1
2. Encuentra [ dx (ejemplo inicial de esta seccion).

En el integrando se tiene una fraccidon impropia, por lo que primero efectuamos
la divisioén de polinomios, obteniendo

—22° + 327 + 1 22+2+3x2—2x+1
=2z _—
T — x3 T — x3

De esta manera,

— 95 2 2 _
/ 22° 4 3x +1dx:/(2x2+2+3x 2x+1> .

T — x3

Ahora efectuamos la descomposicion en fracciones parciales de la fraccion propia
en el integrando. Para ello, escribimos

3z2 —2x+1 32 —2z+41
r— a3  z(1+a)(1 - )
A B C

—+ +
x 14+z 11—z
A(l+z)(1 —z)+ Ba(l —z) + Cx(1 + x)
z(14+z)(1 —x)
?*(-A-B+C)+z(B+C)+ A
z(l+z)(1—x) '

Comparando el ultimo término con el primero tenemos

A =1
B+C = =2
—-A-B+C = 3,
demodoque A=C=1y B = —3. Asi,

322 —2rx+1 1 3 1

x — a3 o 14z 1-—2z
Por lo tanto,

—22° 241 1 1
/ vAsT Al / SYIID S R dx
T — 23 r 1+z 1—=x

213
- 7+2x+ln\x|—3h1\1+x\—ln|1—x|—|—C'

3

2
= %+2x+ln

T

Gxara—o|
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1.7  Técnicas de integracion

6x
3.E t — duz.
ncuenrafx2+4x+4 x
Se tiene una fraccion propia. De esta manera,
6z 6z A N B Alx+2)+B Ar+(2A+ B)
2 +4dr+4 (2422 242 (z42)° (@422  2?+4z+4
Comparando términos, tenemos
A =6
2A+B = 0,
demodoque A =6y B = —12. Asi
6x 6 12

2 +4r+4 z+2 (x+2)2'

Por lo tanto,

6x dx dx 12
———dr =6 —12 | ——— =61 2 — +C.
/w2+4x+4 . /x—I—Q /(gg+2)2 njr+ |+93+2+

4. Encuentra [ poa dz.
Se tiene una fraccion propia. De esta manera,
4 B 4 y A N B n Cx+ D
-1 (a—-1D)(z+1)(22+1) -1 x+1 2241
_ (A+B+0)a*+(A-=B+D)2*?+(A+B—-C)z+(A—B—D)
Q rt—1 )
Comparando términos, tenemos
A+B+C=0
A—B+D=0
A+B—-C=0
A—B—D=4,
demodoque A=1,B=—-1,C=0y D = —2. Asi
4 1 1 2

x4—1:x—1_x+1_x2+1.
Por lo tanto,

4 1 1 1
/ dr = / dm—/ d:z:—2/ dx
x4 —1 z—1 z+1 241

= Injz—1]—Injz+ 1| - 2tan 'z +C

z—1

= In
z+1

‘—2tan1x—|—0.
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Capitulo 1 Integracién

Por dltimo, a continuacién deduciremos una férmula general para encontrar | —,
a? —u

con a # (0 una constante. Se tiene,

1 A B Ala+u)+Bla—u) (A—B)u+ (Aa+ Ba)

a2—uw?2 a—u at+u  (a—u)la+u) a? — u?

Comparando términos, tenemos

A—B=0
Aa+ Ba =1,
1
de modo que A = B = —. Asi,
2a
IR N U W
a2—u2 2a \a—u 2a \a+u/) "
Por lo tanto,
/ du B l du +i du
a?—u2 2a) a—u 2a) a+u
1 1
= —2—aln|a—u|+%ln|a+u\+0
1
= —1In (85 +C.
2a a—u
Asi, hemos obtenido la siguiente férmula
du 1 a-+u
/—a2_u2—%ln u—u —|—C
Ejemplos:
d 1 7 1 7
l.f xzz In Vita +C = In T+ V7 +C.
e N A BV 2T | =T
et dt et dt 1. |4+¢€ 1. |et+4
2. = =-1 C=-1 C.
Iw=a =I5 @p 8“'4—&+ S P
dx e* dx du 1 14+u 1 14 ¢
3. = = = | C=—-1
fez—eﬂ f(eff)2_1 fu2—1 2111—ujL R
C
72
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Capitulo 2
Formas indeterminadas e integrales
impropias

2.1 Formas indeterminadas. Regla de L’Hopital

Cuando estudiaste el concepto de limite en tu primer curso de Célculo segu-
ramente te enfrentaste al calculo de limites tales como

L 22 —1 , S5 — 3 . senx
lim ,  lim ———, im , etc...
z—1 r—1 T—00 3;‘2 -+ 2x —+ 1 z—0 X

que eran de la forma 0/0 o co/oco. Estos son casos particulares de lo que se
conoce como formas indeterminadas, que en ejemplos como los anteriores
pueden calcularse mediante simples manipulaciones algebraicas o geométri-
cas. Sin embargo, no siempre es posible aplicar estos métodos en el caso
general, de modo que es util contar con alguna técnica alternativa.

A continuacién veremos un método muy util para calcular el limite en
formas indeterminadas, conocida como la regla de L Hopital, utilizada para
calcular limites de la forma 0/0, es decir,

{ M a) =g(a) =
ti S (@) = g(a) =0,

Regla de L’Hopital (forma débil)
Suponga que f(a) = g(a) = 0, que f'(a) y ¢'(a) existen y que ¢'(a) # 0.
_f

Entonces
i L) _ f1(@) (a)
r—a g(ﬂf) g/(JZ’) r=a g/(a> '

Demostracion:
L@@ f@) - f)
f/(a>:a:—>a r—a - lp—t—a :h,mfx)_f(a): 1f @
gla) o g =@ e gl@)—gla)  =agla) - gla) e glo)
z—a X —aQ r—a
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Capitulo 2 Formas indeterminadas e integrales impropias

Ejemplos:
2_4 2

| lm L2y

=2 T — 2 1],

1
) lim\/1+x_1é 21+ 2 _ 1
T 250 €T 1 2"
=0

3 lim Senw  cos¥ _ L

z—0 xXr 1 =0
4 m Sx—senxé 3 —coszx _ o

x—0 €T 1 Y

La forma débil de la regla de L’Hopital falla cuando al derivar vuelve a obtenerse

, como por ejemplo,

r—senx  1—cosx

lim =777
z—0 3 32

=0

En ese caso, es necesario reemplazar la regla de L’Hopital por la siguiente version.

Regla de L’Hopital (forma fuerte)

Suponga que f(a) = g(a) = 0y que f y g son diferenciables en un intervalo
abierto / que contenga al punto a. Suponga también que ¢'(x) # 0 en I, para todo
x # a. Entonces

@)

Ver demostracion en el apéndice B.

Ejemplos:

. x—senx ., l—cosx ., senx ., cosz 1
l. lm—— = lim——— = lim = lim = —.

x—0 3’;3 z—0 33’;2 x—0 63’; z—0 6 6

1-— 0

2. lm—— BT Ly, BT P

—0 1 + 2 z—0 1 4+ 2x 1

74
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2.1 Formas indeterminadas. Regla de L."Hopital

La regla de L’Hopital deja de utilizarse en el momento que ya no se tiene un

limite de la forma o Asi, el mal uso de la regla en el ejemplo 2 te llevaria a que

SenT i cosr 1 "
_2 CICIRY

= lim
1+2x  a2—0 2

o 1—cosz .,
i Im———— = lim
z—0 x + :132 z—0

Es posible demostrar que la regla de L’Hopital también se aplica directamente a
limites de la forma —. Por ejemplo,
00

, 1
VG e T

Asimismo, se usa para calcular limites indeterminados de la forma 0 - co, o bien,

0.

- ) 0 oo ) ) )
00 — 00, reescribiendo primero estos como o 0 —, como se ilustra a continuacion.

00
Ejemplos:
, _ ., T L, 1

1. lim ze 2* = lim — = 1i = 0.

T—00 z—00 2% z—o0 2e2%

Inz 1/x

2. llm zlnz = llm — = lim / 2:—11m33:

z—0t z—0t 1/11} z—01 —]_/ZL' z—0t

z—(—00) z—(—00) e z—(—00) 2e2r

(5=)
In (1 + 3¢ %
3. lim  [e%In(l+3¢%)] = lim {M]é lim  — 3¢/

3
— lim —— =3
:pﬂl(gloo) 1+ 3e2r

1 20 1 -2 —2%1n 2
4. lim (— - —) = lfm Lim === = 2 =1In(1/2).
x—0 €T €T x—0 x z—0 1

Adicionalmente, la regla puede utilizarse en combinacién con las propiedades
del logaritmo, para calcular limites indeterminados del tipo oo, 0° 0 1°°, como se
muestra a continuacion.

Ejemplos:
Lo (42 . 2%In2
. 1 , z\1/z , (1+27) lim (1+27) L lim
1. Um (14 2%)Y% = lim 029" = [fm e~ = erooe 7 = garoo 1327
Tr—00 T— 00 T— 00

: In2
— e = 2 = 9,

, , 2 , z2 , 2 lim (zzlnz)
2. lim (z°)° = lim 2% = lim ™% = lim &% "% = a0t
z—0t z—0t z—0T z—0t
—1 2
lim 1oz lim —&— — lim Z-
— e(['—)0+ z=2 é eacg>0+ —2273 = e z—0t 2 = 670 = 1
75
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Capitulo 2 Formas indeterminadas e integrales impropias

, T\* , @ , , InQtry)
3. lim (1 + —> = lfm A+7/2)" = 1{m er(47/2) = Jfm ¢~ v
T—00 T T—00 T—00 y—0+
lim BQtry) lim 1_+Tfy_ lim —I—
—evy—ot VY = g y—ot R e y—ot e e’.

4. La funcién CES (Constant Elasticity of Substitution) w : R2 — (0, c0) estd
dada por
w(scl, 1’2) = ((Sll’f + (52375)1//) ,
en donde 01,05 > 0y p # 0. Demuestra que si d; + 6o = 1, entonces en el limite
p — 0 esta funcion se convierte en una Cobb-Douglas, es decir,

})fg% w(zy, vy) = 2 ay.
Si sustituyes directamente p = O enw = (8,2 + d525)"/? obtienes (01 + 65)> = 1,

que es una forma indeterminada y puede calcularse con la regla de L’Hopital.
Para ello, primero escribimos

lfm_Inw
lim w = lime™* = e»=0
p—0 p—0
Ahora bien,
Iim lnw = lim In (624 + 52935)1#)
_ i (B +0aD)) g (3 Gral + 0arh)
g0 511./11 + 521‘5

Como da”/dx = a*Ina, para a > 0, se tiene dip (0;20) = d;2f Ina;, y asi

lim Inw = lim 0127 In 2y + daah In a9
p—0 p—0

(51.7}/1) + (52%5

_ O11Inzy + 0y In s _ lnx‘ls1 —I—lnxg2 I (x‘lslx?) '

(51 + (52 1
Concluimos que
, lim Inw In (251 02
lIimw=e~" = en(‘rl ) ).

p—0

Para concluir, es importante recalcar que la regla de L’Hopital sélo se apli-
ca para calcular los limites de las formas indeterminadas ya mencionadas, y no
para hallar cualquier limite que se nos presente. Por ejemplo, para demostrar que

lim+ (zcel/ x) = oo si puede usarse la regla de L’Hopital, ya que es de la forma 0- co,
z—0

mientras que para justificar que lim (xel/ x) = 0 no puede aplicarse la regla, ya

z—0~

que es un limite directo del tipo 0 - 0 (y no una forma indeterminada).
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2.2 Integrales impropias

2.2 Integrales impropias

Las integrales que vimos en el capitulo 1 debian cumplir dos requisitos. Primero,
que el dominio de integracion [a, b] fuera finito. Segundo, que la funcién f en el
integrando fuera acotada en [a, b]. En muchas aplicaciones aparecen integrales que
no cumplen una o ambas condiciones, y €stas se denominan integrales impropias.

Una integral impropia es una integral con limites de integracion infinitos (tipo 1),
o bien, es la integral definida de una funcién que se vuelve infinita en algin punto
dentro del intervalo de integracion (tipo 2). Una integral impropia se calcula a partir
de una integral propia, como se expone a continuacion.

Definicion. Integrales impropias tipo 1 (dominio infinito)

(a) Si f es continua en [a, c0), entonces

/a " F@) dx = 1im / ' e da. o

b—oo

(b) Si f es continua en (—oo, b}, entonces

¥ ==}

b b
/ f(z) de = lim f(z) de.

a——00
a

— a b =3

Las integrales impropias en (a) y (b) se llaman convergentes si el limite existe, y
divergentes si el limite no existe.

(c¢) Sison convergentes [ f(z)dxy [ f(x) dz, definimos
%

yfiE

/_Zf(x) dr = /_;f(:c) dm+/aoof(;g) de.

Si diverge alguna de las integrales del lado derecho de la igualdad, entonces
diverge la integral [ f(z) dz.

o X
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Capitulo 2 Formas indeterminadas e integrales impropias

Ejemplos:

1. Calcula 1°° ln_x dx.
T

En este caso,

o) b
/ e o~ am [ B2,
1

22 oo J; a2
1 17°
= lim {——lnx — —]
b—o0 x |y
i Inb 1 L In1l " 1
= 1 —_— - — —
= —lim Inb + 1.
b—oo b
De acuerdo con la regla de L’Hopital,
. Inb 1 /6 1
K%y atee T b

Concluimos que la integral converge a 1, es decir,

2. Calcula [;° Xe ™ dt.

En este caso,

[e%) b
/ MeMdt = lim e M dt
0
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2.2 Integrales impropias

De acuerdo con la regla de L’Hopital,

b 1 1
lim be * =lim — = lim — = 0.
b—o0 b—o0 6)‘b b—oo )\GAb

Concluimos que la integral converge a 1/, es decir,

o0 1
/ e ™M dt = =,
0 A

o b — ¢

3. Calcula f_ooo senx dz.

En este caso,

0 0
senz dr = lim sen x dx
—0 a——0o0 a
, 0
= lim [—cosz],
a——00
= lim [-1+cosaq].
a——00

Como cos(—o0) no esta definido, por lo tanto la integral diverge.

¥

¥ = senx

A ANANA
BYAAVAAVARV i
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Capitulo 2 Formas indeterminadas e integrales impropias

00 x4+ 3
4. Calcula f2 TR dzx.

En este caso,

/w 43 o gm [ 3
, @™ T ) oD@+

b

9 9wl
~ lim { x+]d:c
b~>oo2

r—1 2241

i /b dx /b 2x dx /b dx
= lim<2 - - —_
b—oo s T —1 g 24+1  Jy 22+1

, 1 b
= blirgo [2In|z — 1] — In(2® + 1) — tan" ' 2],

= lim <In (b— 1) —tan ' b+ Inb5 + tan"! (2)
0 +1 '

De acuerdo con la regla de L’Hopital,

) (b—-171 . (b=1)°
blirgoln[ 2 = In blin;lo P

In | lim 2(b—1)
b—o0 Zb
L {h’m 2]

b—>oo2
= Inl1=0.

Por otra parte, como lim tan @ = oo, por lo tanto

i
6—7%

Il

tan ' (oc0) = g

Concluimos que la integral converge a —% + In5 + tan~! (2), es decir,

& z+3 T
dr = —= +1 tan~!(2).
/2 CESNEEY T 2+n5—|— an” " (2)

v

x+3

y:(x—f)(x2+f)
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2.2 Integrales impropias

5. Calcula [*°_e7*l dz.

Por una parte,

0 0
/ e’ dr = lim ¢ dr= lim [¢”]) = lim [1—¢% =1.

Por otra parte,

o) b
/ e *dx = lim e *dx= lim [—e_ﬂg = lim [—e‘b + 1} =1.
0

b—o0 0 b—oo b—oo

Por lo tanto, cada integral converge a 1, de modo que

[e’e) 0 0
/ e 1l dy = / e’ dz)s+/ e " dr =2.
—00 —00 0

6. Sea f continua y acotada en (—o0, 00). Demuestra que: (a) Si f es par, entonces

© Lorena Zogaib

[ f(@)de =2 [[° f(z)dz. (b) Si f es impar, entonces [~ f(z)dz = 0.

Funcion par: Funcién impar:

Sl-x)=fix) S=)="1tx)

S 'Wx} / Sx)
-X x x &
S=x)

Como f es continua y acotada en (—o0, 00) , convergen las integrales ffoo f(x)dx
y Jy° f(z)dz. Esto permite escribir

[e%e) 0 [e%e)

f(x)dx = f(x)d:c+/ f(z)dx.

—o0 o0 0
(a) Si f es par, entonces f(—z) = f(x). Usando la sustitucién u = —z se tiene

/_(; f(z)dz = —/:f(—u)du =— /:f(u)du :/Ooo Fu)du.

Por lo tanto,

/_Z f(@)de = /000 Flu)du+t /Ooo F(x)dz = 2/0‘” F(a)da.
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Capitulo 2 Formas indeterminadas e integrales impropias

(b) Si f es impar, entonces f(—x) = —f(z). Usando la sustitucion u = —x se
tiene

/(; fz)de = —/:f(—u)du - /:f(u)du _ _/000 F(u)du.

Por lo tanto,

/: f(z)de = — /OOO f(u)du+ /OOO f(x)dz = 0.

Nota que con este resultado es mds fécil resolver el ejercicio 5. En efecto,
[ eltde =2 [ e du = 2.

Definicion. Integrales impropias tipo 2 (imagen o rango infinito)

(a) Si f es continua en (a, b], entonces

| v

b b
/ f(x) dx = lim f(z) dz.

+
c—a c

(b) Si f es continua en [a, b), entonces

/abf(g:) dr = lim /:f(x) dz.

Las integrales impropias en (a) y (b) se llaman convergentes si el limite existe, y
divergentes si el limite no existe.

(c) Si f tiende a infinito en algiin punto interior ¢ € [a,b] y son convergentes
[Cf(x)dny fcb f(x) dz, definimos

/ab oy as= [ o) ars /cbf(x) - Jju

Si diverge alguna de las integrales del lado derecho de la igualdad, entonces
. . b
diverge la integral [ f(x) dz.
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2.2 Integrales impropias

Ejemplos:

dx

1. Calcula fol : )
—x

En este caso,
/1 dx i b dx
= lim
0 1l—=x b—1- Jo 1—x

= lim [~In]1—2z[
Jim [—1n [l — 2]
= —1lim [In|1 —b| —In1]
b—1-—
= —lim In|l— b

b—1—

Por lo tanto, la integral diverge.

¥

dx
\/x—2'

2. Calcula f;l

En este caso,

/11 dx ) /11 dx
= lim
9 T — 2 a—2t J, T — 2

— lim [2vz—2]

a—27F
= 2lim [V11—-2—+Va—2]
a—27F

— 2[3-0]=6.

Por lo tanto, la integral converge a 6.

¥
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Capitulo 2 Formas indeterminadas e integrales impropias

dx
2/3°
(z—1)%
Es conveniente realizar antes la sustitucion v« = = — 1. En ese caso,

3 dx B 2 du B O du 2 du
0 (x—1)2/3_ ,1m_ -1 m+ 0 u2/3’

3. Calcula f03

Como
0 c
du 3 du , 1/31¢ , 1/3 1/3
[ = i [ = e =t - 0 =
2 2
duv du 1/312 _ o1 1/3 1/3] _ 9 3
/0 w3 dlir(% d W_dli%i[g“ }d_gdlir&P —dF] =32,

por lo tanto, ambas integrales convergen. De este modo,

3
| —=m-a+3a
o (x

_ 1)2/3
y, por lo tanto, la integral converge a 3 + 3 v/2.

¥

d
Integrales de la forma f —f
x

Un tipo de integrales que resulta de particular interés son las integrales impropias

de la forma
[5y[ %
o P Y p P

conp € R.

84
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2.2 Integrales impropias

Dependiendo del valor del parametro p, la primera integral puede presentar pro ble mas
alrededor de z = 0, mientras que la segunda lo hace para x > 1. Para determinar
la convergencia de estas integrales, nota que

/

: dr .
Asfi, para las integrales de la forma floo —, se tiene:
x

Injz| +C, p=1
dx

P

xfp+1

p+1

+C, p#1

i) Si p = 1, entonces

> d b d
& :h'm/ &~ Yim [Inb— In1] = .
1 xT b—o00 1 xT b—o0
ii) Si p # 1, entonces
oo g b d 1 o0, p<l1
/ L TN lfm [+ — 1]
1 TP b—oo Jy TP —p + lb—o0 Tl, p>1
Concluimos entonces que
- = 1
— > 1.
1 xP p— 17 p

la integral

la integral
diverge

converge

Ejemplo:

dx dx

0 dx i~
Ji \/EYL 2

) dx
Son divergentes [~ —,
x

d d d
Son convergentes [, ngi, I x_f y [~ \/%
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Capitulo 2 Formas indeterminadas e integrales impropias

. dv .
Por otra parte, para las integrales de la forma fol — se tiene:
x

i) Si p = 1, entonces

b d b d
/ & lim & lim Inl—Ina] = 0.
0

x a—0t [, X a—0%

ii) Si p # 1, entonces

1

1 1

d d 1 -

/ S [ S = m [1-a7]={ T—p P<!
o P a—0t [, x —p + la—o+ 00, p>1.

Concluimos entonces que

i
=—_, O=psgl
¥=—% P

la integral
converge

la integral
diverge

Ejemplo:

1 d$
09 fO \/_ f :

Son convergentes f 0

d d d
Son divergentes | =, Iy - ) =
T

I 22

De esta manera, sin efectuar calculos detallados podemos concluir que la integral

1 axr .
J-, —5 diverge. En efecto, sabemos que
T

/1@_/0@_‘_/&@
o3 ) ad 0o T3
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2.2 Integrales impropias

d
Como cada una de las integrales del lado derecho diverge, por lo tanto fjl —gg di-
x

verge (jcompruébalo!). Nota que si hubieras efectuado la integracién de una manera
descuidada, es decir, sin partir la integral en « = 0, habrias obtenido erréneamente

/ CC I U RS O ) RS 45 SRS N
(Y] . 3 - 272 71_ 2 1'2 71_ 2 12 (_1)2 = U...

s . dx
Por dltimo, observa que las integrales fol — convergen para aquellos valores de
T

. o dT . . .
p para los que las integrales fl P divergen, y viceversa, con excepcion del caso

p = 1, en donde ambas integrales divergen.
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Capitulo 3

Integracion Multiple

3.1 Integrales dobles sobre un rectangulo. Teorema de Fubini

La generalizacién de la integral definida de funciones f(x) de una variable
en un intervalo del eje x es la integral miiltiple de funciones f(z1,xs,...) de
varias variables en alguna regién de su dominio. Aqui discutiremos en de-
talle el significado y propiedades de la integral doble de funciones continuas
f(z,y) de dos variables sobre alguna regién R de su dominio.

Sea z = f(x,y) una funcién continua, definida en una regién acotada R
en el plano xy. Para facilitar la discusion, primero supongamos que f es una
funcién no negativa, f > 0, en R. En ese caso, nos interesa encontrar el vo-
lumen V' de la region sélida tridimensional sobre el plano xy, acotada abajo
por Ry arriba por la superficie z = f(z,y), como se ilustra en la siguiente
figura, en donde R es la region rectangular a < x < b, ¢ < y < d. Exten-
diendo el concepto de suma de Riemann del capitulo 1, el volumen V' puede
aproximarse por el volumen .S,, de n cajas rectangulares, o paralelepipedos.

z=fxy)

88
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3.1 Integrales dobles sobre un rectingulo. Teorema de Fubini

Para encontrar S,, se realiza una particion (reticulado) de la regién rectangular
R, en n subregiones Ry, k = 1,...,n, que determina las bases de cada una de las n
cajas. En cada rectangulo £ de la particion identificamos algtin punto representativo
(T, ), de modo que la altura de la caja correspondiente es f(Tx,7;). Si AAy es el
area del rectangulo alrededor del punto (z, y, ), entonces el volumen de la k—ésima
caja esta dado simplemente por f(Ty,7,)AAy.

z=jxy)

! Volumen
: E h\\ //:fr’xk,yk)ﬁﬂk
: REn
¢ d i € ! d

b e = vty %

—t P F P . 1 £ y

f/ f/ Xk}; }’k J // % " (;f : //
g / 7 7 7
b
x R &y 44,

De esta manera, el volumen aproximado S,, de las n cajas rectangulares es la suma

Sy =D f(@ TR AAy.

k=1
En el limite cuando n — oo, si €éste converge, la suma anterior se convierte en el
volumen V' entre la grafica de f y la region rectangular R, es decir,

V = 1lim S, —hmexk,ykAAk_// f(z,y)d

en donde dA es la diferencial de area. La ultima igualdad define la integral doble de
la funcién f a lo largo de la region rectangular R en el plano zy. De hecho, aunque
no lo mostraremos aqui, esta definicion puede extenderse trivialmente al caso de
regiones planas acotadas R mas generales (no necesariamente rectangulares), como
se enuncia a continuacion.

89
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Capitulo 3 Integracion Multiple

Definicién. La integral doble de una funcién f(x,y) a lo largo de una regién
acotada y cerrada R en el plano xy es el limite

[ [ fawyda= 1 3" r@a)aa.
R n—oo P

cuando este limite existe.

La integral doble [ [ » f(z,y) dA representa un volumen s6lo cuando f > 0.
Cuando f puede tomar valores negativos a lo largo de la regién R la integral doble
pierde su significado geométrico de volumen, convirtiéndose en una suma de con-
tribuciones, que puede tomar un valor positivo, negativo o inclusive cero, depen-
diendo del signo de los productos f (7,7, ) A Ag.

Propiedades de la integral doble

Sean f y g funciones continuas, definidas a lo largo de una misma regién R de
R? y sea k € R. Entonces:

l.ffR kf(z,y) dA:kffR f(x,y) dA

2 [ [plf(@y)+ gy dA= [ [ f(z,y) dA+ [ [ g(x,y) dA
3. f(z,y)>0enR = [ [, f(z,y)dA >0

4 f(z.y) z g y)en R= [ [ flx,y) dA= [ [ g(w,y) dA
5.S1 R = R; U Ry, con Ry N Ry = &, entonces

[ fo f@y)dA= [ [o flz,y)dA+ [ [ fz,y)dA
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3.1 Integrales dobles sobre un rectingulo. Teorema de Fubini

Hasta aqui hemos discutido el significado y las propiedades de la integral doble
[[. f » f(z,y) dA, pero alin no sabemos cémo se calcula ésta. A continuacién pre-
sentamos un argumento geométrico para calcular esta integral, en donde resulta ttil
partir del supuesto de que f es una funcién no negativa. En esta seccidn nos restrin-
giremos al caso de regiones rectangulares, de la forma

R:{(x,y)€R2|a§x§b,cgygd}.

La discusion para regiones R mas generales se presenta en la siguiente seccion.

Nos interesa calcular el volumen V' de la region sélida tridimensional acota-
da arriba por la superficie z = f(x,y) > 0 y abajo por la regién rectangular
R: a<x2<b ¢ <y < denelplano zy. Imagina, por ejemplo, que el séli-
do en cuestion es un pan Bimbo, con la parte de arriba (la funcion z = f(z,v))
medio deformada, como lo muestra la figura. Para calcular el volumen V' del pan,
considera una rebanada muy delgadita en el intervalo [z, v + dx] . Si la rebanadita
en la posicién x presenta un drea transversal A(z), entonces su volumen seria sim-
plemente A(x) dx (4rea de la rebanaditax su grosor). Asi, el volumen V" del pan es
la suma de los volimenes de todas las rebanaditas, desde x = a hasta x = b, como
se expresa en la siguiente integral:

z z = fixy)

fsz

Para encontrar el drea A(x) de la rebanadita de pan en la posicién z, toma en cuenta
que su superficie corre a lo largo del plano yz. Vista de frente, la rebanadita comien-
zaeny = cyterminaen y = d, y su altura estd dada por la curva z = f(x fija, y).
Asi, el area A(x) del pan en la posicion z esta dada por la siguiente integral:

Z
2= ftoy),
e

Alz) = yy;d flx,y)dy  (zfija) AR

© Lorena Zogaib o1



Capitulo 3 Integracion Multiple

Sustituyendo esta expresion para A(x) en la integral para V' se tiene

r=b xr=b y=d
V= / A(z) dz = / ( f(z,y) dy) dx,
r=a r=a y=c
o simplemente,
b pd
V:/ / f(z,y) dydx.

Un resultado similar se obtiene si, en lugar de rebanar el pan Bimbo a lo largo
del eje x, éste se rebana a lo largo del eje y, como se muestra en la figura.

&
? 2= 5y
i v fija
Apy)
a b x

En ese caso,

- [ () o

o simplemente
d b
V:/ / f(z,y) dzdy.

Estos resultados proporcionan una manera practica de calcular la integral doble
[ r f(x,y) dA alo largo de una regi6n rectangular R, aunque la funcién f pue-
da tomar valores negativos en Ry la integral doble pierda el significado geométrico
de volumen. Su formalizacién conduce al siguiente teorema, conocido como 7eo-
rema de Fubini (primera forma), valido s6lo para regiones R rectangulares. En la
seccion 3.2 se presentard una version mds general de este teorema, el Teorema de
Fubini (forma fuerte), que se aplica en el caso de regiones R mds generales (no
rectangulares).

Teorema de Fubini (primera forma)

Si f(z,y) es continua en la regién rectangular R : a < z < b, ¢ < y < d,
entonces

//R f(x,y)dA:/cd/ab f(x,y)d:cdy:/ab/cd f(z,y) dyda.
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3.1 Integrales dobles sobre un rectingulo. Teorema de Fubini

.. pd b o .

La expresion [ [ f(z, y) dxdy s dengmma integral doble iterada, ya que su
célculo se lleva a cabo mediante dos iteraciones. En la primera iteracion integras
parcialmente f con respecto a z,

/a " Jay) de,

manteniendo fijo el valor de y; al evaluar en los limites z = a y x = b el resultado
de esta integracion es, por lo general, una funcién de y. En la segunda iteracion
integras la funcién obtenida con respecto a y,

/ K / " fl.y) de)dg,

obteniendo como resultado final un nimero (no una funcién). Una interpretacién
similar se tiene para la integral doble iterada con el orden invertido, ff fcd f(z,y) dydzx.

De acuerdo con el teorema de Fubini, en el caso de una region rectangular R
puedes integrar f(z,y) en el orden que te resulte mas conveniente, siempre y cuan-
do utilices los limites de integracion apropiados en cada iteracion: la integral con
respectoax vade x = aax = b, y la integral conrespectoay vadey =cay = d.
El resultado final (un nimero) serd el mismo para cualquier orden que escojas.

Ejemplo:

Calcula la integral doble [ [, f(z,y) dA de la funcién f(z,y) =1 — 6zy* alo
largodelaregion R: —1 <z <1, 0<y <2

Una manera de proceder es la siguiente:

//R flz,y)dA = /02/_11 (1 - 6zy?) dudy
— /02[/_11 (1 - 6zy?) dm} dy
= /02 [x — 3x2y2] izil dy
= [0-a - 1-a) a

2
— [ 2dy=pui-a
0
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Capitulo 3 Integraciéon Multiple

Equivalentemente, puedes proceder en el orden inverso, a saber,

/Lf@WMA::/?K(Lﬁwﬂ@M
— /Ct{]éz (1 —6ay?) dy} da

= /1 [y—2xy}2 dx

:/ (2 —162) — 0] dx
1
1
:/ (2 — 16x)
1
= [Qx 8x]z_11—4.

3.2 Integrales dobles sobre regiones mas generales

Una integral doble del tipo fab fcd f(x,y) dydz o del tipo fcd ff f(x,y) dady, es
decir, con limites de integracion constantes, es vélida s6lo para regiones rectangu-
lares R = {(z,y) e R?|a <z <b, c<y <d}.Enel caso de regiones R mas
generales, el teorema de Fubini en su version anterior debe modificarse, como se
describe a continuacion.

Considera nuevamente el problema de encontrar el volumen V' de un pan Bimbo,
limitado arriba por una superficie no negativa z = f(x,y) > 0 y abajo por una
regién acotada R en el plano xy. Ahora sup6én que el pan viene un poco “apachu-
rradito” de los lados, de modo que la regién R de su base ya no es rectangular. Una
primera opcién es que los lados x = a y © = b del pan todavia son planitos, pero
los lados correspondientes a las coordenadas y yano son y = cy y = d, sino mas
bien y = g1(x) y y = go(x). En otras palabras, se trata de la region y-simple

R={(z,y) eR’|a<z<b, gi(x) <y < go(x)}.

z z=fixy

Z

g, g fx) ¥

Fegidn Feimple

y=g, ¥ =gZ(X)
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3.2 Integrales dobles sobre regiones mas generales

El volumen V' del pan es la suma de los volumenes de las rebanaditas desde z = a

hasta x = b, es decir, V = f;:; A(z) dz, pero ahora el area A(x) de la rebanadita
y=d
y=c
=/, gz(x f(x,y) dy. En otras palabras, se tiene

2=b 2=b [ py=ga(x)
V= / A(z) dx = / / f(z,y)dy | dx,
s=a v=a \Jy=g1(2)

o simplemente,
b rg2(x)
:// fz,y) dydz.
a Jgi(z)

Una segunda opcioén es que los lados y = ¢y y = c del pan son los que siguen
planitos, pero los lados = = a y x = b estan deformados de acuerdo con = = hy(y)
y © = hs(y). En otras palabras, se trata de la regién z-simple

de pan en la posicién x (fija) yano es A(x) = f(z,y) dy sino mas bien

R={(r,y) eR?’|e<y<d, In(y) <z < hy(y)}.

z 2=y
i % 2= fry)
Ly e
/ y i
Ve I Regidn X-cimple ;31 (0 ;32 oy F
X

=k,

Con un razonamiento anilogo al caso anterior, se tiene

y=d y=d z=ha(y)
v [ ama= [ [ s ay
y=c =c z=h1(y)
o simplemente,
ha(y
/ / f(z,y) dedy.
hi(y

Estos resultados proporcionan una manera practica de calcular la integral doble
[ f r f(x,y) dA alo largo de una regién no rectangular R, aun en el caso general
en que la funcién f tome valores negativos en R. Este caso corresponde al Teorema
de Fubini (forma fuerte), que se enuncia a continuacion.
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Capitulo 3 Integraciéon Multiple

Teorema de Fubini (forma fuerte)

Sea f(x,y) continua en una regién acotada R del plano xy.

I.LSiR: a<z<b, gi(x) <y < ga(x),con gy go continuas en [a, b] , entonces

b rg2(x)
// f(z,y) dA :/ / f(z,y) dydzx. (Regién y-simple)
R a Jgi(z)

2.SiR:c<y<d, hi(y) <x < hy(y), con hy y hy continuas en |[c, d] , entonces

d  rha(y)
// flx,y) dA :/ / f(x,y) dedy. (Region z-simple)
R c h1(y)

Ejemplos:

1. Evalda la integral doble iterada de la funcion f(z,y) = 2xy en la regién R
limitada por las graficasde y =z, y = 22+ 1,2 = —lyx = 2.
Esta es una region y-simple, de modo que

ffR flz,y)dA = f_21 f; i 233y dydx
= [ At da

T

= f_21 [w (22 4+1)° —z (93)2] dx

2. Evalda la integral doble iterada de la funcién f(x,y) = ™Y en la regién R
limitada por las graficasde y =z, y=5—z,y=1yy = 2.
Esta es una region z-simple, de modo que

¥ o
Lt _ 2[5y o
5 :u_gx y=x [ [z fz,y) dA = fl fy Y er T3 dady
A= 2¥ xzu}f f x+3yft 5— Yy dy
fl 5+2y dy
y=2
[ o5ty
2| entra sitle ) ] y=1 1
| T AR 1s 1
2 46 26 +4e
] a3 i
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3.3 Cambio en el orden de integracién

3. Evalia la integral doble iterada de la funcién f(z,y) = 1 en la region finita R
limitada por las graficasde y = 22y y = 8 — 22
Aunque ninguna de las graficas que limitan la regién R es recta, como en los
ejemplos anteriores, aun asi podemos identificar la regién como una y-simple,
de modo que

i ¥k [ s flzy) dA = 2 ff;xz 1 dydx
; = % W)= da
: satf = fi [8 — 22?] dx
1 2 r=2
4 £ K eniva B {8$ - gxg] z=—
J52 o z% 7 -2
v = 8—:&’2 3

3.3 Cambio en el orden de integracion

En algunas ocasiones puede resultar conveniente intercambiar el orden de inte-
gracién en una integral iterada, en particular, cuando sea mucho mds simple in-
tegrar en un orden que en el otro. En otras ocasiones, sin embargo, intercambiar el
orden de integracion no solo resulta conveniente, sino necesario, como lo muestra
el siguiente ejemplo.

Supdn que debes evaluar la integral doble iterada de la funcién f(z,y) = zeven
la regién R del primer cuadrante limitada arriba por la grafica de y = 4 y abajo
por la gréfica de y = 2. De acuerdo con la siguiente figura, aqui lo mas natural es
considerar la region R como una del tipo y-simple.

¥ y=x )
4 sals —
ik
2ntrd
[ i x
97



Capitulo 3 Integraciéon Multiple

De este modo,

2 4
// flz,y) dA = //xeyz dydzx
R 0 Ja?
2 4,
= /sc(/ e¥ dy) dx =777,
0 x2

que no es posible determinar analiticamente, ya que no existe una antiderivada sim-
ple para eV’ (Qué hacemos? ;Nos sentamos a llorar? jClaro que no! Te propongo
que intentemos calcular la integral en el orden inverso, es decir, considerando la
region R como una tipo z-simple.

x=¥
4 / =
antr /Sa;g
=0 &R
i b =

Asi,

I
Nhh
=

i
(V)
[
8
[N
[
8
Il
=

Il
N | —
O\

S

9]

<

[V

Q,
<

Yy
1 21y=4
— Yy
- 4 |:e ]y:O
_ 1 16
= 1 (e 1) .

iY el problema ha quedado resuelto! Cabe sefialar que no en todos los casos fun-
cionard este truco, pero siempre vale la pena intentarlo. A continuacion presentamos
algunos otros ejemplos para practicar el cambio de orden en integrales dobles itera-
das.
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3.3 Cambio en el orden de integracién

Ejemplos:

1. Dibuja la region de integracion y cambia el orden de integracién en |, 02 f;f f(z,y) dydz.

La figura del lado izquierdo muestra la region original, que es una y-simple, y la
figura del lado derecho ilustra su interpretaciéon como una regién z-simple.

2
¥ = Y- x=Ay
y=2x x =2
4 sale 4 .
: axir setle
¥
antra
0 x 2 x 0 2 x

De esta manera,

/Oz /2 f(z,y) dydx = /0 ' /y f f(x,y) dedy.

2. Dibuja la regién Ry escribe [ [ » f(@,y) dA enlas dos posibles formas, si R es
. . h.. 9 , 9 1 3
la region finita que esta limitada por las grificasde v = y“ y y = 5%~ 5
De acuerdo con la siguiente figura, la manera mas sencilla de expresar la integral

doble es cuando la region R es considerada como una del tipo x-simple.

¥
x=2v+3

2

g x=y
entra A sale

En ese caso,

//R f(z,y) alA:/_31 /yjy+3 f(z,y) dzdy.

Por otra parte, si la region es considerada como una del tipo y-simple, es nece-
sario considerar el cambio de regla de correspondencia alrededor de x = 1, como
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Capitulo 3 Integraciéon Multiple

lo muestra la siguiente figura.

¥

satle

De este modo,

//R f@.y) dA:/OI/\/;E f(@,y) dydawr/19/;E f(x,y) dyds.

3. Dibuja la region de integracién y cambia el orden de integracion en

/01/_://2 fz,y) dxdy+/14/y:/j f(z,y) dzdy.

La figura del lado izquierdo muestra la region xz-simple original, mientras que la
figura del lado derecho ilustra su interpretacion como una region y-simple.

2
x=+¥ y==x
; ¥
x=y-2 4 scrle y=xts
sale
g |
_______ A
enira : %}szm
7 x 4w E 2 x

De esta manera,

Yty deay s [ feydsas= [ [ pay) dyde.
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3.4 Aplicaciones de la integral doble

3.4 Aplicaciones de la integral doble

34.1 Areade regiones acotadas en el plano

Una de las aplicaciones de las integrales dobles es el cdlculo de areas de regiones
planas acotadas. Para calcular el drea Ar de una regién R en el plano xy se uti-
liza el truco de calcular el volumen V' de la region sélida tridimensional sobre el
plano zy acotada abajo por R y arriba por un plano horizontal de altura unitaria,
z = f(z,y) = 1. Como la altura es igual a 1, el volumen y el drea coinciden
numéricamente, es decir, V = Ap.

zZ

Recurriendo nuevamente al concepto de suma de Riemann para determinar el vo-
lumen aproximado S,, de n paralelepipedos encerrados entre la griafica de f y la
region R, se tiene

k=1 k=1

de modo que

Ap = lim Z 1AAk:// dA.
n—oo 1 R

Definicion. El drea Ag de la region plana R cerrada y acotada del plano zy es

la integral
Ag = / / dA.
R
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Ejemplo:

Calcula el area Ar de la region finita R limitada por las graficas de y = z y

y = 2.

De acuerdo con la figura, se tiene

- Ar=[ [, dA
¥ y==x
YIS = fOl fzz dydf
= Jo W= do

Nota que el resultado fol [z — a?] dx coincide con el obtenido en la seccion 1.5

para el célculo del drea entre curvas, fab |[f(z) —g(x)| de.
3.4.2 Valor promedio

La definicién del valor promedio de una funcion de dos variables f(z,y) a lo largo
de una regién R en su dominio es una extension de la definicién que estudiamos
previamente en la seccién 1.5 para el caso de funciones de una variable.

Definicién. El valor promedio f de una funcién integrable f(x,y) a lo largo de
una region R en su dominio es el nimero

?zAiR//R F(z,y) dA,

donde Ap = [ [, dAes el 4rea de la region R.

Para entender su significado geométrico consideremos una funcion no negativa
f > 0en laregiéon R. Nos preguntamos qué altura f deberfa tener una funcién
constante z = f de tal modo que el volumen V5 = f- A encerrado por esta funcién
en una regién plana R sea igual al volumen V; = [ || » f(x,y) dA encerrado por la
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3.4 Aplicaciones de la integral doble

funcioén z = f(x,y) alo largo de esa misma region.

Como

por lo tanto,

de modo que

Vo =W,

f%=/LNwMA

sziR//Rf(x,y)dA‘

Por ejemplo, calculemos el valor promedio f de la funcién f (r,y) = xyenla
region finita R del ejemplo anterior. Ahi habiamos calculado que el area Ay de la

x2

z 1 ..
region era Ag = fol f dydx = 5 Asi, de acuerdo con la definicion, el valor

promedio de f es

|

© Lorena Zogaib

1
— zy dA
AK/A /

1 1 T
_1/6/0 /I2 xy dydz

1 27 y=x
6/ T [y_} dx
0 2 y:z2
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Capitulo 3 Integraciéon Multiple

3.5 Cambio de variables en integrales dobles. Coordenadas polares

El método de sustituciéon a menudo permite evaluar integrales complicadas trans-
formandolas en integrales mas simples. En la secciéon 1.4 estudiamos el caso de
integrales definidas en una variable. En esta seccién generalizaremos el método de
sustitucion para el caso de integrales dobles [ [ » f(z,y)dA. En especial, veremos
como el uso de coordenadas polares nos permite evaluar algunas integrales del tipo
[ R TtV A, que no es posible calcular en coordenadas rectangulares.

3.5.1 Cambio de variables en una integral doble

Para el caso de una variable, el método de sustitucion pretende evaluar una integral

definida complicada, fab f(x) dzx, introduciendo un cambio de variable = = g(u).
La funcion g es la regla de correspondencia que transforma a la variable original z
en la nueva variable, u = gfl(x). En ese caso, el método se basa en la férmula

/bf(l“) dx Z/df(g(U)) g'(u) du,

conc =g '(a)yd= g *(b), que es valida siempre que ¢ tenga una derivada con-
tinua en el intervalo [¢,d] y f sea continua en el conjunto de valores tomados por

. x .
g(u) en [c,d]. La derivada ¢'(u) =— aparece como un factor de escala asociado
con el cambio de variables de = a w.

Para el caso de dos variables, la formula de sustitucion presenta una estructura
similar, dada por

J [ stwaydedy= [ [ statuhw) 1560 dus

en donde 7' es la region del plano uv obtenida al transformar (o mapear) la region
original R, y |J(u,v)| juega el papel de la derivada ¢'(u) para integrales de una
variable. El factor de escala |.J(u,v)| es el valor absoluto del determinante jaco-
biano J(u,v) asociado con el cambio de las variables z, y, a las nuevas variables
u=g(z,y),v = h(z,y), definido por

99 9

ou ov
J(u,v) =

on o

ou ov

104
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3.5 Cambio de variables en integrales dobles. Coordenadas polares

Una notacién alternativa para el determinante jacobiano es

o o
J(u.v) = oz, ) _ ou v
’ 8(U7U) 8y 8y
u  Ov

Si definimos f(g(u,v), h(u,v)) = F(u,v), entonces la férmula de sustitucion para
la integral doble se reduce a

//Rf(x,y)dxdy://TF(u,v) )ggz:z;

dudv.

Ejemplo:

2
Calcula f02 02—x (ﬁ) dydz usando la sustitucion u = y — z, v = y + x.

A partir de la sustitucion propuesta

u=1y—x, vV=Yy+x

despejamos las variables x y v, quedando

V=1 _vtu
2= y=—
El correspondiente determinante jacobiano es
Ox ox 1 1
dx,y) | Ou Ov 2 2 1
0(u,v) Ay Ay l l 2’
Ju ov 2 2
de donde
d(x,y)| 1
o(u,v)| 2

Por otra parte, sustituyendo en el integrando las expresiones para x y y, se tiene

) =)

y+z) v/’
Por ultimo debemos transformar la regiéon R en el plano zy, en la region 7' en el
plano uwv. La region R estd limitada por las graficasde v = 0,y =0y x +y = 2.
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v —1U U+ u

Tomando en cuenta que x = 5 Y = 5 , se tiene
r = 0:>U;u:O:>u:v
y = 0 = U;u:0:>u:—v
Tty = 2 = U;u+vgu:2:>v:2

Las regiones correspondientes R y 7' se muestran en la siguiente figura.

¥ 1
wy
2 2 v=2
x+y=2 T
x=0 R u=-v w=v
0 y=0 2 it 25 0 2 u

De esta manera,
22—z 2 2 v o2
— 1 2
/ / (y 3:) dyd:l::/ / u_2 — dudv = —.
o Jo y+x 0 Jp ¥ 2 3

3.5.2 Integrales dobles en coordenadas polares

En coordenadas rectangulares, un punto P se representa en el plano xy en términos
de dos cantidades, su distancia dirigida x € R al eje y y su distancia dirigiday € R
al eje z. En ese caso, al punto lo denotamos por P(x,y). Por distancia dirigida se
entiende que si > 0 el punto se localiza a la derecha del eje y, mientras que si
x < 0 éste se localiza a su izquierda. Analogamente, si ¥ > 0 el punto se localiza
por encima del eje x, mientras que si y < 0 éste se localiza por debajo del mismo.

Las coordenadas polares constituyen una representacion alternativa, en la que
el punto P se representa en términos de su distancia dirigida » € R al origen de
coordenadas O (denominado polo) y el dngulo dirigido # € R del eje x (o rayo
inicial) al rayo O P. En este caso denotamos al punto como P(r, 6).

- — = — 1P

(Faye sicical)

polo

D5 g s (B

x

o

coordenadas rectangulares coordenadas polares
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3.5 Cambio de variables en integrales dobles. Coordenadas polares

Las siguientes figuras ilustran el significado de que la distancia dirigida r sea posi-
tiva, » > 0, o negativa, r < 0, para un valor dado del dngulo 6.

g

Ao

A su vez, las figuras a continuacion ilustran el significado de que el angulo dirigido
sea positivo, # > 0, o negativo, # < 0, para un valor dado de la distancia .

¥ b
o F

r=0

'\9

r=0

El hecho de que la distancia dirigida » pueda tomar tanto valores positivos como
negativos, y que el angulo ¢ no esté limitado a tomar valores entre 0 y 27, hace
que la representacion P(r,#) de un punto en coordenadas polares no sea tinica, en
contraste con su representacion P(z, y) en coordenadas rectangulares. Por ejemplo,

en el siguiente dibujo los puntos P y () pueden representarse en cualquiera de las
formas indicadas, asi como en una infinidad mas.

2mn/3 /2 /3
T /4
P(3, 6> =P@3,21+ %)
(37
(-3, %)
’ 6
s 0,2n
5%8 5
Q.7 = Qu. % — sm)
= (_4’ %) Tn/6 11n/6
Sn/d Trid
4m/3 3n/2 Sn/3
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La conversion entre coordenadas polares y coordenadas rectangulares se lleva a
cabo mediante las siguientes relaciones.

polares a rectangulares:

x =rcosf
y =rsenf

rectangulares a polares:

2 = 22 4 o2 '\\6'
0 = tan™! () % x

a5
=

Una ecuacion en coordenadas polares es una relacion de la forma
F(r,0) =0,

que involucra las variables polares r y . Su representacion grafica es una curva en
el plano zy, generada por todos los puntos (r, #) que satisfacen la relacion.

¥
Fr. @) =0

I

&

\H—‘—\—\.
i

By

x

Por lo general, en una ecuacion polar de la forma F(r, §) = 0 suele considerarse
al dngulo # como la variable independiente y a la distancia » como la dependiente.
En particular, cuando a cada valor de # corresponde uno y s6lo un valor de r decimos
que la ecuacién define a  como funcién de 6, y lo denotamos por

r=f(0).

La ecuaciéon de muchas de las curvas planas que conocemos puede represen-
tarse tanto en coordenadas rectangulares como en coordenadas polares. Para pasar
de una representacion a la otra se utilizan las transformaciones de coordenadas ya
mencionadas. Asi, la ecuacion cartesiana (coordenadas rectangulares) de una cir-
cunferencia de radio a y centro en el origen,

2 2 2
" +y =a",

puede representarse en forma polar simplemente como
r=a.
Similarmente, la ecuacién polar

r2cosf senf =1
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3.5 Cambio de variables en integrales dobles. Coordenadas polares

corresponde en coordenadas rectangulares a la ecuacion

ry = 1.

Para una misma curva, una representacion puede resultar mas simple y concisa
que otra, como lo muestran los ejemplos anteriores. También observamos que una
relacion que no define una funcién en una representacion si puede definirla en la
otra. Asi, en el segundo ejemplo, la relacién 72 cos @ sen = 1 no define a 7 co-
mo funcién de ¢ (a un valor de 6 le corresponden dos valores de r), pero la relacién
xy = 1 si define a y como funcion de x (a cada valor de x le corresponde un unico
valor de y).

Ejemplos:

1. Grafica la curva con ecuacién polar r» = 2.

Como ya mencionamos, esta ecuacion describe una circunferencia con centro en
el origen y radio 2 (0 libre).

Observa que esta misma curva también puede describirse con la ecuacion polar
r = —2. Ambas posibilidades son compatibles con la ecuacion cartesiana de esta
circunferencia, a saber, 22 + y? = 4.

. m
2. Grafica la curva con ecuacion polar § = %
Esta curva corresponde a todos los puntos del plano correspondientes a un dngulo

. ™ . . . . .
fijode S radianes (7 libre), es decir, la ecuacion describe una recta a 30° que pasa

por el origen.

Nota que la ecuacion cartesiana de esta curva es y = (tan =)z =

V3
6 3
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Capitulo 3 Integraciéon Multiple

3. Grafica la curva con ecuacién polar r = 6, con 6 > 0.

Esta ecuacion describe una curva en la que el radio » aumenta en la misma canti-
dad que el angulo ¢, de modo que se trata de una espiral. Una simple tabulacién
nos permite esbozar su grafica, como se muestra a continuacion.

9 7’:(9 ¥

0 |0

I [ =

v 1 F=rg Sl

s s o e

2 2 Fﬂ ;%

™ T I\ \0 . L X
3% | 3z

2 2 N

2w | 2w

‘4 ; : 2 L2 — -1 (y
Su ecuacidn cartesiana es una groseria de la forma ++/2% + y* = tan (:E) ,
que estd muy, muy feita la pobre.

4. Grafica la curva con ecuacion polar 7 = 4 sen 6.

A partir de la tabulacion trazamos la grafica de esta ecuacion, en la que descu-
brimos que se trata de una circunferencia con centro en (0, 2) y radio 2.

r=4send

0 ’ /2

2 2n/3 n/3

2v2 =28

Z\/g = 9N Sn/6 /6

23 =3.5
22 =28

SIS IEIS] 3 Il o] S|

2 E 0,27
0
-2
—2v/2=-28
—2/3=-35 /6 117/6
—4
—2V3 =35 !
2,2 = 28 4n/3 3172 51/3

Iz T 9

6
27 | 0

Su ecuacién cartesiana es 22 + y?> = 4y, o bien, completando cuadrados para
obtener su forma canénica, z% + (y — 2)? = 4.
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3.5 Cambio de variables en integrales dobles. Coordenadas polares

5. Grafica la curva con ecuacién polar r = 2(1 — sen 6).
A partir de la tabulacion trazamos la gréfica de esta ecuacion, que se trata de una

cardioide.

6 |r=2(1—senb)
0 |2

g |1 _

= [2(1-) =06
T Vv3Y) _

z |2(1-¥2) —03
= [0

27 V3 _

Z l2(1-%) =03
2 |2(1-%2) =06
|

s 2

= 13

. 2 _

= [2(1+2) =34
4m V3Y) _

£ |2(1+8) =37
=17

. ) =

= |2(1+4) =37
= |2(1+42) =34
T3

2m | 2

Su ecuacion cartesiana es (22 + 2 + 2y)° = 4 (22 + 1/2) .

/2
3nia 20 m/3
51/6 =
/6
n 0,2n
Tl6
117/6
S5n/4 Tr/4

3n/2

Sm/3

Por dltimo, una curva polar F(r, §) = 0 divide al plano en regiones alrededor de
ella, determinadas por desigualdades del tipo

Ejemplos:

F(r,0) >0 o F(r,0)

> 0.

1. Dibuja la grafica de la region en el plano definida por 0 < r < 1.

© Lorena Zogaib
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Capitulo 3 Integraciéon Multiple

¥

d=mi2
8=3m/4

5. Dibuja la gréfica de la regién en el plano definida porr > 1,0 < 0 < Z

¥

d=mi4

6. Dibuja la grafica de la region en el plano definida por r € R, 6 € R.

¥

todo R2
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3.5 Cambio de variables en integrales dobles. Coordenadas polares

Una vez presentados los conceptos bésicos sobre coordenadas polares, la idea
ahora es poder transformar una integral doble de coordenadas rectangulares (x,y) a
polares (r, ). De acuerdo con los resultados de la subseccion 3.5.1, la transforma-
cion debe satisfacer

//R flz,y) d:cdy://T F(r,0) ‘g((i:g))‘ drdf,

x=rcosf, y=rsend.
En la integral del lado derecho,

en donde

F(r,0) = f(rcosf,rsen@).

El determinante jacobiano esta dado por

Ox Ox
oz, y) or 90 cos)  —rsenf
= = =7
o(r.9) @ @ sen 6 rcos 6
or 00
Por simplicidad, a continuacién supondremos que r > 0, de modo que
ANz, y)|
or,0)|

Por ultimo, la region 7' de la integral del lado derecho es el resultado de transformar
a coordenadas polares las curvas que delimitan la R del plano xy. Por lo general es
facil expresar la region de integracion en la forma 0; < 6 < 65, 71 (0) < r < r5(0),
de donde concluimos

02 r2(0)
// flz,y) dxdy:/ / F(r,0) rdrdd.
R 01 Jri(0)

Ejemplos:

1. Calcula ffR et dA, alo largode laregion R : —1 <z < 1,0 <y <
V1 — 22

La siguiente figura muestra la region de integracion R para este caso.
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Capitulo 3 Integraciéon Multiple

En coordenadas rectangulares, el problema consiste en calcular la integral doble

1 V1—z2 s
/ / e TV dyda,
~1Jo

pero esto es imposible, ya que el integrando no posee una antiderivada. Por es-
ta razon, y tomando en cuenta la simetria circular del problema, vale la pena
plantear esta integral doble en coordenadas polares. Para ello, primero nota que
el integrando se convierte en

24y — 67"2 cos? 0+r2sen?0 — €T2.

Por otra parte, la region de integracién R es el semicirculo 2% + y? = 1, y > 0,
que en coordenadas polares corresponde a la region

0<f<m 0<r<l,

como se muestra en la figura.

De este modo, obtenemos

1 V1—x2 s s
/ / & Wdydr =
—-1Jo

= —(e—1).
2. Calculael drea Agdelaregion R: 0 <z < \/5, V2 < y < V4 — a2

En coordenadas rectangulares, el area A de la regién R es la integral doble

V2 Va—a? V2
AR:/ / dydx:/ (\/4—x2—\/§> dz.
0 V2 0

A diferencia del ejemplo 1, en este caso si existe una antiderivada de la funcién
V4 — x2, que puedes encontrar en tablas de integracién. Sin embargo, aqui eva-
luaremos esta integral transformandola a coordenadas polares. La region R esta
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3.5 Cambio de variables en integrales dobles. Coordenadas polares

limitada por las graficas de z = 0,y = /2y 22 4+ y?> = 4. Tomando en cuenta
que v =rcosfyy =rsenf, se tiene

r = 0 = rcos =0 = ng
2
y = V2 = rsenf=v2 — r= V2
sen 0
P24y = 4 = r=2
Y19=mi2
=nl4
7 max
R A
,,‘E _.-( ''''''' .}?:A‘JIE
.rm ;,
2
,’Jrﬁ y=yd-x
T

Ademds, las curvas y = /2y 22 + y> = 4 en el primer cuadrante se intersecan
enr=y=120= % Asi, I es la region definida por

R:{(T,H)

De esta manera,
2
Ap = / / r drdf
Es 2

1 [2 2
- 5/% (4 B sen20> d0
= / (2 — csc? 9) df

= [20 + cot 0]

<9<I,\/§<r<2 .
<O <

1
—r—1
" T

ENEINE]

en donde utilizamos que cot 5 = 0y cot 7 = 1.
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3.6 Integrales dobles impropias

En la teoria de probabilidad hay una variedad de integrales definidas sobre regiones
no acotadas en el plano, en donde uno o ambos limites de integracién son de la
forma £o0, esto es, son integrales dobles impropias de dominio infinito. Las inte-
grales correspondientes pueden plantearse ya sea en coordenadas rectangulares o
bien en coordenadas polares, segun la simetria del problema. Para su evaluacion se
procede de manera andloga al caso de las integrales simples de la seccién 2.2, como
se muestra a continuacion.

Ejemplos:

1. Evalia [* [\, —— dydx.
%y

En este caso, se tiene simplemente

/ /exdeydm = blirglo//exdeydx

= lim L (lnl—lne z) dx

b— o0 1 LE‘?’
b1
=), w0
b b
1 1
= lim — dzr = lim {——}
b—oo 1 T b—o0 x 1

b—oo

1
2. Intercambia el orden de integracién en f 1 —— dydz y evalda la integral
Y

6736
correspondiente.
¥ ¥
T sale
¥l i
R entra R
S
el e
1 e ¥ 4 |
: entra y=e | entra Jas SoE
0 T & 0 A=, &
116
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3.6 Integrales dobles impropias

De la figura se observa que

/ / deyd:c—/ /1 —d:cdy+/ / —dmdy
e % ny

La evaluacion de estas integrales impropias la dejamos al entusiasta lector, quien
de antemano sabe que el resultado de la suma es igual a 1, como en el problema
anterior.

3. Evalda [° [° ze=+2) dydz.
En este caso, se tiene simplemente

[e%9) 9] b c
/ / e~ @) dydr = lim (h’m / ze~ @+ dy) dx
o Jo b=oo Jo N7 Jo

= lim xe"”(h’m/ e dy ) dx
0

b—o0 0

b—oo

b 1 c
= lim ze ”© (h’m [——e2y ) T
b—o0 0 c—00 2

b
= lim ze ¥ ( lim
0

= —lim xe *dx
b—oo J
‘ x zb
= —blilglo [—xe —e }0
1 b 1
= gim | () 0]
1 1
- (1)==
2 ( ) 2 Y
donde se utilizo6 la regla de L’Hopital en
1
iz = iz =0
4. Demuestra que el drea bajo la curva normal f(z) = \/2;76_302/ 20% en el intervalo

(—00,00) es igual a 1, es decir,

o0 ]_ 2 2
—x?/20° _
/_OO —27r026 de = 1.

Con este fin, define
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y el objetivo serd demostrar que / = 1. Como se tiene una funcion par en el
integrando, por lo tanto podemos escribir

*° 1
I= 2/ e 2y
0

2w o2

ademads, como el integrando es una funcién positiva en (—oo, 00) , se tiene que

I>0.

Ahora bien, como la integral definida da como resultado un nimero y no una
funcion, es claro que x ahi juega el papel de una variable muda, de modo que
también podriamos haber escrito I como

o
2 2
1=2 [T Ly
0o V2mo?
Aprovecharemos este ultimo hecho para llevar a cabo el truco mas interesante
de la demostracion, que consiste en convertir esta integral simple en una integral
doble. Para ello, calcularemos el cuadrado 7? como

1 2 2
]2 _ (2 e~ /20 ) ( / Y /202 d )
V2mo? V27102 Y

— (@24y%)/20% 1.0
27?02/ / e

en donde se utiliz6 el hecho de que las variables x y y son independientes entre
si para escribir el producto de las dos integrales como una integral doble. Esta es
una integral impropia que, como hemos mencionado en repetidas ocasiones, no
posee una antiderivada en coordenadas rectangulares. Sin embargo, de acuerdo
con los resultados de la seccion anterior, si puede ser resuelta utilizando coorde-
nadas polares. Para ello, notamos que la region de integracion es todo el primer
cuadrante del plano xy, de modo que su representacion polar estd dada simple-

mente por
/2
I’ = —2 / 2% drdg.
o
¥ 1
gl
| /\
0 “E
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3.6 Integrales dobles impropias

Ahora procedemos a calcular esta integral impropia, obteniendo

w/2
r = = / 2% drdf

7TO'2
2

b
2 1, 12 /202
= —[9]3/ lim [ e /% rdr
7T0'2 b—oo 0

2 TN . o —12/252]°
= (ﬁ)(i)&lj&[ e

, 1
= — hm |:7eb2/20_2 — 1:| = 17
Por ultimo, como / > 0, por lo tanto
I =1,

es decir,
_? 2
e 2 gy = 1.

/oo vV 2mo?

5. Seal'(t) = [° x"le™® dux la funcién gamma. Demuestra que I'(1/2) =

0

I'(t) = / g le T de = T(1/2) = / V27 dy.
0 0
Para resolver la integral, introducimos el siguiente cambio de variable

r=22 = dx=2zdz.

De esta manera,

/2 = /0 (z2)71/2 e 22dz =2 /0 e dz.

Por ultimo, procedemos de manera similar al ejemplo 4, a saber

r(1/2)T(1/2) — /Oo =2 dz/oo e duy

= / / (s+w?) dz dw
w/2 )

= 4/ / e " rdrdd
0 0

b
T , —r2
= 4[9]0/2 lim [ e rdr
b—oo 0
,1b
= 7 lim [—e T’} = 7.
b—o00 0

T(1/2) = V7.
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Capitulo 3 Integraciéon Multiple

3.7 Introduccion a las integrales triples

El concepto de integral también se puede extender al caso de funciones w = f(x,y, 2)
de tres variables, como se expone brevemente a continuacion.

En el caso de funciones y = f(z) de una variable, la integral definida es una

expresion de la forma
b
[ r@ar= [ g ds,
R a

en donde la region de integracion R es simplemente un intervalo [a, b] en los reales
y en donde dL = dx es la diferencial de longitud correspondiente. En particular, si
f > 0, entonces la integral definida representa el area entre la curva y = f(x) y el
eje x, en el intervalo [a, b] .

R

=[]

Daminio de f

Por otra parte, en el caso de funciones z = f(z,y) de dos variables, la integral
definida doble es una expresion de la forma

/ /R f(a,y) dA,

en donde la regién de integracién R es un subconjunto del plano R? y en donde
dA = dxdy = dydz es la diferencial de area correspondiente. Si f > 0, entonces
la integral doble representa el volumen encerrado por la superficie z = f(x,y) y el
plano zy a lo largo de la regién R.

z=7xyl

R Voizme;s

Dominiode %

wap R

Siguiendo con este razonamiento, en el caso de funciones w = f(x,y, z) de tres
variables, la integral definida triple es una expresion de la forma

/] /R F(,y,2) v,
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3.7 Introduccién a las integrales triples

en donde la region de integracion R es un subconjunto del espacio R3 y en donde
dV = dxdydz = dydxdz = ... es la diferencial de volumen correspondiente. Es
de esperarse que si f > 0, entonces la integral triple representa el hipervolumen
encerrado por la hipersuperficie w = f(z,y, z) y laregion R en el espacio zyz.

Z

(ro se puede dibujar ¢l bicha)

Y

e i

Dongiria de

Varios de los resultados planteados a lo largo de este capitulo pueden genera-
lizarse al caso de integrales triples (promedios, cambio de orden de integracidn,
etc...). Su planteamiento, sin embargo, puede revestir de mayor complejidad, por
lo que a continuacién sélo abordaremos una aplicacién muy especifica, que es el
célculo de volumenes.

En el caso de las integrales dobles, vimos el célculo de dreas de regiones planas
como una posible aplicacion. La idea ahi fue determinar el area Ar de una region
plana R mediante el truco de hacerlo a partir del cdlculo de la integral doble [ [ g 1dA
de la funcién f(x,y) = 1 a lo largo de R. En analogia, ahora podemos encontrar el
volumen V} de una regién R en el espacio, planteando la integral triple [ [ [, 1dV
de la funcién f(x,y,z) = 1 a lo largo de la regién espacial R, como se ilustra en
los siguientes ejemplos.

Ejemplos:

1. Este es un ejemplo bobo, pero bastante ilustrativo. Se trata de plantear una inte-
gral triple iterada para calcular el volumen V; del paralelepipedo definido por la
region R: 0<x<1,0<y<2, 1<2<3.

Como se muestra en la siguiente figura, se trata de una regién con limites fijos,
enlaque zvadela3, mientrasy vade0a2yxvadeOal.

z

| Fa
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Capitulo 3 Integraciéon Multiple

En este caso, se tiene simplemente

1 2 f3
Vp = / / / 1 dzdydzx,
o Jo J1

cuyo resultado es 4, como era de esperarse. Cabe sefalar que debido a la sim-
plicidad de la regién R, la integral triple pudo haberse planteado directamente
en cualquiera de las otras 5 maneras distintas, simplemente intercambiando el
orden de integracion, es decir,

2 1 3 3 02 pl
Ve = / / / 1 dzdxdy = / / / 1dxdydz = ...
o Jo J1 1 Jo Jo

2. Plantea una integral triple iterada para calcular el volumen V; de la regién finita
R del primer octante, limitada por las graficas de los planos x = 0,z =2, 2 =0

yz=1—1y.

De acuerdo con la figura, las seis maneras en las que se puede plantear una
integral triple para calcular el volumen V3 de la region son

Ve = / / / dzdyda

1 2 ploy
2 / / / dzdxdy
o Jo Jo
2 1 pl—z
= / / / dydzdx
o Jo Jo
1 2 plz
= / / / dydxdz
o Jo Jo
1 pl—z 2
= / / / dxdydz
o Jo 0
= / / / dxdzdy.
0o Jo 0
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3. Plantea una integral triple iterada para calcular el volumen V% de la region finita
R contenida entre las graficas de los paraboloides z = 22 +3y%y z = 8 — a2 —¢%.

z

z=8 2% y2
curva de interseccion

sale en
=8 2% »

(2,04

enira en
z.= x2+3y2—

erira exn

3 = - a2z T Xy =4

200

o~

sale en

v =i

Del dibujo puedes observar que, mientras x vade —2 a 2, y vade lacurvay =
—+/(4 —2?) /2alacurvay = /(4 — 22) /2y 2z vade la superficie z = 22+ 3y>
a la superficie z = 8 — 22 — 32, En ese caso, te conviene plantear la integral triple
en el orden dzdydx, dado por

\/4172/2 8—x2—y?

] [ s

—/(4—22)/2 z2+43y2
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Capitulo 4
Sucesiones

4.1 Sucesiones de niimeros reales. Criterios de convergencia

Las funciones continuas pueden no resultar ttiles para describir el compor-
tamiento de cantidades observables, que son medidas en ciertos valores es-
pecificos de la variable independiente y no de manera continua. Por ejemplo,
el precio p de un bien a lo largo del tiempo ¢ no se obtiene en la practica
como una funcién continua de la forma p(t), sino mas bien como el conjun-
to de valores p1, p2, p3, - . . , pr correspondientes a los periodos 1,2,3,...,7,
respectivamente. Suponiendo que puedes determinar el precio a perpetuidad,
éste estaria descrito por un conjunto infinito de la forma py, p2, ps3, . . . Es de-
cir, el precio estaria dado por una funcién discreta, tal que a cada nimero
entero ¢ > 1 le asigna un unico nimero real p;, . Una funcién de este tipo es
lo que se conoce como una sucesion de niimeros reales.

Definicion. Una sucesion infinita, o sucesion, de nimeros reales es una
funcion que a cada entero n mayor o igual que algin entero 7 le asigna un
unico numero real a,,.

Una sucesion es una funcién en el sentido que ya conoces, pero los ele-
mentos de su dominio son nimeros enteros, no reales. Esto es, una funcion f
de variable continua es un objeto de la forma

fir SCR—R
iy = f(z)
que a cada elemento x de un subconjunto .S de los reales R le asigna un tnico
elemento y = f(z), también en R. Si ahora suponemos que el dominio es un
subconjunto [ = {n € Z| n > ng} de los enteros Z, y en lugar de f deno-
tamos por a a la regla de correspondencia, entonces la funcién se denomina
sucesion, y es un objeto de la forma
a: I1CZ—R
nw— a, = a(n)
que a cada elemento n del subconjunto / de enteros le asigna un tnico ele-
mento a,, = a(n) en los reales R.
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4.1  Sucesiones de numeros reales. Criterios de convergencia

Por lo general se toma ny = 1 como primer elemento, aunque también es posible
considerar algun otro valor inicial, incluyendo un entero negativo. Una vez selec-
cionado el primer elemento, digamos ny = 1, la sucesiéon a,, es el conjunto de
valores

ai, g, as, ...

obtenidos al evaluar la regla de correspondencia a,, enn = 1,2,3,.... Una ma-
nera alternativa de denotar la sucesion ag, as, as, . . . es {a,}, en donde la notacién
{ } indica que se trata de un conjunto de valores construidos mediante la regla de
correspondencia dada.

Gréficamente, una sucesion de nimeros reales {a, } se representa mediante un
conjunto de puntos en la recta real, como se muestra en la siguiente figura.

+
-+
L
-
E
-

-

También puede resultar ttil (jaunque menos elegante!) graficar una sucesién {a,, }
como una funcién discreta en el plano, en donde el eje horizontal representa la
variable entera n, y el eje vertical, la variable real a,,,, como se ilustra en la siguiente
grafica.

+ * %
. Ay 94
)
-
4
1 2 3 4 n
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Por ejemplo, considera la sucesion

1
ap = —,
n
conn > 1. Esta regla de correspondencia genera los valores
1, 2, 3, 4,

Dominio:

! ! ! !

) _ _1 _1 _1
Imagen. Cl,l—l, az =3, a3 =73, G4 =7,
de modo que la sucesion {l} es conjunto
n

111
) 57 §> Z) R
, 1 . . .
cuyos elementos son nimeros reales de la forma ~, obtenidos a partir del reciproco
de cada entero positivo n. En este listado se sobreentiende que el primer elemento
proviene de n = 1, el segundo de n = 2, y asi sucesivamente. Graficamente, la
sucesion a,, = % se representa en la recta real como el conjunto de puntos mostrado

en la siguiente figura.

1

1
2

O e
L) | =

Alternativamente, la sucesion {%} puede representarse como una funcion discreta
en el plano, como se muestra en la siguiente grafica.

%y

1 +

12 4
113 2 .
14 g3  »

0 ¢ o 3 4 5 6 =

Este ejemplo nos permite introducir de manera intuitiva el concepto de limite de
una sucesion. Por ejemplo, es facil advertir que a medida que n — oo los valores
de la sucesion a,, = — van tendiendo a 0. En este caso, decimos que la sucesion
n
converge a 0, o tiene limite 0, y lo denotamos por
1

lim a, = lim — =0.

n—oo n—oo M

Mas generalmente, una sucesion es convergente si sus valores tienden a un unico
valor limite L. a medida que n — o0, y esto se escribe como

lim a, = L.

n—oo
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Cuando esto ocurre, se dice que la sucesion converge al limite L. Si tal limite no
existe, ya sea porque los valores crecen o decrecen indefinidamente, o porque no
existe un unico valor L, se dice que la sucesion es divergente. La definicion formal
de limite se presentara después de los siguientes ejemplos.

Ejemplos:

1. Identifica las siguientes sucesiones, con ny = 1.
a. {2"}
Se trata de la sucesion 2,4, 8,16, 32,64, ...
b. {2n}
Se trata de la sucesion 2,4,6,8,10,12,...
c. {2n—1}
Se trata de la sucesion 1,3,5,7,9,11, ...
d {(-1)"2n+1)}
Se trata de la sucesion —3,5,—7,9, —11,13, ...

e'{(_UMInil}

Se trata de la sucesion

Ly &
2" 374’56
2. Encuentra 1la reglla dle correspondencia en las siguientes sucesiones.

B o
5T P9 16 25
1

La regla de correspondencia es a,, = (—1)"+1—2, n>1.
n

b. 3,3,3,3,3,...

La regla de correspondencia es a,, = 3, n > 1 (funcion constante).
c. —1,1,-1,1,—1,...

La regla de correspondencia es a,, = (—1)", n > 1.
d. 1,0,1,0,1,0,1,0...

La regla de correspondencia es a,, = —————, n > 1.

e. 2,0,6,0,10,0,14,0...
La regla de correspondencia es a,, = [1 — (—1)"] n, n > 1.
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3. Identifica las siguientes sucesiones (n > 1). Graficalas como puntos en la recta
real y también como funciones discretas en el plano. Finalmente, determina si la
sucesion es convergente o divergente.

n—1
a. a, =
n
., 1234
Se trata de la sucesion 0,5,5,1,3,...
a?‘S
34 o ag
t b 203 0a3 dy
0 l Efﬂ ] % 2 *ay
2 345
4
ol 1 2 3 4 5 6 7
Como

n—oo n—oo n n—oo n

lim a, = lim 2= — lfm (1—1) _ 1,
por lo tanto la sucesion converge a 1.
b. a, =2
Se trata de la sucesion 2,2,2,2,2, ...

%y

Como
lim a, = lim 2 =2,

n—oo n—oo

por lo tanto la sucesion converge a 2.
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C. a, =+/n

Sucesiones de nimeros reales. Criterios de convergencia

n
Se trata de la sucesion \/I, \/5, \/g, \/4_1, \/5, .

[

By

1232

Como

por lo tanto la sucesién diverge.

d. a, = (—1)"**(

Se trata de la sucesién 0, —

Como

| 2

Iim a, = lim

n—oo n—oo

- +*
4T T
N3t o ay 0
> 2T e G
X 1- - a2
2y
ol 1 o 3 4 5 6 7 x
lim a, = lim /n = oo,
n—oo n—oo
n—1
=)
12 34 _5
2737 4757 67"
a?ﬂ
E—— - ————— - — — = —
445 %y
213 .
By
Y al
i x 0l 1 o 2 4 5 § 7 e
-1z ‘a,
- 314 .
-Sf? 2y ! ¥

o)

no existe, ya que los valores no tienden a un tinico limite (van alternando hacia
1 y hacia —1), por lo tanto la sucesion diverge.
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En este punto, vale la pena mencionar que existe otra representacion alternati-
va para representar una sucesion {a, }, dada por una relacion de recurrencia. En
esta ultima, en lugar de especificar la regla de correspondencia a,,, mas bien se es-
tablece la relacién que guardan entre si cualesquiera dos elementos del conjunto.
Por ejemplo, en lugar de definir la sucesion de potencias de 2,

2,4,8,16,32,64, ...,
como la regla de correspondencia a,, = 2", n > 1, podemos definirla a través de la
relacion de recurrencia
pt1 = 2an7
a; = 2.

en la que se establece que el primer término de la sucesion, aq, es 2 y, a partir de
éste, cada término es el doble del anterior, a,, 1 = 2a,. Para encontrar la solucion,
se procede recurrentemente de la siguiente manera:

a; = 2

as 2a; = 2(2) = 2°

as = 2ap=2(2%)=2°

an = 2a,_1=2(2"1) =22

y, por lo tanto,
a, =2", n>1.

Este tipo de representacion se utiliza mucho en economia y finanzas. Por ejem-
plo, puede obtenerse la sucesion temporal de los precios de un bien (o de un activo),
relacionando el precio p; del bien en el periodo ¢ con el precio p; 1 que tenia en el
periodo anterior ¢ — 1.

El problema de mayor interés en el tema de sucesiones es determinar su com-
portamiento asint6tico, lim a,,, mediante el andlisis de la posible convengencia o

n—oo

divergencia de la sucesion a,, a medida que crece n. Desde un punto de vista formal,
demostrar la existencia del limite involucra la definicién que se enuncia a continua-
cion.
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Definicion. Una sucesion {a,, } de niimeros reales converge al niimero L si para
todo nimero € > 0 existe un correspondiente entero N (¢) tal que para todo n

n>N = Ja,—L|<e

En ese caso, escribimos lim a, = L, o simplemente a,, — L, y llamamos a L el

n—oo

limite de la sucesién. Cuando tal nimero L no existe decimos que {a,} diverge.

*
I+el — - 2 o e A
i IE + + . T .t + + + 4 E S
IE * i 5 ik T v gy v+
L-E ___’___ﬁ_o_________n_____
0‘ *
+
*
*
o
o
0 N =N "
H

De acuerdo con la definicién, una sucesién {a, } tiene limite L si, a medida que
n crece, la distancia |a,, — L| entre a,, y el limite L se vuelve tan pequefla como se
desee. Si denotamos por € > 0 a ese parametro de pequefiez, entonces debe existir
algin valor n = NN a partir del cual todos los elementos ay, any1, ant2, ... quedan
adentro de la franja [L — ¢, L + €], como se muestra en la figura de arriba. Por lo
general, el valor de V es funcion de qué tan estrecha se desee hacer esta franja, es
decir, N = N(e).

Ejemplos:
) 1
1. Demuestra formalmente que lim <—> = 0.
n—oo n

Sea ¢ > 0. Mostrar que la sucesién a,, = — converge al limite . = 0 implica
n

encontrar un valor N (e) tal que

1
S
n

n>N = < €.

Para encontrar mas facilmente N (¢) es util proceder al revés, es decir, partiendo

de la conclusidon
1
‘— < €.

n

Como n es positivo, se tiene
1
— <€,
n
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de modo que

1
n>-.

€
Asfi, para garantizar la condicién n > N, podemos escoger

S|

Por lo tanto, concluimos que lim ( ) = 0, ya que para todo ¢ > 0 existe

N(e) = 1 tal que
1

n>- =
€

1
——0'<e.
n

1
2. Demuestra formalmente que lim (—) =0.

n—oo ’rL2

Sea € > 0. Debemos encontrar un valor N (¢) tal que

1
n>N = . — 0' < e
n
Para ello, partimos de
1 <
-’ €.
n2
Como n es positivo, se tiene
1
E < €,
de modo que
1
n>—.
€
Asi, escogemos simplemente
1
N(e) =—=

1
Por lo tanto, concluimos que lim (—) = 0, ya que para todo € > 0 existe

n—oo

N(e) = ﬁ tal que
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Para demostrar que una sucesién {a, } no posee un limite L se tiene que negar la
definicién

Ve>0 INe€Z [Vn n>N = |a,—L|<¢,

mostrando que existe una € > 0 tal que, para cualquier valor de /V, hay elementos a,,
conn > N que se salen de la franja [L — ¢, L + €| . Esto puede ocurrir en cualquiera
de los siguientes casos. El primer caso es cuando los términos de la sucesion crecen
(o decrecen) sin limite, a medida que n — 00, como se muestra en la siguiente
figura.

En el segundo caso, los términos de la sucesiéon no crecen o decrecen indefinida-
mente, pero tampoco tienden un tnico valor a medida que n — co. Esto se ilustra
en la siguiente figura, en donde los términos de la sucesion a la larga se acumulan
alrededor de dos valores diferentes, r; y 75.

a Para esta ¢ algunas a,
salen de la franja

r2 —t +

En este dltimo caso, los valores r; y 72 no se llaman puntos limite (jun punto limite
es Unico!) sino mds bien se denominan puntos de acumulacion.

Definicién. Se dice que r es un punto de acumulacion de una sucesién {a, } de
nlimeros reales si para todo nlimero € > 0 existe un niimero infinito de elementos
ay # r de la sucesion tales que |ay — 7| < €.

La diferencia entre un punto limite L y un punto de acumulacién r es la sigu-
iente: para que L sea un punto limite es necesario que a partir de un cierto valor
n = N todos los elementos a,,, con n > N, estén a una distancia de L menor que
€, mientras que 7 es un punto de acumulacion si existe una infinidad (j no todos!)
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de elementos a,,, con n > N, a una distancia de » menor que .

[

i a ; ;
Todos ] Heay una infinidad dz puntos,
odos o8 punios en cada franja, pero no son todos
caswen la frania | _ _ _ S T T T
+ .?“1 ———* +
R A R [osgomns . s T3 P, R T S
B r— e S S Firdl s g
- - = . - - - - - +* .
- *
. T s £ =)t S
2 v 3
T Sy, o o e 05
+*
+*
bl b
L o5 un punto Kmite 7 y 7y son punios de acumulacion

Es importante sefialar que no siempre que una sucesion a la larga tienda a dos o
mds puntos estos deben ser considerados como puntos de acumulaciéon. Un nimero
r € R es un punto de acumulacién de {a,} si cada intervalo abierto que contiene
a a contiene un punto en {a,} diferente de r. Asi, por ejemplo, en la sucesioén
a, = (—1)" los nimeros 1 y —1 no son puntos de acumulacién, ya en una vecindad
pequeia alrededor de 1 no hay otros puntos de la sucesion diferentes de 1. El mismo
argumento se aplica a —1.

A partir de cada sucesion {a,} se puede construir una subsucesion {b,} . Por
ejemplo, a partir de la sucesion

111
1,=,=,-,...
727374?
podemos construir subsucesiones tales como
111 1111
l,=,-,=,...,0bien, —, —, = —
3y T e

Teorema.

(i) Si una sucesién {a,} converge a un limite L, entonces cualquiera de sus
subsucesiones {b, } converge al mismo limite L.

(ii) Si alguna de las subsucesiones {b,,} de la sucesion {a, } diverge, o si dos de
ellas convergen a diferentes limites L; y Lo, entonces {a,, } diverge.

Por ejemplo, usando el inciso (ii) del teorema puede demostrarse que la suce-
sién {(—1)"} diverge, ya que la subsucesién {(—1)", m par} converge a 1, y la
subsucesion {(—1)™, m impar} converge a —1.
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Para enunciar el tltimo teorema de esta parte, es necesario introducir las siguien-

tes definiciones.

Definicién. Una sucesion {a, } de niimeros reales es creciente si para todo n se
cumple que a,, < a,+1 . La sucesion es no decreciente si para todo n se cumple

Qp S Apt1-
an an
! ’an+1 * a ’
A # i M A+l
te) H
Susesidn cracients Sticesion no decreciente
sl T Uyt 23y
Ejemplos:
. n—1 .
1. La sucesion a,, = es creciente, ya que como
n
n?—1<n?

(n+1)(n—=1) < (n)(n)
n—1 n
n <n—|—1
n—1 (n+1)-1
w (n+1)
Ap, < Apy1-

2. La sucesion a,, = 3 es no decreciente, ya que como
3<3

LoQp S Ap41-

Definicién. Una sucesion {a, } de nimeros reales estd acotada superiormente
si existe un nimero real M tal que para todo n se cumple que a,, < M. En ese caso,

se dice que M es una cota superior para {a,} .

Si una sucesion estd acotada superiormente, entonces ésta posee una infinidad de

cotas superiores My, Mo, . ..
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Definicién. Si L es una cota superior para una sucesién {a,, } de nimeros reales,
pero ningln otro nimero menor que L es una cota superior de {a, }, entonces se
dice que L es la minima cota superior de {a,} .

Debido a que a,, € R, y R es un conjunto completo, entonces cualquier sucesion
{a,} que esté acotada superiormente posee una minima cota superior L, que es
tnica, y esta dada por el supremo del conjunto {a,, }.

=

r

= x

[}

Teorema de la sucesion no decreciente. Una sucesion no decreciente {a,, } de

nimeros reales converge si y solo si ésta estd acotada superiormente. Cuando la
sucesion converge, ésta lo hace a su minima cota superior L, es decir,

lim a, = L.

n—oo

Ed

Este teorema es de gran importancia para analizar la convergencia de una serie
de nimeros, como discutiremos en el Capitulo 5.

Teoremas para calcular limites de sucesiones

El teorema de limites a continuacion trata sobre el limite de sucesiones obtenidas
a partir de operaciones algebraicas simples entre sucesiones.

Teorema. Sean {a,} y {b,} sucesiones de nimeros reales y A, B,k € R. Si
lim a, = Ay lim b, = B, entonces

"1 lim (ay, J:Z;S =A+B Regla de la suma
2. Tim (ka,) = kA Regla del mdltiplo constante
3. :Enz (anb,) = AB Regla del producto
4. T}Ln;o (%) = %, B#0 Regla del cociente

© Lorena Zogaib 136



4.1  Sucesiones de numeros reales. Criterios de convergencia

_4 4
lim (5” ) = Im (5——)
n—oo n n—o0 n

1
= lim5—4lim (—) =5.
n— oo n—oo \ N
Nota que el limite de la suma de sucesiones es la suma de los limites sélo si cada
uno de esos limites existe. Lo mismo sucede con el limite del multiplo constante,

del producto y del cociente de sucesiones. En relacién con esta tltima propiedad,
debe ser claro que

Ejemplo:

lim

n—oo

Y

n limn

<5n — 4) y 7115130(571 —4)
n—oo

ya que tanto el limite en el numerador como en el denominador divergen. También

vale la pena sefialar que si una sucesién {ka,} converge, con k& # 0, entonces

{an} converge, y que si {a,} diverge, entonces {ka,} diverge, para k # 0. Como

consecuencia de este ultimo resultado, si una sucesion es divergente, lo seguird

siendo aunque la dividas por un nimero muy grande.

El siguiente teorema puede ser util para calcular el limite de sucesiones que estan
acotadas por otras sucesiones, que son mds simples, y de las cuales ti ya conoces
su limite.

Teorema del sandwich para sucesiones. Sean {a,},{b,} y {c,} sucesiones
de ndmeros reales. Si a,, < b, < ¢,, para todo n > ng, para algin ng > 1, y si
lim a, = lim ¢, = L, entonces

n—oo n—oo

lim b, = L.

n—oo

Ejemplos:

1. Demuestra que lim (cosn) =0.

n—oo n

Sabemos que
—1<cosn <1,

de modo que

cosn

<

<

3|
3|

n
paratodon > 1. Asi

, 1 . cosn , 1
lIim | —— ] < lim < lim (—].
n—oo n n—oo N n—oo \ 1
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lim (—l) = — lim (l) =0,
n—oo n n—oo \ M

por el teorema del sandwich concluimos que

Como

cosn

lim =0.
n—oo N
, 1
2. Demuestra que 1im on = 0.
Sabemos que
2" > n,
para todo n. > 1. Por lo tanto,
1 1
0< — < —.
)
Asi
) 1 a
Iim 0 < lim — < lim —.
n—o00 n—oo 2T n—oo N
Como
) 1
lim0= lim — =0,
n—o00 n—oo N
por el teorema del sandwich concluimos que
1
lim — =0

1
3. Demuestra que lim — = 0.

n—oo n'

Para aplicar el teorema del sandwich debemos encontrar dos sucesiones que con-

verjan a 0 y que puedan relacionarse a la sucesion dada. Una posibilidad para ello

se basa en el hecho de que, paran > 4,
nl=1.2.3.4-5-6-....n=24-5-6-...-n

(n—4) factores

2"=2.2.2-2-2-2-...-2=16-2-2-...-2.
(n—4) f
n— actores

De esta manera, se tiene

n! > 2"
es decir,
n! > 2",
para todo n > 4. Por lo tanto,
0< 1 < !
Asi,
, .1 , 1
Im 0 < lim — < lim —.
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Como
lim0= lim — =0,
por el teorema del sandwich concluimos que
, 1
lim — = 0.

Otro resultado de gran utilidad es el teorema del valor absoluto, que se enuncia
a continuacion, que establece que si la sucesion de los valores absolutos de una
sucesion converge a 0, la sucesion original también converge a 0.

Teorema del valor absoluto para sucesiones. Si lim |a,| = 0, entonces
n—oo
Iim a, = 0.
n—oo
Ejemplo:

1
Demuestra que 1im {(—1)" } A1

. 1 1 1
La sucesién es a,, = (—1)" —, de modo que |a,| = ’(—1)" —| = = Como
ya demostramos en el anterior ejercicio 3,
, , 1
lim |a,|= lim — =0.

Asi, por el teorema del valor absoluto,

1
lim a, = lim {(—1)" } =0.

Otro teorema ttil se refiere al limite de una composicién de funciones, como se
enuncia a continuacion.

Teorema de la funcién continua para sucesiones. Sea {a,} una sucesion de
nimeros reales. Si lim a, = Ly si f(z) es una funcién que es continua en L y

n—oo

definida en todo a,,, entonces

lfm f(ay) = f <liman> — f(L).

n—oo n—oo
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Ejemplos:

/ 1
1. Demuestra que lim i 1.
n—oo n

. n+1 . . .
La sucesion es la composicién de la funcién continua f(x) = /x con
n

n+1
la sucesién a,, = i . Como
n
1 1
lfm a, = lim (”+ ) — lim <1+—> _1
n—oo n—oo n n—oo n
. .. , . n+1
y como f(z) = 1/ es continua en el limite 1 y estd definida en toda a,, = ,
n

por lo tanto,

, n+1
lim 4/ =
n—oo n

2. Demuestra que lim 2'/" = 1.

n—oo

La sucesién 2'/” es la composicién de la funcién de variable continua f(z) = 2°

con la sucesion a,, = —. Como
n

1
lim a,, = lim (—) =0,
n—00 n—oo \ 1

y como f(x) = 2% es continua en el limite 0 y estd definida en toda a,, = %, por
lo tanto,

{ 1
Hm 21/n — 27L1l>moo(7l> — 20 — 1

n—oo

Por ultimo, el siguiente teorema te permite calcular el limite de una sucesion, si
conoces el limite de su correspondiente funcion continua.

Teorema. Sea f(x) una funcién de variable real, definida para todo =z > ng, y
sea {a,} una sucesion de nimeros reales, tal que a,, = f(n), para todo n > ny.
Entonces

lim f(z)=L = lima, = L.

T—00 n—oo
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1
Por ejemplo, demostremos que lim (n i ) = 1. Para ello, primero identifica

n—oo

la sucesion como
n+1

an = )

n
para todo n > 1, de modo que su funcion continua correspondiente es

r+1
fa) =S
De este modo, es claro que
n+1
a, = f(n) = —

Por ultimo, como

| 1
lim f(z) = lim <x+ ) L lm (I) _1,

T—00 —00 €T T—00

en donde se ha utilizado la regla de L'Hopital para calcular el limite tipo 2> para la
funcién continua f, por el teorema anterior concluimos que

lfm a, = lfm <”+1) _ 1

n—oo n—oo n

Nota que el resultado anterior pudo haberse obtenido de una manera directa,

simplemente aplicando la regla de L’Hopital a lim , es decir, derivando

n—oo n

con respecto a la variable discreta n (jcomo si fuera una variable continua!). En otras

e . f n+1
palabras, el teorema anterior justifica calcular directamente el limite lim ( )

n—o0 n
como 1 1
lfm a, — lim (”+ ) L lm (—) _ 1

© Lorena Zogaib 14l



Capitulo 4 Sucesiones
Ejemplos:

1. Calcula lim 5—:

n—oo

En este caso, se tiene simplemente

lim 5_n L Jim 5 _

2. Calcula lim [In(2n+ 1) —Inn].

Primeraglzﬁote,
2 1
Iim [In(2n+1)—Inn] = limIn ( Qs )
n—o0 n—00 n

om + 1
_ 1n[1im ( & )}
n— o0 n

Utilizando ahora la regla de L’Hopital, se tiene

lfm <2”+1> Ly, 2o9

n—oo n n—0o0 1

de modo que
lim [In(2n+1) —Inn] =1n2.

n—oo

3. Calcula lim <n+2> .

n—o00 n

Primero nota que

2 n
lfm (”+ ) — lim (14 2/n)"

n—00 n n—o0
— lm eln(1+2/n)"
n—oo
— lim enln(1+2/n)
n—oo
, In 1+2Zn
= lime 1/n
n—oo
. In(142/n)
De acuerdo con la regla de L’Hopital
—2/n?

n—oo

In(1+2/n)\ L 112/n 2
lim ( ————= ) = If = 1f =2
e ( 1/n ) noo —1/n? noo 14+2/n ’

de modo que

2 n
lim (n + ) = e2.
n— oo n
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Limites que aparecen frecuentemente

1. im (1“—”) ~0
n—oo n

L lim Yn =1

n—oo

. lfm {/z =1, paratodo z > 0

n—oo
. lim 2" =0, paratodo |z] <1

n—oo

. lim (1 + E) =e”, paratodoxr € R
n

n—oo

[ S S N\

6. lim x_' =0, paratodox € R

Demostracion:

1. m (ln—”> L km (1/—”> - 1N (1) 0.
n—00 n n—00 1 n—oo \ N
Inn

, , 2 1/ , Inn lim =&
2. lim /n = limn'/" = lim ™™™ = lime™n =en= " =¢’ =1,

n—oo n—oo n—oo n—oo

3. Sea z > 0. Por lo tanto,

Inx lim Inz

. , f 1/ . Inz
lim /z = lim 2" = lim e™*’" = limen =en-x " =% =1.
n—oo n—oo n—oo n—oo

5. Sea z € R. Por lo tanto,

, , n , In(14z/n) lim In(1+x/n)
lm (14 2/n)" = lim 2(+2/M" = lime™ /7 = et (57
n—oo n—oo n—oo
Por regla de L’Hopital

—x/n?
1 1 xr/n
o (ROFEWN Lo () o (—2 ) —

de modo que lim (14 z/n)" = €*.

Las demostraciones de las propiedades 4 y 6 pueden consultarse en la bibliogra-
fia del curso. Aqui las omitimos por ser bastante mas elaboradas.

Ejemplos:
1. lim (—%)n = 0, en donde se utiliz6 la propiedad 4, con z = —1/7.
2. lim — = 0, en donde se utiliz6 la propiedad 6, con z = 35.

n—oo n!
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3. lim V72 = lim (Y/n/n) = (lim \/ﬁ) (Hm ﬁ) — (1)(1) = 1, en donde

se utilizo la propiedad 2.

4. lim (n — 3) = lim <1 — é) = 73, en donde se utilizo la propiedad 5,

n—oo n n—oo n
conzx = —3.
1 Innt/? 1
5. lim (n\/ﬁ) — lfm <n” ) = L1m <ﬂ) — (1) (0) = 0, en donde
n—oo n n—oo n n—oo n

se utiliz6 la propiedad 1.

6. lim /5n = lim (/5 {/n) = (h'm JE) <h’m \/ﬁ) — (1)(1) = 1, en donde

se utilizaron las propiedades 2y 3 (z = 5).

4.2 Sucesiones de vectores

El concepto de sucesion de nimeros reales, a,, : Z — R, puede extenderse para una
., —_ . s .

sucesion de vectores, 7', : Z — R™, que a cada entero n le asigna un tinico vector

— . . ° 5

T, en R™, como se discute a continuacion.

Definicion. Una sucesion de vectores en R™ es una funcion que a cada entero n
. » . 7 . —_—
mayor o igual a algin entero ng le asigna un tnico vector z',, en R™.

Asi como una sucesién de nimeros reales {a, } se representa geométricamente
por una coleccion de puntos en la recta real (eje x), una sucesion de vectores {Yn}
se representa por una colecciéon de puntos en el espacio R™. La siguiente figura
muestra una sucesion de vectores en el plano R?.

¥,
x -’_'55
. 4+ * fﬁ
x3‘ +
s E, .
x2+
* *
El’
x

.. — m £ <

Nota que cuando una sucesion { 2°,, } en R™ converge, ésta no converge a un nimero
—

real L, sino a un vector L en R™.
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—
° ez .z — .
Definicién. Una sucesion de vectores { =, } converge al vector L si para todo
nimero € > 0 existe un entero NV tal que para todo n

ﬁ
n>N = H?n— LH <.
. , N — . s — —
En ese caso, escribimos lim 2, = L, o simplemente z°,, — L,y llamamosa L

n—oo

ﬁ
el limite de la sucesién. Cuando tal vector L no existe decimos que { 7', } diverge.

La definicién anterior generaliza la definicién de convergencia de sucesiones
de reales, en donde se ha reemplazado el valor absoluto |a, — L| por la norma

_ - . . . . .
H Xn— L H . El siguiente teorema permite determinar la convergencia de una suce-
sion de vectores de una manera simple.

., o . , .
Teorema. Una sucesion de vectores { 7', } en R™ converge si y s6lo si todas las
m sucesiones de sus componentes convergen en R.

Ejemplo:

21
Identifica la sucesién { %, } en R?, dada por @', = <—, —) ., n > 1. Analiza su
n'n

convergencia e ilustra con una grafica.

En este caso, la sucesion es el conjunto de puntos

(27]‘)7 ]‘7l ) 271 ) 17} AR *
2 33 2 4
lim <2> =0y lim (l> =0,
n—o00 n n—oo n

de acuerdo con el teorema anterior, se tiene,

lim 7, = lim (g,l> = (0,0),

n—oo n—oo n n

Como

de modo que la sucesién converge al limite L= (0,0).

12 = T2,
] 77,
1/ 4

x
0 w223 5

© Lorena Zogaib 145



Capitulo 4 Sucesiones

s sz — ., .,
Definicion. El vector " es un punto de acumulacion de la sucesioén de vec-
tores {7, } si para cada niimero ¢ > 0 existe una infinidad de enteros n tales que
— —
|2, — 7| <e.

Ejemplo:

La sucesién {7',} en R?, dada por 7', = ((=1)"*'(=1),1), n > 1, no
posee un punto limite, pero si presenta dos puntos de acumulacién, 7, = (1,1) y
ﬁ
r1= (—1, 1)

Para concluir, vale la pena mencionar que las sucesiones de vectores satisfacen
muchas de las propiedades que conocemos para el caso de sucesiones de reales, tales
z . . . —_ —_
como el limite de una suma de sucesiones vectoriales de la forma {7, + ¥ ,.},
3 . 1.0 — , ., .
el limite del mdltiplo constante {cZ ', }, etc, que aqui omitiremos por razones de
tiempo.

4.3 Sucesiones de funciones

El concepto de sucesion de niimeros reales, a,, : Z — R también puede extenderse
para una sucesion de funciones, f,, : S C R — R, que a cada entero n le asigna
una unica funcién de z, f,(z), como se discute brevemente a continuacion.

Definicion. Sea S C R. Se dice que {f,} es una sucesion de funciones si para
cada entero n mayor o igual a algiin entero n existe la funcién f,, : S — R.

Es claro que para cada € S la sucesion {f,,(x)} genera una correspondiente
sucesion de niimeros reales, obtenida al evaluar cada funcién f,, en el punto x. Para
algunos valores de x la sucesion puede converger, y para otros puede divergir. Para
cada ndmero x para el que la sucesion {f,(z)} converge, existe un nimero real
determinado de manera tnica, que denotamos por lim f,(z). En general, el valor

n—oo

de este limite, cuando existe, dependera de la eleccién del punto x, de modo que el
limite lim f,(z) es una funcién f(z), cuyo dominio consta de todos los niimeros
n—oo

x € S para los que la sucesion {f,(z)} converge. Si denotamos por Sy C S al
conjunto de valores z para los cuales converge la sucesion {f,,}, decimos que la
sucesion { f,,} converge puntualmente en Sj.
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Ejemplos:

1. Considera la sucesion { f,(z)}, n > 1, en donde f,(z) = x/n, paratodo x € R.
De esta manera, la sucesion es el conjunto de funciones

{f rr }
1?2737"' )

como se ilustra en la siguiente gréfica.

¥
A&

Fo ()
S5

F(x

Para esta sucesion, es claro que

1
lim f,(z) = lim (f) — zlim (—) —2-0=0,
n—oo n—oo n n—0o0 n
para todo = € R. De esta manera, la sucesion {x/n} converge a la funcion
fla) =0,
paratodo x € R.

2. Considera la sucesion { f,,(z)}, en donde f,(z) = x™, para todo z € R. De esta
manera, la sucesion es el conjunto de funciones

1.2 .3
(' a%,03,.. ),
como se ilustra en la siguiente grafica.

P

(1,70}

Siz = 1, la sucesion {f,(1)} = {1} converge a 1. Por otra parte, si = = —1,
la sucesion {f,(—1)} = {(—1)"} diverge, ya que oscila entre 1 y —1. Para
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x # +1 sabemos que lim z" = 0 para || < 1, mientras que lim z™ diverge
n—oo

n—oo
para |z| > 1; en consecuencia, si |z| < 1, la sucesién { f,,(z)} = {2"} converge
ala funcién f(x) =0,y si |z| > 1, la sucesion diverge. En otras palabras,

lim f,(z) = lim 2" =

n—oo n—oo

0, si —l<z<l,
1, siz=1,

para todo x € (—1, 1]. De esta manera, la sucesién {z"} converge puntualmente

a la funcion
0, si —l<z<l,

f(x):{ 1, siz=1,

enSo={reR|-1<x<1}.

De la definicion de convergencia puntual se sigue el siguiente teorema.

Teorema. Una sucesion {f,,} de funciones f,, : S C R — R converge a una
funcién f : Sy C S — R siy s6lo si para todo ¢ > 0y toda x € S, existe un
nimero natural K (e, ) tal que si n > K(e, z), entonces | f,,(z) — f(x)| < e.

En los dos ejemplos anteriores, es posible demostrar que el nimero K (e, x) de-
pende tanto del valor de ¢ > 0 como de x € Sy. Esto ultimo se debe a que, por lo
general, la convergencia de la sucesion puede ser mas rdpida en unos puntos que en
otros. Sin embargo, existen ejemplos en donde la desigualdad |f,,(z) — f(x)| < €
se cumple para todos los valores € R, de modo que K es funcidén de € solamente.
Para estos casos, se dice que la sucesion converge uniformemente.

Definicién. Una sucesion {f,,} de funciones f,, : S C R — R converge uni-
formemente a una funcién f : Sp C S — R si para todo € > 0 existe un nimero
natural K (€) (que depende de € pero no de x) tal que sin > K(e) y x € Sy, en-
tonces | f,(z) — f(x)] < e.

Ejemplo:

Considera la sucesién {f,(z)}, en donde f,(z) = <) hara todo = € R.
Claramente, esta sucesion converge a la funcién f(x) = 0, para todo € R. Como
|seny| < 1 paratodo y € R, por lo tanto

_ |sen(nz +n)

[fula) = f(2)] = |—————0| <

n

S|

Y
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para todo x € R. De esta manera, dada cualquier ¢ > 0, al elegir n lo suficien-
temente grande se puede hacer |f,(z) — f(x)| < € para todos los valores de x
simultdneamente. En otras palabras, se puede escoger un nimeto natural K (e) que
no depende de x, por lo que la funcién converge uniformemente.

Una consecuencia inmediata de las definiciones anteriores es que si la sucesion
{fn} converge uniformemente en Sy también converge puntualmente en .Sy, pero
no viceversa. El hecho de que una sucesion de funciones converja uniformemente
tiene implicaciones bastante atractivas, como se discute a continuacion.

Con frecuencia es conveniente saber si el limite de una sucesion de funciones
es una funcién continua, una funcion derivable o una funcion integrable. Desafor-
tunadamente, no siempre ocurre que el limite de una sucesion de funciones tenga
estas propiedades.

Ejemplos:

1. Considera la sucesién de funciones {z"} del ejemplo 2 anterior, en donde cada
funcién f,(x) = =™ es continua y derivable para todo z € R. Como vimos, esta
sucesion converge a la funcién

0, si —1l<x<l,
f(x)_{ 1, siz=1,
Sin embargo, esta dltima no es una funcién continua en x = 1 y, por tanto,
tampoco es derivable en ese punto.
2. Considera la sucesion { f,,(z)}, en donde cada funcién f,, estd dada por
n?z, si0<x<1/n,
fo(z) =14 —n*(z—2/n), sil/n<z<2/n,
0, si2/n<xz<1,

como se ilustra en la siguiente gréfica.

¥
1w, m)

£ ()

0 1in 2im 1 x

Es evidente que todas las funciones f,, son continuas en [0, 1] y, por tanto, son
integrables. De hecho, es facil mostrar que

1
/ fo(z)dr =1, paran > 2.
0
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También es posible demostrar que lim f,,(z) = 0 para todo = € [0, 1], de modo

que la sucesion { f,(z)} converge a la funcién f(z) = 0. Como esta tltima es
continua, por lo tanto es integrable, con

/Olf(x)dxzo.

Llegamos entonces a la terrible conclusion de que
1 1
/ (lim fn(x)) de =0 # lim </ fo(2) da:) =1
0 n—oo n—oo 0

Estos dos ejemplos muestran que, en general, el limite de una sucesion de fun-
ciones continuas, derivables o integrables no es una funcién continua, derivable o
integrable. En ambos casos se consider6 sucesiones que convergen puntualmente,
pero no uniformemente, y ésa es precisamente la causa de la dificultad. De hecho,
es posible demostrar que la convergencia uniforme de una sucesion de funciones es
una condicion suficiente para garantizar que la funcion a la que converge preserve
sus propiedades de continuidad, diferenciabilidad e integrabilidad. De ahi la impor-
tancia de la convergencia uniforme, en relacion con las sucesiones de funciones.
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Series

5.1 Series. Serie geométrica

En muchas ocasiones es importante determinar el valor de la suma a; + as +
as+- - - de los elementos de una sucesion de nimeros reales a;, as, as, . . ..Una
suma infinita de este tipo se conoce como serie. En este capitulo estudiare-
mos las propiedades de estas sumas infinitas, asi como las condiciones bajo
las cuales la suma converge o diverge. Haremos énfasis en el tipo de series
conocida como la serie geométrica, que aparece en una gran variedad de apli-
caciones.

Definicion. Dada una sucesion {a,, } de nimeros, una serie infinita, o se-
rie, es una expresion de la forma

Zan:a1+a2+a3_|_..._|_ak_|_....

n=1

El niimero a; se denomina el k-ésimo término de la serie.

Ejemplos:
1111 )
1. A partir de la sucesion 1, —, =, —, —, ... se construye la serie
727374’57
i 1 1 —|— + = + - = + = = + -
—n 3 4 5

2. A partir de la sucesion 1, 2,4, 8, 16, . .. se construye la serie

Dt =1424448+16+-.

n=1

151
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, ... se construye la serie

111
. A parti | i6n 1, —, —, —
3 partir de la sucesion '5'1'3' 16

> 1 © /1\"! 1 1 1 1
P Z(z) t3titestmt

n=1 n=1
4. A partir de la sucesion 1 L1 L se construye la serie
. i ucesi —— e — .. i
p ) 3797 277817 y
> 1 > 1\"! 1 1 1 1
1)t — _Z S e T
Sevpa-(5) —ttitiomta

5. A partir de la sucesién 1,2, 9,64, 625, . .. se construye la serie

Zn”*1=1+2+9+64+625+---.

n=1

Sumar una infinidad de términos no necesariamente implica que la suma sea in-
finita. Se puede demostrar que las series en los ejemplos 3 y 4 convergen a un valor
finito, mientras que las de los ejemplos 1, 2 y 5 divergen. Aunque el problema de
establecer la convergencia o divergencia de una serie puede resultar bastante com-
plejo en general, en esta seccion y en la siguiente presentaremos algunos criterios
al respecto. El primer criterio que estudiaremos se basa en la convergencia de las
sumas parciales de una serie, como se define a continuacion.

Definicién. La sucesion de sumas parciales de la serie Y~ | a,, es la sucesion
{Sk} definida por

1 2 k
S1 = E ay, = a1,59 = E a, = a1+as,...,S, = E a, = a1+as+as+---+ay.
n=1 n=1

n=1
Si la sucesién {S;} converge a un limite L, decimos que la serie converge y su
oo
suma es L. En ese caso escribimos E a, = L. Sila sucesién { Sk} no converge a

n=1
un limite, decimos que la serie diverge.

De esta manera, si la sucesion {5} } converge a un limite L, entonces éste serd
precisamente el valor de la serie. Dicho de otra forma,

[e's) k

E a, = lim E Qs
k—o0

n=1 n=1
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lo que es completamente andlogo al procedimiento utilizado para establecer la con-
vergencia de la integral impropia, a saber,

) f(z)dz = lim b flz)dz.
J I

b—o0

Por ejemplo, considera la serie

o0

> L il dn
21" 12 48 '

n=1

La sucesion de sus sumas parciales {5y} es

k n—1
1 1 1 1
5=30(3) =ty e

n=1

es decir,

1 1 1
Sy , Sa +2, S3 +2+4>

on—1 on—1"
gréfica de la derecha muestra la sucesion de sumas parciales { Sy }.

i , 1 L= 1
La gréfica de la izquierda muestra los términos a,, = —— de la serie E La
n=1

aPI S,Ec

T4
32

@ 1
172 o4 ay
174 v d4ag

2y
1 2 3 4 5 & @ o» 1 92 3 4 5 & k&

Para saber si la serie converge a algtin valor o diverge, observamos que

oo k n—1

1 1
E = lim — = lim S;.
") 2”71 k—oo p—, 2 k—oo
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Para calcular el limite £k — oo de S, observamos que

S, = 1 —92-1

1 1

Sy = 14— —9_

2 *3 2

1 1 1

Sy = l4—4+- =2_-=

3 T3y 4’
B 1
Sk = 2_2k—1

Como

. , 1
fimsi = Jin (2 55) =2

o9 1 )
Zl 1 k=2

por lo tanto

o0
De esta manera, la serie E

n=1

o= =1+4+5+3:+- convergea?2.

[e.9]

La serie g o1 anterior es un ejemplo de la llamada serie geométrica, que
n=1

reviste de gran interés por la gran variedad de fendmenos que describen en la ciencia
en general.

Definicion. Una serie geométrica es una suma infinita de la forma

o0

Dot =14+t 4t

n=1

en donde r € R se conoce como la razon de la serie.

Teorema. Si r es un nimero real tal que |r| < 1, entonces la serie geométrica
generada por r converge a
Z“ 1
,,,,n—l —
vt 1—r

Si |r| > 1, entonces la serie diverge.
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Demostracion:

Por simplicidad, denotaremos por S el valor de la serie geométrica,

S=> "t =14+ +00+

n=1
conr € R. Esta serie diverge parar = 1,yaquelasuma .S = 1+1+41+414--- esin-
finita. También la serie diverge parar = —1,yaquelasumaS = 1—-1+1—-1+ ---

oscila entre 0 y 1, es decir, no converge a un Unico valor. Asi, a continuacién con-
sideraremos solamente los casos con |r| # 1.

Para encontrar el valor de S, primero escribimos su suma parcial Sk,

k
Sk= " =14+ gl gkt

n=1
y notamos que se trata de la suma geométrica definida en la seccion 1.2,
g 1—rk
1o

Asi, la serie geométrica S es el limite

1
S = lm S, = (1— h’mrk).
k—00 1 —r k—o0

De acuerdo con la propiedad 4 de la seccion 4.1 para limites frecuentes de suce-
siones, el limite 1im 7" existe y converge a 0 sélo si |r| < 1, es decir,

k—o0

1
T si |r] <1
S = -r

diverge, en otro caso.

Concluimos entonces que si || < 1 la serie geométrica generada por r converge a

= 1
;rn 1:1_74'

Si |r| > 1, la serie diverge.

Nota la diferencia entre la suma geométrica, y la serie geométrica, dadas por

k k
k_lzl—’f’

Zrn_l = 14+r+r24+r3 4. 47 ] , r#1
—r

n=1

- n—1 2 3 1

Zr = 14+r+ri+r to =1 Ir| < 1.

n=1
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La primera se trata de una suma finita (la suma se trunca en el k-ésimo término),
mientras que la segunda es una suma infinita o serie. Ambos tipos de expresiones
aparecen frecuentemente en economia, dependiendo si se trata de un proceso que
transcurre en un tiempo finito, o si éste se lleva a cabo a perpetuidad.

Ejemplos:

1. En cada inciso se presenta una serie geométrica o una serie relacionada con ésta.
Determina si la serie converge o no. Si converge, encuentra la suma.
] 11 1 1
a) +2+4+8+16+

Reescribimos la serie como

11 1
I+o+ g+t Z

w2 (3)

1 .
de modo que r = 7 Como |r| < 1, la serie converge, y su suma es

11 1 1 = 1\ 1
1+§+Z+§+1_6+"':Z<5) =1_(%):2-

1 1 1 1
b)1—§+1—§+1—6—"'

Reescribimos la serie como

1 1 1 i 1 </ 1\
l— =4 = — ~1 = e
2 _'_ 22 23 + Z< ) 2n71 ; < 2)

n=1
1
de modo que r = —E.Como || < 1, la serie converge, y su suma es
11 1 1 =/ 1\ 1 2
1__ - — h e —— = —— = —,
2 178716 ;( 2) 1-(-1) "3

€)—1+3—-9+427—81+--

Reescribimos la serie como

—(1—3+32—33+):_Z(_1>n—13n—1:_Z(_S)n—l,
n=1 n=1
de modo que r = —3 . Como |r| > 1, la serie diverge.
3 3 3 3
dD1—-3+=-——4=—— ...
A R T

Reescribimos la serie como
1 1 1 > 1\"*!
1— l— -4 =——=4+- ] =1~ —— ,
3( st -3t ) 32( 2)
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5.1 Series. Serie geométrica

1 :
de modo que r = —3- Como |r| < 1, la serie converge, y su suma es

3 3 3 3 > 1\"*! 1
1-34+2 242 2 4 —1— = 13— = —1.
ek () 3(1—(—%>)

el+a’+a*+a®+a®+--, ae(-1,1)

Reescribimos la serie como

L+a?+ (a®)*+ (a2’ + (@) +-- =) (a?)",
n=1
de modo que r = a?. Como |a| < 1 la serie converge, y su suma es
= 4 1
2 4 6 8 _ 2yn=1 _
1+a®+a*+a®+a +---_;(a) .
f)14+20 4+ 422 +82 +162* +---, z €R
Reescribimos la serie como
142+ (22)% + (22)° 4 = Y (22)" 7,
n=1

. - 1
de modo que r = 2z . La serie converge solo si |z| < 5 Y su suma es

1+ 2z + 422 + 82° + 1621+ =)~ (22)" ' =

n=1

1
1—2z2

. 1 .
Si |z| > S entonces la serie diverge.

2. Demuestra que 0.99999 ... = 1.

El nimero 0.99999 .. . es racional, ya que es un decimal periédico. Lo reescribi-
mos de la siguiente manera:

9 9 9
0,99999... = 5+ 105+ Ton o

9 11
= —(1+—+—+---)

10 10~ 102
1
- 3(2p)->
10 \1 -5
Nota que la igualdad 0.99999 ... = 1 es valida s6lo si se mantiene una infinidad

de 9’s en el decimal. De lo contrario, el resultado es estrictamente menor que 1.
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o] 1 n—1
3. Calcula el valor de Z (5) .
n=4

Observa que el indice de la suma no comienza en n = 1, por lo que no puedes

utilizar directamente la formula de la serie geométrica. Esta suma puede calcu-

larse con diferentes métodos, como se muestra a continuacion.

a. Un método sencillo consiste en escribir explicitamente los términos de la
suma y luego usar una factorizacion:

507 000 @)

[0 (R

JOIEE

b. Otro método se basa en sumar los términos que le faltan a la suma para que la

o0
serie geométrica aparezca en el formato original, E P

SO OB RON

n=4 n=1 n

-2 26)

s SR RORCIRSS

c. Un tercer método consiste en efectuar el cambio de indices [ = n — 3 de tal
modo que la nueva suma comience en 1 :

>3-z -0 -0 |2y 4

4. Una empresa que renta maquinaria adquirird una cierta maquina al precio P, por
la que recibira rentas futuras R, R, Rs, ..., Ry, correspondientes a los periodos
1,2,3,...,T. Laempresa ajusta las rentas de tal modo que la suma de sus valores

R,
(14r)™’
R1 Rg R3 . RT

pP= : o
+r O O T A

presentes descontados, iguale el precio actual de la maquina, es decir,

158
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5.1 Series. Serie geométrica

con r > 0 la tasa de interés (fija). Si se establece una renta fija R,, = v en todos
los periodos, halla el precio P como funcién de v y r. ;Como varia este resultado
si el arrendamiento es a perpetuidad (7" — 00)?

Suponiendo una renta fija R,, = v, se tiene

(% (% (Y (%

P - e —
TFr a2 O T o

L e () () e ()
1+ 1+7 1+7 1+7 '

La expresion entre paréntesis es una suma geométrica finita, con

2 T—1 1 - LT
1+ (L) + (L) _|_..._|_( 1 ) _ (1+1r)
1+ 147 1+ 1_(1_+T)

de modo que el precio P esta dado por

()
P=—-|1-
T 1+7r

1 .
Por otra parte, como 0 < T, < 1, por limites frecuentes sabemos que
—+r

T
i 1
lim ( ) =0.
T—oo \ 147

De esta manera, cuando el arrendamiento es a perpetuidad (7' — 00), se tiene

p=2
T

En otras palabras, suponiendo que la maquina no se deprecia en el tiempo, el
precio de la renta coincide con el interés v = r P que generaria mensualmente
en el banco una cantidad P a una tasa fija r.
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5. Determinaiﬁt\/c_t, sic,=[1-0+n][BA+7))*y0 < B2(1+7r) < 1.
=0

S 8vE = Zﬁ’*\/ — B (L4 )] [B (L4 )
= J1-B>(1+7) Z 1—|—7“

. 1 N S S
— 1_5(1+r)(m>—\/1_52(1+r).

6. El monto h; de una hipoteca en el mes ¢ satisface una relacién de recurrencia de
la forma h;; = (14 r)h; — a, en donde a es el pago mensual y > 0 es la tasa
de interés mensual. Con el método de iteracion resuelve la ecuacion, suponiendo
un préstamo inicial de K pesos. Luego encuentra el mes [V tal que by = 0.

Para encontrar la solucion h; iteramos la relacion de recurrencia:
hy = K
hl = (1+7’)0—CLIK0(1+T)—G
hg = (1+7’)h1—a—K0(1+r) (1+r)—a
hs = (1+r)h2—a—K0(1+r) a(l+r)?—a(l+r)—a

hy = Ko(l—l—'r)t—a [(A+r) 4 +(1+r)+ (1 +7)+1]
El término entre corchetes es una suma geométrica finita, de modo que
I—(1+r)
1—(1+7)
Para encontrar el mes NV tal que la deuda queda totalmente saldada, resolvemos

he = Ko(1+7)t — (Ko—;> (1+7) +§.

hN:(KO——>(1+r) +§:o,

r
obteniendo
a
N =lo — .
Blr (a — TKO)
7. Demuestra que para todo || < 1 se cumple f: = —
: que p ple ) T
Sabemos que si |r| < 1, entonces
2 .3 1
I+r+r+r+..-=
1—r
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5.1 Series. Serie geométrica

Derivando con respecto a  ambos lados de la igualdad, se tiene

i(1+r—|—7’2—|—'r’3+--') = d( ! )

dr dr \1—r
1
1+2r +3r2 +... = 5
(1=7)
r
2+ 30 4 =
(1-r)°

e T2
— (I—1)

8. Se define la duracién de Macaulay D para un bono con cupén constante como

© Lorena Zogaib

§:<% o LI
= (14+r)t  (1+r)N
C v

NE

RSN EoR

t=1

con C, V,r > 0. Demuestra que para un bono perpetuo (N — o0) la duracién de

Macaulay se reduce a

1
D=1+-.
T

Sugerencia: Usa el resultado del ejercicio 7.

En el caso de un bono perpetuo (N — oo) la duraciéon de Macaulay es

= Ct N = Ot
- 4V Ilim— .
tz_lj (1 + T)t Nﬂoo(l + T-)N B ; (1 T’)t

+
>~ C 1 c
Viim ——~
Z (I+r)t * N1~I>noo(1 + 7)Y Z (I+7r)t

t=1 t=1

en donde se utiliz6 el hecho de que

) L ., 1
=0y lim———== lim ~ =0,
N—oo(1 +7) N—oo(1+7)" In(l+7)

lim ———
N—oo (1 4 1)

1
yaque 0 < T < 1. Ahora bien, sabemos que si || < 1, entonces
T

=~ 1
ZTt 1::.

t=1
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Capitulo 5 Series
Por lo tanto,
) S() e |— -5
1—|—7“ 1—|—7“ 1—|—7“ 147 1 o

t=1 t=1 1
1+7r

Por otra parte, de acuerdo con el ejercicio 7, sabemos que para |r| < 1 se cumple

itrt S - 5
— (1—r)

Por lo tanto,

o0

Ct . 1
Z(1+'r)t:C;t(1+r

t=1

1+7r _C(1+r7)

t
>:(11 Y iz
<_1—|—7’>

S catn
&7y 2 147 +1
oy L C - r

2T v

De esta manera,

Por ultimo, es importante mencionar que la representacion de una serie en térmi-
nos de una suma no es Unica, al igual que sucedia con las sumas finitas de la seccién
1.2. Aunque aqui definimos serie como una suma infinita de la forma >~ | a,, el
indice de la misma no necesariamente debe comenzar en n = 1. En un sentido mas
amplio, una serie es cualquier suma infinita de la forma

Zan:an0+an0+1—l—an0+2+“‘,

n=ng
construida con los elementos de una sucesion {a,, } . En el caso particular de la serie
geométrica,

L7 +r2+r° 4
ésta podra ser representada como una suma en una infinidad de maneras, como por
ejemplo,

o0

1+r+r2+r3+---:§:r”_l:irn_‘l: ZT"’LS.
n=1 n=4

n=-3
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5.1 Series. Serie geométrica

Muy especialmente, a menudo usaremos aqui la representacion con ny = 0,

Lbrtr?+rd g =3 "
n=0

Ademads de la serie geométrica, hay otra familia de series para las que es facil
determinar si convergen o no, y de hacerlo, a qué valor. Esta son las llamadas series

telescopicas, que son una extension de las sumas telescopicas finitas de la seccion
1.2.

Definicion. Una serie telescopica es una expresion de la forma

(e o]

Z (an—H — an)'

n=ng

Para estudiar la convergencia de una serie telescOpica, es conveniente utilizar
nuevamente el concepto de suma parcial S, introducida en el caso de la serie ge-
ométrica. En otras palabras, si denotamos por S el valor de la serie telescdpica,

S = Z (an—l-l - an)a

n=ng

éste puede encontrarse mediante el limite

k—o0

de la suma parcial
k

Sk = Z (an-i-l - an)'

n=ng

Ejemplos:

1. Calcula el valor de la serie [(n+1)2 —n?].

n=1

o0
Denotamos por S = > [(n+1)2 — nﬂ a la suma infinita que deseamos calcular.
n=1
A partir de ella construimos la suma parcial

k

Sk = Z [(n—|—1)2 —n?].

n=1
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Desarrollando esta dltima se obtiene

Sko= [22-1]+[3=2°]+.. 4+ [ (k=1 + [(k+1)* — k]
= —1+(k+1)%

Por ultimo, como

S = limS, = lim [-1+ (k+1)*] = o,

k—o0 k—o00

por lo tanto la serie [(n+1)2 — n?] diverge.

n=1

0 1
2. Calcula el valor de la serie _
4 v ' nz::l n(n+1)

Usando una separacién en fracciones parciales, observamos que

im:i(%_nL)

n=1 n=1

x (1 1
de modo que se trata de una suma telescpica. Denotamos por S = (— e
n n

n=1
y construimos la correspondiente suma parcial

k
1 1
Sk_z(g_n—l-l)'
1
- 1—

n=1
L1y, (11
k—1 &k ko k+1
E4+1'

en donde se han cancelado todos los términos, excepto el primero y el dltimo.
Asi, el valor de la serie es

Desarrollando esta dltima se obtiene

1 1 1
Sk — <1—§>+<§—§>+"'+

, . L]
$ = Jim s = Jim [1 - | =1

o 1
es decir, — =1
nZ::l n(n + 1)

Las series anteriores, la geométrica y la telescOpica, nos han permitido adquirir
familiaridad con el concepto de convergencia de una serie. Una vez establecida
dicha convergencia, el siguiente teorema nos permite realizar dos operaciones basi-
cas entre series convergentes, que son la suma de series y la multiplicacién de una
serie por un escalar.
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Teorema. Sean ) a,y ), b, series convergentes y ¢ € R. Entonces,

1. (a,+0b,)=>,a,+ >, b, Regladelasuma
2. > (can) = ¢, ay Regla del miltiplo constante

Ejemplo:
i 5 1] 5%(1)"‘1 i(l)”_l 5( 1 ) < 1 ) 13
_n_ p— = - —_ — —_ = - 1 — 1 = —_—
n_l{?) 6n—1 3n:1 3 — 6 3\1—3 1—35 10
Corolario.

1.Si)", a,divergey > b, converge, entonces » . (a, + b,) diverge.
2. Si), a,divergey c € R\ {0}, entonces > (ca,) diverge.
De acuerdo con este corolario, si una serie Zn a, diverge, no existe manera de

remover esta divergencia mediante operaciones tales como la suma con otra serie,
o bien, su multiplicacién por un escalar diferente de cero.

Por tltimo, debes tener mucho cuidado con el manejo de las series generadas por
el producto, o cociente, de elementos de una sucesion. En particular, nota que

> (b A (a3 )y Z(;T)?%—b

n

5.2 Criterios de convergencia de series

Con excepcion de una serie geométrica o una telescopica, en general no es facil
encontrar el valor de una suma infinita. Por esta razon, a partir de este punto nos
enfocaremos s6lo en determinar si una serie dada converge o diverge.

Para este fin, la primera prueba que debes considerar es la llamada prueba del
n-ésimo término, que te permite determinar a priori cuando una serie dada ) a,, es
divergente. La prueba se basa en el siguiente teorema, referente al comportamiento
asintético de la sucesion {a, } que la genera.

Teorema. Si ) a, converge, entonces lim a,, = 0.

n—oo
a?ﬂ
P
2 .
o 94 a5 g
L=10 ¥
1 2 3 4 35 & 7
165

© Lorena Zogaib
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Este teorema establece que lim a,, = 0 es una condicién necesaria para la con-

n—oo

vergencia de la serie ) a,, pero no suficiente. En consecuencia, no puede uti-
lizarse para probar la convergencia de una serie. Sin embargo, del teorema se de-
sprende una prueba equivalente, que constituye un criterio de suficiencia que resulta
util para demostrar la divergencia de una serie.

Prueba del n-ésimo término. Si lim a,, # 0, o si este limite no existe, entonces

n—oo

la serie ) | a, es divergente.

Este criterio de divergencia establece que una condicion suficiente para que una
serie »  a, sea divergente es que la sucesién {a,} de términos que la generan
diverja o no converja exactamente a 0.

an a}g
0a6
’as oal
+01 @
4 Y ay
ity ot & 26
., L#0fF - - - -2 o -
Oal
1 2 3 4 5 6 " 1 2 3 4 5 ¢ "
Ejemplos:
o0
n+1 n+1
1. — diverge, yaque lim —— =1 # 0.
Zl n a1 =3 n 7
n—=
2. 1—=] diverge,yaque lim (1 —=| =e2#0.
;( n) ge, yaq H)@( n) #
o0
3. 23"_1 diverge, ya que lim 3"~! no existe (tiende a infinito).
n—oo
=1
nOO
4. Z cosn diverge, ya que lim cosn no existe (oscila entre —1y 1).
n—oo
n=1

Los ejemplos 1 y 2 ilustran que, aunque la sucesién {a,} sea convergente, la
serie ) | a, generada por {a,} es divergente.

El siguiente ejemplo ilustra por qué lim a,, = 0 es tan s6lo una condicién nece-
n—oo

saria, mas no suficiente, para establecer la convergencia de una serie ) | a,,.
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Ejemplo:

Analicemos la convergencia de la serie armonica, dada por
SN L_gp 1111,
n o 2 3 4 5 '

n=1
Esta serie esta generada por la sucesion a,, = —, que satisface
n

1
lima, = lim — =0.

n—oo n—oo N

L1 . D
A pesar de que la sucesion {— converge a (, la serie armoénica diverge, ya que
n

S LU U U USSR B
L 2°3 45 .6 7 89 16
52 >4 .l
4 8 16
AV SR
—n 2 2 2 2

Nota que ésta es una situacion similar a la del caso de una integral impropia del
tipo [, f(x)dw. Para que esta dltima converja es necesario que lim f(z) = 0; de lo
Tr— 00

contrario, la suma de contribuciones seria divergente. Sin embargo, esta condicién

no garantiza que floo f(z)dx sea finita, como sucede con la integral floo — dz, que
x

1
diverge, aunque lim — = 0.

r—00 U
¥
y=Fix)
el drea bajo la curva
os infiniia
lim Flzy=0 | — ESEEEE ===
x—sm

1 x

Resumimos los resultados anteriores de la siguiente manera:

n—oo

lima, # 0 = Zan diverge

lima, = 0 = E a,, puede converger o divergir
n—oo
n
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Una vez verificada la condicién lim a,, = 0, existe una variedad de criterios que

n—oo

nos permiten establecer la convergencia o divergencia de la serie ) . a,, como se
describe a continuacion.

5.2.1 Pruebas para series de términos no negativos

La manera natural de estudiar la posible convergencia de una serie » |~ | a,, consiste
en analizar el comportamiento asintético de la sucesion de sus sumas parciales,
Sy =a1, So=ai+ay, Sz=a+ay+as,...

La serie ) >, a,, converge si y solo si la sucesion {5y} converge. Para estudiar la
convergencia de la sucesién {S}}, resulta de particular interés considerar el "peor
escenario"”, que corresponde al caso de series de términos no negativos, a,, > 0. En
efecto, tomando en cuenta que

Sk = Sk—1 + ax,

si suponemos que a; > 0, entonces

Sk > Sk-1.

Asi, en este caso, las sumas parciales S, Sa, S3, . . . constituyen una sucesion no de-
creciente. Si logramos demostrar que esta sucesion estd acotada superiormente, por
el teorema de las sucesiones no decrecientes, de la seccion 4.1, podemos concluir
que la sucesion { Sy} converge, y por lo tanto converge la serie Y | a,,.

Teorema. Una serie Y .- | a, de términos no negativos, a, > 0, converge si y
z . . k P .
s6lo si sus sumas parciales S = a,, estan acotadas superiormente.

n=1

Nota que este teorema sélo establece la convergencia de la serie, pero no el valor
de su suma. Para determinar ese valor, no basta con demostrar que la sucesion esta
acotada por arriba, sino que habria que determinar cudl es el limite L de la sucesion,
que es su minima cota superior.

De este teorema se desprenden una variedad de resultados correspondientes a
series Zn a,, de términos no negativos, a,, > 0, como se exponen a continuacion.
Al respecto, primero presentamos las llamadas pruebas intrinsecas, que resultan
al analizar el comportamiento asintético de los términos de la serie que se desea
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estudiar. Posteriormente presentamos las pruebas extrinsecas, que complementan a
las anteriores, y que se basan en la comparacion de los términos de la serie estudiada
con algun otro tipo de objeto (una integral u otra serie).

5.2.1.1 Pruebas intrinsecas para series de términos no negativos Aqui
presentamos dos pruebas intrinsecas para convergencia de series de términos no
negativos, la prueba del cociente y la prueba de la raiz. Ambas pruebas se basan en

. . o o) _ oo n P
el comportamiento de la serie geométrica ) > ja, = >~ 7", que converge s6lo
si |r| < 1. Es facil ver que los elementos de la serie geométrica satisfacen

n+1

an+1 _ r — y % — n/rn =7

an, rm
de modo que, en el caso r > 0, la condicién de convergencia, 0 < r < 1, implica

AR <1l vy a,<]l.

n
Las pruebas que se describen a continuacion establecen una condicién de conver-
gencia similar, pero de manera asintotica (n — 00).

Prueba del cociente (prueba de D’Alembert). Sea ) a, una serie de térmi-
nos positivos, a, > 0, y suponga que

,  Qnt+1
lfim —

n—00 (A,
a) Sip < 1, entonces ) a, converge.
b) Si p > 1 o p es infinita, entonces ) a,, diverge.
¢) Si p = 1, entonces la prueba no es concluyente.

Ejemplos:
2"+ 5
1. Determina la convergencia de Z i )
n=1 3"
B 2n + 5 B 2n+1 ‘I‘ 5
En este caso, a,, = T Gpi1 = T Como
2ntl45
, Gpy1 , ( 3t > 1., 245 1., 2"n2 2
lim = lm ===z lm ——— = lim ——F = - <1,
n—00 (U, n—o00 ( = ) 3n—oo 2"+ 5 3n—co 271n 2 3
2" +5
por lo tanto la serie Z o converge (de hecho susumaes 9/2,ynop = 2/3).

n=1
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o0
. . 2"
2. Determina la convergencia de E —.
n!
n=0
on 2n+1
En este caso, a,, = —, a = . Como
Tl T (1)
(F5)
. a , 1) , n! , n!
lim = = 1 (7127,1):2111(11 =2lim ————~
) 1
= 2lim =0<1,
n—oo M,
o 271
por lo tanto la serie E — converge (su suma es €2, como mostraremos en el
n!

n=1
tema de series de Taylor).

= (2n)!
3. Determina la convergencia de Z ﬂ
- n!n!
2n)! 2 1))! 2 2)!
Enestecaso,an:(n),anﬂz (2lnAd)) = (2n+2) . Co-
n!n! m+1)! (n+1)!  (+1)!(n+1)!
mo
(2n42)!
,  Qpiq , (n+1)! (n+1)!
lim — = Ilim——7——%
n!ln!
~ lim nln! (2n + 2)!
~ nseo(n 1) (n41)!(2n)!
nln! (2n+2) (2n + 1) (2n)!
= lim
n—oo(n + 1) (n!) (n+ 1) (n!) (2n)!
2 1) (2 1 2 1 2
A U L Cl ) NS VN Ll P S )
= (2n)!
por lo tanto la serie Z m diverge.
— n!n!
4. Determina la convergencia de i Anln!
' 8 2 2n)
4"nln! gntt 1! !
En este caso, a, = ﬁ, Upi1 = (7(12—; +) 2<)7'l +1) . Siguiendo pasos
170
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similares a los del problema 3, se tiene,

<4n+1(n+1)! (n+1)!)

, An+1 , (2n+2)!
lim —— = lim
n—oo (A, n—oo 4nnln!
( (2n)! )
4(n+1)(n+1) 2n+2

= lim = lim = lim1l=1,
n—00 2 (n + 1) (QTL + 1) n—oo2n+1 n—ooo

de modo que la prueba no es concluyente, y tenemos que utilizar algtn otro cri-
terio. Para esta serie en particular, es facil ver que

any1 _ 2n+2  (2n+1)+1

= = > 1.
an 2n+1 2n+1
Como a > a,,, por lo tanto la serie i =g diverge
n+1 ns p = (271)' g .

Prueba de la raiz n-ésima (prueba de Cauchy). Sea ) a, una serie de tér-

minos no negativos, a, > 0, y suponga que
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o0
. Determina la convergencia de E

lim /a, = p.

n—oo
a) Si p < 1, entonces ) . a, converge.
b) Si p > 1 0 p es infinita, entonces ) _  a, diverge.
¢) Si p = 1, entonces la prueba no es concluyente.

Ejemplos:
’I’LQ
2_71 .
n=1
TL2
En este caso, a,, = o de modo que

, , nn2 1 , 2/ 1 ’ 1/ 7 1/ 1
lim {/a, = lim {/ — = -1limn ”:—(hmn ”)(hmn n>:§<17

en donde se ha utiliza(lg) uno de los limites de uso frecuente de la seccion 4.1. De
2

. n
esta manera, la serie E % converge.

n=1
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o0 1 n
2. Determina la convergencia de Z (M) .

n=3 n

Inn\"
En este caso, a,, = (— , de modo que
n

Inn

1 n
lfm {/an = lim | <ﬂ> — lim— =0< 1.

n—oo n—oo n n—oo M,

oo n
. Inn
De esta manera, la serie E (— converge.
n

n=1

5.2.1.2 Pruebas extrinsecas para series de términos no negativos Las prue-
bas extrinsecas se basan en la comparacion de la serie bajo estudio con algin otro
objeto, ya sea una integral y otra serie, del cual nos consta su convergencia o di-
vergencia. Este tipo de pruebas presentan una mayor dificultad que las intrinsecas,
porque requieren creatividad y un mayor conocimiento del tema (;contra qué otro
objeto comparamos? ;sabemos si este objeto converge o no?).

Prueba de la integral. Sea {a,,} una sucesion decreciente de términos positivos,
a, > 0. Sea f una funcién continua, positiva y decreciente de x, para todo = mayor

o0
o igual que un entero positivo N, tal que f(n) = a,. Entonces la serie Z a,yla
n=N
integral | ]30 f(z) dx convergen ambas, o divergen ambas.

¥

V= FE)

=1 2 3 4 5 4 x
Ejemplo:
o0
Determina la convergencia de la serie Z =
n
n=1

Primero identificamos la sucesion que la genera, como
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5.2 Criterios de convergencia de series

y notamos que la suma comienza en N = 1. La funcién continua correspondiente
€s, entonces,

1
f(..'lf) = ?7
con x > 1. Es claro que la sucesion de sumas parciales de la serie,
1 1 1 1 1 1
Si=—, So=—=+=, S3= — ey
T T et

es no decreciente (Sy > Sj_1) . Para demostrar que estd acotada por arriba consi-
dera la k-ésima suma parcial,

Z———+ L e L
32 k2’

y exprésala en términos de f, como

Sk = J)+f2)+ f3) + -+ f(k)
= 14+ f2)+ f3)+ -+ f(k).

Como se muestra en la figura, cada término f (), ¢ = 2,3, ..., k, puede pensarse
como el drea de un rectdngulo con base Ai = 1y altura f(i) = —.
1
¥
y»=Ux
1h-Nay =70
ay = F(2)
a5 = F(3)
0 1 2 3 4 5 & &

Por construccion, los rectdngulos estan situados por debajo de la curva continua

1 .

Yy = —;, de modo que la suma de sus dreas es menor que el drea bajo la curva entre
x

r =1y x =k, es decir,

k
FQ)+ FB) 4+ flk) < /1 Lo

A su vez, se tiene

de modo que
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De esta manera,

1
L f@) + F@) o S0 <1+ [ e
1
es decir,
<1
Sk < 1+/ —ZdFIJ
LT
oo 1
Como [~ —dx = 1, por lo tanto
T

Sy < 2,

de modo que la sucesion de sumas parciales Sy, Ss, . . . estd acotada por arriba. Por
el teorema de las sucesiones no decrecientes, la sucesién {Si} converge y, por lo
tanto, existe lim .Sj. Por ultimo, como

k—o00

oo

1
Y = = lim S
n k—oo
n=1
o0
por lo tanto la serie Z — converge. Nota que este resultado no establece que la
n
n=1

serie converge a 2, s6lo que ésta converge (a un valor menor que 2). Con esto hemos
o

demostrado que la convergencia de la integral — dx implica la convergencia de
x

1
o0
. 1
la serie g —.
n2
n=1

La prueba de la integral para una serie > -, a,, es muy ttil cuando se conoce
la convergencia o divergencia de su contraparte continua [y f(z)dz, f(n) = a.
. . . oo s . .
Por ejemplo, sabiendo que converge la integral fl xe * dx, podemos justificar la
o0

n

convergencia de la serie g ne-

n=1

De esta prueba se desprende un caso particular de interés, que es el correspondi-
ente a las llamadas series-p, dadas por

(e o]

1 1 1 1
T Ty e

con p € R. La convergencia (divergencia) de estas series estd dada por la conver-

gencia (divergencia) de las integrales floo —pd:c, que estudiamos en la seccién 2.2.
x
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5.2 Criterios de convergencia de series

De los resultados ahi obtenidos, concluimos directamente que

i 1 converge, sip> 1
—_— . .
— P diverge, sip < 1.

Este resultado serd de gran utilidad a lo largo de esta seccion.

Por ultimo, es muy importante que puedas distinguir una serie-p, tal como

=1 1 1 1 1
D=t mtmt et
n=1

de una serie del tipo
11, L AT
—om 22 28 24

que es de la familia de las geométricas, con r = 1/2 (€ésta no es exactamente una
serie geométrica, sino un multiplo de ella, puesto que comienza en 1/2 y no en 1).

Prueba de la comparacion directa. Sean {a,}y {b,} tales que 0 < a,, < by,
para todo n mayor o igual que un entero positivo /N.

a) Si ) b, converge, entonces también converge » . a,.
b) Si ) a, diverge, entonces también diverge > b,,.

Esta prueba se utiliza de la siguiente manera. Te dan una serie de términos pos-
itivos, y te piden determinar si ésta converge o no. De alguna u otra manera tu
"intuyes"la respuesta (jdificil tarea!), y luego procedes a la demostracién, seleccio-
nando uno de los dos incisos anteriores:

a) Usas este inciso cuando quieres demostrar que la serie converge. En este caso,
la serie dada juega el papel de ) a,, y ti tienes que proporcionar una segunda
serie, >, b,, que sea convergente y numéricamente mayor que la primera (a, <
b,). La logica es "si converge la grande, converge la chica".

b) Usas este inciso cuando quieres demostrar que la serie diverge. En este caso,
la serie dada juega el papel de ) b,, y td tienes que proporcionar una segunda
serie, ) . a,, que sea divergente y numéricamente menor que la primera (a,, < b,).
La logica es "si diverge la chica, diverge la grande".
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Ejemplos:
o0
. . 1+ cosn
1. Analiza la convergencia de g —_—
n=1 n
o0
Se "intuye"que la serie converge, ya que se parece a la serie E o que es con-
n=1

vergente (serie-p, con p > 1). Para demostrarlo, podemos utilizar lo siguiente:

—1<cosn<1
11 + cosn < 22
cosn
1+cosn < Z
n? —n?
.1+ cosn < )
> <)
n=1 n=1
1+ cosn 2 e
Como 7 < pol paratodon > 1,y como 2 Z = converge, por lo tanto
n=1
2. 1+cosn
Z oz converge.
n=1
> Inn
2. Analiza la convergencia de —
n=3 n
o0
Se "intuye"que la serie diverge, ya que se parece a la serie Z —, que diverge
n
n=3

(serie armOnica). Para demostrarlo, tomamos en cuenta que, para todo n > 3,

Inn>1
Inn _ 1
S — 2=
n n
. Inn =1
B SEUES 95
n=3 n n:3n
Inn _ 1 1 . Inn
Como — > —, para todo n > 3, y como Z — diverge, por lo tanto Z —
n n —~n —~n
diverge.

Ten cuidado de utilizar esta prueba de manera apropiada, para no obtener resul-
tados erréneos. Es decir, no puedes demostrar que una serie converge presentando
una mayor que diverja (si diverge la grande, la chica puede o no converger). Si-
milarmente, no puedes demostrar que una serie diverge exhibiendo una menor que
converja (si converge la chica, la grande puede o no divergir).
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5.2 Criterios de convergencia de series

Prueba de la comparacion de limites (prueba por paso al limite). Sean {a,}
y {b,} tales que a,, b, > 0, para todo n mayor o igual que un entero positivo N.
a) Si lim dn _ ¢,c € Rt entonces Y a,y ). b,convergen ambas o divergen

n—oo n

ambas.
.o a
b) Si lim — =0y >, b, converge, entonces »_ a, converge.
n—oo

n

¢) Si lim In _ y >, b, diverge, entonces ) _ a, diverge.

n—oo n

Aqui no se comparan directamente dos series (> a, vs. > by,), sino mas bi-
en las sucesiones {a,} y {b,} que las generan. En particular, se analiza el com-

. .. ,  a . . . .
portamiento asintético 1im — del cociente de sus términos, dando origen a tres

n—oo n

posibles casos:

a) Si el cociente se estabiliza en una tasa fija ¢ > 0, las sucesiones tienden a
crecer o decrecer proporcionalmente. De esta manera, si una de las series converge
(diverge), entonces la otra también lo hara.

b) Si el cociente se anula, la sucesion en el denominador tiende a crecer mas
rapido que la del numerador. Si atin asi la serie generada por esta sucesion converge,
claramente debera converger la serie generada por la sucesion en el numerador.

¢) Si el cociente crece indefinidamente, la sucesion en el denominador tiende a
crecer mds lento que la del numerador. Si atin asi la serie generada por esta sucesion
diverge, claramente debera divergir la serie generada por la sucesion en el numera-
dor.

Esta prueba es titil para series generadas por funciones racionales de n, como lo
muestran los ejemplos a continuacion.

Ejemplos:
= 6n 4+ 51+ 8
1. Analizal ia d _—
naliza la convergencia de Z S E—
. , , 6n2 + 5n + 8
La sucesion correspondiente a esta serie es a, = ———— . Como su com-
5 2n® +n—1
6
portamiento dominante paran > 1es 2—n5, de modo que podemos elegir b, = —.
n n
Como
6n2 + 5n + 8
. an , 2nd+n—1 . 6n° +5nt +8n3 |
lim — = lim = lim =1,
n?

© Lorena Zogaib 177



Capitulo 5 Series

3
y la serie Z — generada por b, converge (serie-p, con p = 3), por lo tanto la
n

n=1

— 6n? + 5n + 8
serie Z o tont e converge.

= 2n+1
2. Analiza la convergencia de N S e—
8 Z n2+2n+1
- . . 2n+1
La sucesion correspondiente a esta serie es a, = —————. Su compor-
o n?+2n+1
tamiento dominante para n > 1 es —, de modo que podemos elegir b, = —.
n? n
Como
2n+1
, Qn , n?>+2n+1 2n? +n
lim — = lim R
n—o0 bn n—oo (2) n—00 2712 + 4n = 2
n

2
y la serie Z — generada por b,, diverge (multiplo de la serie arménica), por lo
n

n=1
o0
2n+1 /
tanto la serie E — & diverge.
“ %+ 2n+1
ln n
3. Analiza la convergencia de g .
n=1
. . . Inn . )
La sucesion correspondiente a esta serie es a,, = —-. Si elegimos la segunda
n
. 1 .
sucesion como b,, = —, se tiene
n3/2

(%)
2
m 2% = i " m B L

n—oo bn n—o0 1 o n—o0 n1/2
n3/2

= 1
y como la serie Z i generada por b,, converge (serie-p, con p = 3/2), por lo
n 1

ln n
tanto la serie E —5- converge.
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o0
. . Inn
4. Analiza la convergencia de E —.
n=1 n
. . . Inn . .
La sucesion correspondiente a esta serie es a,, = ——. Si elegimos la segunda
n

. 1 .
sucesion como b,, = — se tiene
n

Inn
,Qn . n

Sy = Jin S it =
n

=1 =1
Como la serie Z — generada por b,, diverge, por lo tanto Z 2z diverge.
n n

n=1 n=1

5.2.2 Pruebas de convergencia para series de términos con
signos diferentes

Las pruebas anteriores (extrinsecas e intrinsecas) tratan solamente con series » ., ay,
de términos no negativos, en donde todos los elementos se suman, no se restan. Ob-
viamente, esas pruebas se aplican tambi€n para series de términos no positivos, fac-
torizando el signo menos fuera de la suma. Generalmente las series pueden poseer
tanto términos positivos como negativos, por lo que resulta util estudiar algunos
criterios de convergencia para ese caso.

Un criterio de convergencia para series con signos mezclados, que resulta bas-
tante intuitivo, establece que si una serie de términos no negativos » . |a,| con-
verge, con mayor razon convergird la serie asociada ) | a,, en la que algunos de
los términos a,, puedan tener signo negativo, disminuyendo el valor de la suma in-
finita. Este es el contenido del siguiente teorema.

Teorema. Si ) |a,| converge, entonces ) a,, converge.

Ejemplos:
- 1
1. Demuestra que Z(—l)”*lﬁ converge.
n=1
Sabemos que Z —; converge, ya que es una serie-p, con p = 2. Por lo tanto,
n
n=1
Z(—l)” — converge.
n=1 n
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cosn

2. Demuestra que Z converge.

n|

o0
. |cos
Primero mostramos que E —
n

" lcosn| =1 1
|cosn| < 1, de modo que Z - < Z - Como la serie Z — converge,
n—=

n=1 n=1
|

por la prueba de la comparacién directa concluimos que E | converge.

n=1

converge. Para ello, partimos del hecho que

o0
o : cosn
De esto tltimo se sigue que E 5

n=1

converge.

Considera ahora una serie de signos diferentes, tal como

(e o]

1 1 1 1
_1n+1_:1__ .
Z( ) n 2+3 4+

n=1

Es claro que en este caso no puede aplicarse el teorema anterior, ya que la serie de

oo

los valores absolutos, E —, diverge (serie armonica). Para casos como éste, existe
. . . n:1 n . .
un criterio alternativo de convergencia, conocido como el teorema de Leibniz para

series alternantes, que trata con series de la forma

00 o)
E E 1

Ap = (—1)”+un:u1—u2+u3—u4+---,
n=1 n=1

. 1 ) )
u, > 0, en donde los términos a,, = (—1)7“rl — van alternando signo, dependiendo
n
de que n sea par o impar.

[e.9]

Teorema de Leibniz para series alternantes. La serie E (—1)""tu,, converge

n=1
si se satisfacen las siguientes tres condiciones:

i) u, >0, paratodon > 1,

U . , ..
i) —tl < 1, para todo n mayor o igual que algun entero positivo /N,
n

iii) lim u, = 0.

n—oo
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5.2 Criterios de convergencia de series

La primera condicién garantiza que efectivamente se trata de una serie de sig-
nos alternantes, es decir, el signo de cada término proviene exclusivamente del fac-
tor (—1)"*1. La segunda condicién establece que la sucesion debe ser decreciente
(tns1 < uy,) a partir de algtin valor n = N. La dltima condicién es simplemente la
prueba del n-ésimo término.

Ejemplos:
= 1
1. Determina la convergencia de Z(—l)”“—, conocida como serie armonica al-
n
n=1
ternante.
La serie Z ”“ =1- E + t1 + «- - converge, ya que

1) “n:Z >0, parat0d0n> 1,

ii) Untl _ <1, paratodon > 1,
Up, n+1
iii) lim u,, = lim — = 0.
n—oo n—oon,
2. Determina la convergencia de io:(—l)"i
n=0 2"
. 1, 1 1 1 1
La serie Z(—l)”% = ;(—5)" =1- 5 + 178 + -+ converge, ya que
1
se trata de una serie geométrica, con |r| = —5‘ < 1. Esta misma conclusion

puede obtenerse a partir del teorema de Leibniz, puesto que

1
) u, = on > (, para todon > 0,

LU 1
i) =L — 2= <1, para todon > 0,
Uy, 2
iii) i Ii = 0
iii) limw, = lim — = 0.
n—oo " n—oo0 2N
. 1
3. Determina la convergencia de Z(—l)”“n—.
n=1 Vﬁi
La serie E 1)ntt— dlverge puesto que no satisface la condicion iii), o

prueba del n-ésimo término, es decir, lim u,, =

n—00 n— V/_

181

— 140,
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5.2.3 Convergencia condicional y convergencia absoluta

Definicién. Se dice que una serie ) a, converge condicionalmente, si ésta con-
verge, pero la correspondiente serie de valores absolutos, > = |a,|, no converge.

Ejemplos:
1. La serie E ”“— converge condicionalmente, ya que:
1) E ”“— converge (teorema de las series alternantes),
1)nti— ‘ = E — diverge (serie armonica, o serie-p, con p = 1).
n=1 n
2. La serie E 1)t — converge condicionalmente, ya que:
1) E 1)ntl— converge (teorema de las series alternantes),
n+1

1
Z diverge (serie-p, con p = 5).

Definicién. Una serie Y | = a,, es absolutamente convergente si la correspondiente
serie de valores absolutos, Y |a,|, converge.

Ejemplos:

1. La serie Z — converge absolutamente, ya que

<1
:Z%

. " 1
converge (serie geométrica, con 1 = B < 1).

> L1
Z(—l)%

n=0
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5.2 Criterios de convergencia de series

2. La serie Z 1)t — 5 converge absolutamente, ya que
- 1 =1
n+1 o
d|EDS=) =
n=1 n=1

converge (serie-p, con p = 2).

Por altimo, cabe mencionar que la convergencia absoluta de una serie es impor-
tante para garantizar que cualquier re-arreglo de términos en una serie infinita no
cambia el valor de esta suma, como se enuncia en el siguiente teorema.

Teorema de los re-arreglos. Si ) a, converge absolutamente y si by, b2, bs, . ..
es cualquier arreglo de la sucesién ay, as, as, . .., entonces » b, converge absolu-
tamente, y ademds > b, = > an.

Para comprender el significado de este teorema, primero nota que el valor de
una suma finita es independiente de la manera en la que agrupes sus términos para
calcular su valor. Asi, por ejemplo,

1+1+1+1 = 1+1 + 1+1
2 3 4 3 2 4

- ()3
4 2 3
25
=13
En el caso de una suma infinita esto no necesariamente es cierto, ya que el resultado

de un re-arreglo de sus términos puede darte un valor diferente para esta suma. Por
ejemplo, considera la serie

> 1 1 1 1
n+1
:1__ —_ _ — — ..
5= Z 2+3 4+5 ’

que es una serie armoénica alternante y, por lo tanto, converge. De hecho, es posible
demostrar que esta serie converge al valor S = In2. Sin embargo, si cambias el
orden de los términos puedes llegar a que la suma vale cualquier cosa. Por ejemplo,
si la escribes como

s—(i+iilo oy (plity
- 3 5 2 4 6 ’
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entonces .S diverge (cada paréntesis da una suma infinita), o bien escrita como

S =1+ —1+1+1 + —1+1 +
N 2 3 5 4 7

o0

te da una suma igual a 1. Esta inconsistencia se debe a que Z(—l)
n=1

verge absolutamente, sino tan sélo condicionalmente. En otras palabras, aunque esta
serie converge, y converge a In 2, como su convergencia no es absoluta, cualquier
re-arreglo de sus términos puede darte una suma diferente a ésta. So6lo la conver-
gencia absoluta de una serie garantiza que su valor sea invariante ante cualquier
re-arreglo de sus términos.

n+11
n

no con-

5.3 Series de funciones. Series de potencias

En las secciones anteriores estudiamos series de nimeros, Zn a,, en donde el valor
al que converge la suma es un nimero, S. El objetivo aqui es extender el concepto de
serie al de serie de funciones, ) f,(z), de una variable real x, cuya suma converge
a una funcion f(z).

Para motivar el tema, considera que en lugar de tener una serie dada, tal como la
o0

. " . n o oqe . s, .
serie geométrica E (%) , ahora tienes una familia de series geométricas,
n=0
— — 3”
5 ) '_2 ) )
n=0 n=0 n=0
correspondientes a diferentes razones, %, —%, 3, ... Claramente, toda esta familia

puede representarse por la expresion

0
>
n=0

con z € R. Una expresién de este tipo es un ejemplo de una serie de funciones,
generada por la sucesion de funciones f,(z) = x". De acuerdo con los resultados
de la seccion 5.1, sabemos que

o0 . 1
;x T 1-g

si |z| < 1, mientras que la suma diverge en otro caso. Decimos entonces que la serie
generada por la sucesion {z"} converge a la funcién
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dentro del intervalo, —1 < x < 1, conocido como el intervalo de convergencia de la
[o¢] o]

. . n n .
serie. De acuerdo con esto, las series E (%) 0 g (—%) son valores particulares
n=0 n=0
de la funcién f(z), es decir,

L) - i6)-h
() - () mh

para © € (—1,1). En otras palabras, las series numéricas que estudiamos en las
secciones 5.1 y 5.2 pueden considerarse como casos particulares de una serie de
funciones de z, que convergen a alguna funcién f(x) dentro de algin intervalo de
valores de la variable x.

Definicion. Dada una sucesion { f,,(x)} de funciones, f, : S C R — R, una
serie infinita de funciones es una expresion de la forma

an = f1(@) + fo(@) + fa(x) + - + fulz) +

Como un segundo ejemplo, considera la serie de funciones
S =14 Inz + (na) (e 4 oo
n=0

generadas por la sucesion f,(z) = (Inz)", con z > 0, x # 1. Al igual que en el
ejemplo anterior, nuevamente se trata de una serie geométrica, pero ahora la razon
de la serie es In . Claramente,

. 1
Z (Inz)" = : lnz| < 1.
— 1-Inx

En otras palabras, la serie generada por la sucesién {(Inz)"} converge a la funcién

1

1—Inz’

fx) =

dentro del intervalo de convergencia, dado por el<zr<e.
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[o.9]
Como se ilustra en los ejemplos anteriores, cuando la serie Z fn(zx) converge,
n=1
ésta lo hace a una funcion f(x) en S. Desde el punto de vista formal, la funcién
f(z) se obtiene tomando el limite £ — oo de la sucesion de sus sumas parciales,

Por otra parte, si la serie de los valores absolutos > |f,(x)| converge para toda
x € S sedice que > fn(x) es absolutamente convergente en S. Si la sucesién
{Sk} de sumas parciales converge uniformemente a f(x) en S, se dice que la serie
> fu(z) converge a f(x) uniformemente en S. La convergencia uniforme de una
serie de funciones es muy importante, ya que nos permite garantizar resultados tales
como

/ ifnmdaz - i e

d & & dfl(x)
d_l‘;fn(x) 7 Z b )

n=1

que siempre se cumplen para sumas finitas, pero no necesariamente se verifican en
el caso de sumas infinitas.

Entre las series de funciones se destacan las llamadas series de potencias, para
las que las funciones f,, son potencias de x, de la forma

() = en(x = x0)",

en donde x( es una constante y los coeficientes c¢,, s6lo pueden depender de n, pero
no de la variable real x.

Definicion. Una serie de potencias de la variable x alrededor de © = x es una
expresion de la forma

Z Cn($ — .T())n = Cp + Cl(ﬂ'} — $0) -+ 02($ — $0>2 —+ C3(J’J — 3'50)3 + .. y
n=0

en donde x es una variable real, z( es una constante y los coeficientes ¢, son
numeros que solo dependen del indice de la suma, n.

Cabe sefialar que el indice de la suma de una serie de potencias no necesaria-
mente debe iniciar en n = 0, sino en algun otro entero positivo. Los siguientes
ejemplos ilustran diferentes series de potencias.
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5.3 Series de funciones. Series de potencias

Ejemplos:

. Z 2" =1+ + 22+ 23+ - es una serie de potencias alrededor del origen

n=0

(xg = 0), con ¢, = 1, paratodo n > 0.

- 12 3
Z ( r ) 2" = —x + -2? 4+ —2® + - - es una serie de potencias alrededor
2 \nt2 3771 TS

. n

del origen, con ¢, = , para todo n > 0.
n+2
o n 2 3
x x x . .
. E (—)" — =2 - 5 + 3 ~ - es unalsefie de potencias alrededor del
n=1 n
_1\n+1
origen, con ¢, = ————, para todo n > 1.
n

. Z(l — g)" = Z(—l)"(x—Z)" =1- %(x—2)+i(x—2)2 — .-+ esuna

2 22

1
serie de potencias alrededor de o = 2, con ¢,, = (—5)", para todo n > 0.

- " 1) 1)
szl-l—(x-l-l)%—(x-i_ ) +(a:—|— ) +- - - es una serie de potencias
n!

— 21 3!

1
alrededor de o = —1, con ¢,, = —» para todon > 0.

n!
- 3)" 3 3)? 3)3
z:(—l)"Jr1 (z +3) = @43 _ (x+2) + Chk ) es una serie de
— n 2" 2 2(22) 3(23)
potencias alrededor de 2o = —3, con ¢,, = %, paratodon > 1.

n n

Hemos comentado ya que cuando una serie de potencias ) | c,(x — ()" con-

verge ésta lo hace a una funcién f(z), es decir,

S cule —a0)" = f(),

dentro de algin intervalo de valores de x. Por lo general, es muy dificil determinar
la funcién f(z) a la que converge una serie de potencias, por lo que aqui nos con-
formaremos con determinar el intervalo de convergencia de la serie. Para ello, nota
que la serie

© Lorena Zogaib

o0

ch(x —x0)" = co+ c1(z — 20) + ca(r — 0)® + c3(@ — wp)* + - -

n=0
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Capitulo 5 Series

siempre converge en r = Ip, Con

o
ch(x — )" = ¢p.
n=0

La pregunta interesante es, entonces, para qué otros valores de x converge la serie.
A continuacién proporcionamos una prueba para determinar el intervalo de conver-
gencia de una serie de potencias.

n

Prueba de la convergencia para la serie de potencias ) | ¢, (z — o)

1. Se utiliza la prueba de la cociente, o la prueba de la raiz n-ésima, para en-
contrar el intervalo de valores de = en donde la serie converge absolutamente. Es
decir, se analiza la convergencia de la serie correspondientes de valores absolu-

tos, Z |en(x — x9)™| , obteniéndose tipicamente un intervalo abierto, de la forma

|z — x0| < R, en donde R es el radio de convergencia alrededor de x = xy.

2. Si el intervalo de convergencia absoluta es finito, | — 2| < R, se analiza en-
tonces la convergencia de la serie numérica obtenida al evaluar la serie de potencias
en los puntos extremos, x = xg == R. Para ello, se utiliza alguna de las pruebas in-
trinsecas, extrinsecas, o de series alternantes, correspondientes a series de nimeros.

3. Por ultimo, la serie diverge para |z — x| > R.

Ejemplos:
. . . . e .
1. Determina el intervalo y radio de convergencia de la serie g (=1t —.
n
n=1
La serie
oo 2 3 4
2 " A S
=r——4+—=——+...
2 (1 T

n:l

es de la forma Z a,(x), con a,(r) = (—1)”+1x—. La serie correspondiente de

n=1 n
o0
valores absolutos es Z |a,(x)|, con

n=1

n n n

S AR RVIS Sl I _ =l

I e e

188
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5.3 Series de funciones. Series de potencias

Para esta serie podemos aplicar la prueba de la raiz n-ésima, lim {/|a,(z)| = p,
n—oo

imponiendo convergencia (p < 1), es decir,

o Y A1 T S
Jim {/lan(z)] = lim 4/ == = \$|7}Lﬂgon—\/ﬁ = |z <1,

en donde se utilizé que lim {/n = 1. La desigualdad |z| < 1 implica que el

n—oo

intervalo de convergencia absoluta alrededor de xp = 0es —1 < x < 1, con un
radio de convergencia R = 1.

Por ultimo, se analiza la convergencia en los puntos extremos:

La serie correspondiente a x = —1 es
(-1 (=1 (=D 1 1 1
-1) — — = (1NE= — - — | ..
(=1) 2 * 3 4 d (1 2 * 3 - 4 oo
que diverge (negativo de la serie armonica).
Por otra parte, la serie correspondiente a x = 1 es
L, @ @ 11 1
1) — — =13 ——=4 ...
(1) 2 * 3 4 * 2 * 3 4 te

que converge (serie armonica alternante).

o0
. z" .
Concluimos que E (—1)"*1=— converge en el intervalo
n

n=1
—1<zx <1

(@ —-3)"

[e.9]
Determina el intervalo y radio de convergencia de la serie Z(—l)” o

n=0
Nota que se trata de una serie geométrica. Para esta serie, dada por

i(_l)n(x—ii)” 1 (x—3)+(x—3)2 (x —3)3

2n 2 S TR
n=0
. (x —3)" L. . .
se tiene a,(x) = (—1)”T. Los términos de la serie correspondiente de
valores absolutos son
(=3 _|@=3)"| _|«=3]
jan(@)] = |(~1)" - —

Imponiendo convergencia (p < 1) en la prueba de la raiz n-ésima se obtiene

n — 3" 1 1
lim /Jan(@)] = tim {230 2 Ly v =3l =5l -3 <1.
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La desigualdad % |x — 3| < 1 implica que el intervalo de convergencia absoluta
alrededor de zp = 3 es 1 < x < 5, con un radio de convergencia R = 2.

Por ultimo, la serie correspondiente a = 1 es

1-3) (1-3?% (1-3)3
1— — T N
5t 5T F14+14+14..,

que diverge.

La serie correspondiente a x = 5 es

5-3) (b-32%* (5—-23)3
1— —~ U R N S A
5t Em + +...,

que también diverge.

o0 _ 3 n
Concluimos que Z(—l)”u converge en el intervalo

on
n=0
1<z <5,
oo l‘n
3. Determina el intervalo y radio de convergencia de la serie Z —-
‘ “~ nl
Para la serie
o
PP el Ty
n! 20 23
n=0
xn
se tiene a,(x) = - de modo que conviene utilizar la prueba del cociente,
n!
; Ant1
lim = p. En este caso,
n—oo an
. la , " 1n! , ! )
lim || = lim |—————| = || im |————| = |2| lim =0<1
n—oo | ay, n—oo | (n 4 1)la” n—oo | (n+ 1) n! n—oomn + 1

o0
z" . .
de modo que E — converge para todo + € R, con radio de convergencia
n

. . nZO ’
infinito.
[e.o]
4. Determina el intervalo y radio de convergencia de la serie Z n!(z +5)".
n=0

Para la serie

S onl(a+5)" =1+ (z+5)+ 2! (x+52+3!(z +5)° + ...
n=0
se tiene a, () = n!(z + 5)". Utilizando la prueba del cociente se tiene
(n+ 1)!(z +5)" !
nl(z + 5)"

0, siz=-5
diverge, six # —5 °

Ap+1
Qn,

lim

n—oo

= lim

n—oo

= |z + 5| lim (n+1) = {
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5.4  Series de Taylor para funciones de una y varias variables

o0
Concluimos que la serie Z n!(x + 5)"converge sélo en x = —5, con radio de

n=0
convergencia 0.

5.4 Series de Taylor para funciones de una y varias variables

En esta seccién veremos bajo qué condiciones una funcién f(z) genera una serie
de potencias ) ¢,(z — o)™ alrededor de un punto z, de su dominio. Supongamos
que esto es posible, y escribimos f como

o0

f(z) = ch(x—xo)" =cotcr(r—xo) Fea(v=—20)> + -+ ep(z—x0)" +- -
n=0

Para determinar los coeficientes c,, tomamos en cuenta que

f/(x> = 1+ 2c(x — o) + 3es(x — x0)2 + deq(x — gjo)3 e

f,/(l‘) = 202+3'203(l‘—$0)—|—4-304(33—x0)2_|_...’
f/ﬂ(l’) = 3-2034—4-3-204(.@_3;0)4_...’
fIV(:E) = 43204+’

Al evaluar £y sus derivadas f*) en 2 = x se obtiene

f(zo) = co, f'(wo) = cu, f "(wo) =2c2, ["(x0) =3-2cs,..., f*)(x0) = kley,
de modo que los coeficientes ¢, estan dados por

_ [W(x0)
Cr — T
La serie de potencias correspondiente es
" T (k) T
f(z) = f($0)+f/(930)($_%)+f 2(‘ 0>(93—930)2+- : -+f k:(' 0>(g;_x0)k+... :

y a este tipo de series se le conoce como una serie de Taylor.

Definicion. Sea f(x) una funcién con derivadas de todos los drdenes en algiin
intervalo que contenga al punto zy, como punto interior. La serie de Taylor generada
por f alrededor de x = xq es

f //(:L,O)
2!

f///(l.o)
3!

%) (0 /
S L) (o) = o)+ o))+

n=0

(w—20)%+ (z—0)+--- ,
en donde f () denota la n-ésima derivada de la funcién f con respecto a la
variable x, evaluada en x = z. La serie de Taylor generada por f en xg = 0 se
denomina serie de Maclaurin.
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Asi, para desarrollar una funcién f en una serie de potencias alrededor de un
centro ¥ = x, se necesita que existan las derivadas £ (z,) de todos los 6rdenes
evaluadas en z, y en ese caso, los coeficientes c,, de la serie de potencias generada
estan dados por ¢, = f™ (x)/n!.

Ejemplos:

1. Encuentra la serie de Taylor generada por f(x) = ] alrededor de zy, = 0.

La serie de Taylor (o Maclaurin) correspondiente es una expresion de la forma

f'0) 5 £70) 5
TR Fa et

n

> fn)
S 0w po)+ 10+

con f((0) la n-ésima derivada de la funcién f evaluada en 2 = 0. Como
1

fle) = — — fO)=1=0,
1
f@) = g2 = fO=1=1
2
f”(x) _ (1 N x)3 A f//(O) =92 = QI’
2-3
f”/(x) £ (1 — x)4 f///(O) =92.3 = 31’
es claro que
f™(0) = nl,
1
para todo n > 0. Asi, la serie de Taylor generada por f(x) = T alrededor
-
de zg =0es
= n! > 9 3
ng":anzl%—x—l—x +a 4
n=0 n=0

Para esta serie particular es facil determinar su intervalo de convergencia, ya que
se trata de una serie geométrica, cuya razén es r = x. A partir de la condicion
|z| < 1, obtenemos que el intervalo de convergencia es —1 < z < 1, con un
radio de convergencia R = 1 alrededor de xy = 0.

1
2. Encuentra la serie de Taylor generada por f(x) = — alrededor de zg = 3.
x

La serie de Taylor correspondiente es una expresion de la forma

f"3) f"3)
2! 3!

> fn)
S LD g -+ L g IO g
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5.4  Series de Taylor para funciones de una y varias variables

con f(™(3) la n-ésima derivada de la funcién f evaluada en z = 3. Como

fo) = = — f@)=1

fl@) = - = F@)=-5
@) = 5 - =
Py = -I2 o )=t

por lo tanto

!
F93) = (-1)" g7

1

para todo n > 0. Asi, la serie de Taylor generada por f(x) = — alrededor de
x

To=3es

e P S o S Nt N e B e O

n! g+l 3 32 33 34

n=0 n=0
Para encontrar su intervalo de convergencia, observamos que se trata de un multi-
: M . xr—3 :
plo de una serie geométrica, cuya razén es r = — 3 . A partir de la

. r—3 . .
condicién |— 3 < 1, obtenemos que el intervalo de convergencia es

0 < x < 6, con un radio de convergencia R = 3 alrededor de xy = 3.

A partir de una serie de Taylor es posible definir polinomios Fy(z), Py(z), Pa(x), . ..

de orden 0,1, 2, , ... simplemente truncando la serie a ese orden, como se define a
continuacion.
Definicion. Sea f una funcién con derivadas de orden k parak = 1,2,...,nen

algin intervalo que contenga a xy como punto interior. El polinomio de Taylor de
orden n generado por f alrededor de x = x es la funcion

"

f(n) (z0)

n!

(20)
2!

Po(x) = f(xo) + f'(0)(x — 20) + (x—x0) + -+ (2 — @0)".

Nota que el polinomio de Taylor P;(x) de orden 1,
Pi(z) = f(xo) + f'(z0)(z — 20),

© Lorena Zogaib 193



Capitulo 5 Series

es precisamente la linearizacion L(x) de f(x) alrededor de ¢, que representa la
ecuacion de la recta tangente a f en el punto (g, f(x¢)). Por otra parte, el polinomio
de Taylor P(x) de orden 2,
f " T
PQ(,,'E) = f(l‘o) + f/(,f)j'o)(l' — ,f)j'o) —+ 2(' 0)
se conoce como la aproximacion cuadrdtica, ya que aproxima localmente a la fun-
cioén f por una pardbola, de donde se originan las condiciones suficientes de segun-
do orden para definir la concavidad o convexidad de f en x.

(z — x0)?,

Ejemplos:

1. Encuentra la serie de Taylor generada por f(x) = e” alrededor de zy = 0, asi
como los polinomios de Taylor Py(z), Pi(z) y Pa(x), correspondientes. Ilustra
tus resultados graficamente.

La serie de Taylor alrededor de xy = 0 estd dada por

> (n) " "
Z—f ©) "—f(0)+f’(0)x+f—(0)x2+—f (0)x3+--- .

T 9] 3]

Il
aQ

flx)=f'(z) = f(x) =...= ",
por lo tanto, para todo n > 0,
F(0) =1.
De esta manera, la serie de Taylor de f(z) = e” alrededor de zq = 0 es

o0

1n_1 T A
me =ltot o+ +7+

n=0

En particular, nota que para x = 1 esta serie converge al nimero e, es decir,

=1 1 1 1
2}_:1+1+—4~—+—+~~:ZH&BB%“.26
£ 21 31 4l

Por tltimo, los polinomios de Taylor Py(x), P;(z), Py(x), correspondientes son
las funciones
2

Pz)=1, Pila)=1+z Pya)=1+z+=

21
v y=e"
»=Py(x)
y=B®
y=Fy®)
O x
194
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5.4  Series de Taylor para funciones de una y varias variables

La funciéndistribucion de probabilidad de Poisson esta dada por p(y) =

Demuestra que > 2, p(y) = 1.

Se tiene
Zp(y) = Z Ee =€ !
y=0 y=0 y=0

. Encuentra la serie de Taylor generada por f(z) =

22

e~ “* alrededor de z(y = 0, asi

como el polinomio de Taylor de orden 2, P,(x), correspondiente.
Aqui conviene aprovechar los resultados del ejercicio 1, adaptando las expre-

siones obtenidas mediante

En ese caso, la serie de Taylor de f(x) = e~

T=14 (-

=1
> (-2)

la sustitucion

T — =222

22

23:2) Zis (—2x2)

L 2

alrededor de o = O es

| 2

2!

4+,

3! 4!

Asi, el polinomio de Taylor P () correspondiente es

Encuentra la serie de Taylor generada por f(z)

Py(z) =1 —22° + 2%,

= In x alrededor de xo = 1, asi

como el polinomio de Taylor P (z) correspondiente.

La serie de Taylor alrededor de zy = 1 estd dada por

S LW =+ -+ L0 e L0
Como

flz) = lnz — f(1)=

fl@) = = - fO=1

@) = —é f'1) =-1

@) = % - W=z

fV@) = -I2 - =203,
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por lo tanto,
fa) =0,
FO) = (-1, 021

De este modo, paran > 1 se tiene

fO0) (=) e-n (-

n! n! n
Ast, la serie de Taylor de f(x) = Inz alrededor de zp = 1 es

o (= n_ (z—1° (—-1° (@-1)°
Z:: (w1 ==t~

El polinomio de Taylor P(x) de orden 2 es la funcion cuadratica

(z—1)*
5

5. Se deja como ejercicio para el lector demostrar que, alrededor de zy = 0, la serie
de Taylor generada por la funcién f;(z) = cosx es

By(w) = (x - 1) -

x2 ozt xb a8

ST TR T
y la serie de Taylor generada por la funcién fo(x) =senx es

2 x5 2

SAE TR T T T

Asi, por ejemplo, los polinomios de Taylor correspondientes de orden 3 son las

funciones 1 — o yr— respectivamente.

3’

El polinomio de Taylor puede constituir una aproximacion razonable al valor de
una funcién en un punto dado «x cercano al centro de la aproximacion z. Para estu-
diar las condiciones para que esto suceda se analiza el error f(x) — P,(z) cometido
al aproximar la funcién f por el polinomio P, en el punto z. Con este fin, se define
el n-ésimo residuo de Taylor R,, como

Ru(z) = f(z)— Pu(x)
o
= f(x)— <f(1‘0) + f(xo)(x — ) + -+ + I >(:1: —xg)”> )

n!

El teorema de Taylor a continuacion proporciona una manera de estimar tedrica-
mente el residuo u error R, y, por tanto, la precisién involucrada al reemplazar f
por P,.
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5.4  Series de Taylor para funciones de una y varias variables

Teorema de Taylor. Sea n un entero no negativo, y suponga que la derivada
f(+1) (1) existe para cada  en un intervalo abierto I que contiene al punto .
Entonces, para cada x # xq en [ existe un nimero c entre xo y x tal que

_ PRV ) €20 D
f(x) = f(xo) + f'(z0)(x — 20) + - + o (x —x0)" + Rn(2),
con f(n+1)( )
Rn(l’) = m(ﬂf — .]}'O)nJrl.

La primera igualdad se conoce como la férmula de Taylor, y la segunda es la for-
mula de Lagrange para estimar el residuo o error correspondiente.

En particular, para n = 0 este teorema establece que existe c entre xy y x tal que

f(@) = f(z0) + f'(e)(@ — 20),
que es el conocido teorema del valor medio (TVM) para funciones derivables. De

esta manera, el teorema de Taylor es una generalizacion del TVM, que en lugar de
la derivada f’ involucra n + 1 derivadas de f.

Del teorema de Taylor se sigue que la serie de Taylor generada por una funcion
f alrededor de z( converge a la funcién f en I sélo si

R,(z) —0

cuando n — o0, para toda x € [. Asimismo, la expresion correspondiente a este
residuo establece que existe un valor ¢ entre xy y © que juega el papel de represen-
tante de toda la infinidad de términos que han sido excluidos al truncar la serie a un
orden finito n, es decir,

f0(e) Jrtl — fU (o) FU*2) (o)
(n+1)! (n+1)! (n+2)!
La férmula de Taylor te garantiza su existencia, pero no su valor. Sin embargo, con
frecuencia es posible estimar R,, sin conocer el valor de ¢, como se muestra en los

siguientes ejemplos.

(l‘—ZL‘Q (l‘—l‘g)n+1—|— (l‘—l‘g)n+2+---

Ejemplos:

1. Aproxima el nimero e mediante un polinomio de Taylor de orden n = 4 y luego
estima el error correspondiente.

Para aproximar el niimero e a orden n = 4 partimos del polinomio P,(z) gene-
rado por la funcion f(z) = e” alrededor de zy = 0,

2?2 3 a2t

e %P4(x):1+x+§+§+z.
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De esta manera,

1 1 1
6%P4(1):1+1+a+§+1:2.7083.
Para estimar el error cometido, utilizamos la férmula del residuo correspondien-
te,
G) (¢ ec

ry =190 -0y =%,

con c entre 1 y 0. En este intervalo,
l<e<e<3,
de donde
Re(1) =S <2 —0.025
i) =5 <=0

En otras palabras, al aproximar e pof 2.7083 estamos cometiendo un error maxi-
mo de 0.025. Este resultado concuerda con el valor conocido e = 2.7183.

2. Determina de qué grado n debe ser el polinomio de Taylor que debe utilizarse
para estimar e con un error menor que 106,

Buscamos el valor de n tal que satisfaga la condicion

R,(1) < 107°.
Sabemos que, a orden n, el error esta dado por

eC

CEk

con ) < ¢ < 1. Asi, el error mas grande ocurre en ¢ = 1, de modo que

Ra(1) =

<1076,

(n+1)!

lo cual ocurre si n > 9. Concluimos que una aproximacion de orden 9 es su-
ficiente para garantizar que el error cometido sea menor que 107%. En efecto, a
este orden,

1 1
621+1+§+-"+§ = 2.718281526,
que difiere del valor exacto, e = 2.718281828, en el séptimo digito.

3. Utiliza el polinomio de Taylor de orden 1 para calcular f00'3 e d.
Para valores de x cercanos a xg = 0 se tiene
e’ ~ P(x) =14z,
de modo que

2
er ~ 1+ 22
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Por lo tanto,

03 03 ;3703
/ e” d:z::/ (1+2%)dr = [m—l——] =0.309 .
0 0 3 0

Se observa que en este caso la aproximacion e* ~ P;(z) es bastante adecuada,
tomando en cuenta que f00'3 e dx = 0.30925 .

Por ultimo, el desarrollo en series de Taylor también es vélido para funciones de
varias variables. Aqui discutiremos muy brevemente el concepto de series de Taylor
para funciones z = f(z,y) de dos variables.

Definicion. Sea f una funcion con derivadas parciales de todos los érdenes
en algun intervalo que contenga al punto (g, yo) como punto interior. La serie de
Taylor generada por f alrededor de (z,y) = (z9,yo) €8

f(@o,y0) + f 2(%0, o) (x — x0) + f (%0, ¥0)(y¥ — Yo)
1

+5 [f 22(T0, Yo) (T — 950)2 +2f 2y (20, Yo) (@ — 20)(y — Yo) + [ yy(T0, Y0)(y — ?/0)2}
- k
bt [ @ = a0 =il RES

La notacién |(z — z9)2Z + (y — yo)a%} significa aplicar k veces ese operador a

la funcién f, y posteriormente evaluar las derivadas parciales correspondientes de
orden k en el punto (zg, o).

El polinomio de Taylor P;(x,y) de orden 1 o aproximacion lineal es la funcién

Pi(z,y) = f(wo,90) + f 2(w0, y0)(x — x0) + f 4 (20, Y0) (¥ — Y0),

conocida como la linealizacion de f en ese punto, que representa la ecuacion del
plano tangente a la superficie = = f(x,y) en el punto (xo, yo, f(z0,y0)). Intro-
duciendo notacidn vectorial, este polinomio puede escribirse como

P(T) = f(To) + Vf(Z0) (T —T),

%
donde 7’y @' son los vectores columna

— x — Lo
Tr = ) To= )
(y) <y0>
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Capitulo 5 Series

()" denota el vector transpuesto y V f( o) es el vector gradiente de f en el punto
(20, Yo). Asimismo, el polinomio de Taylor P(x,y) de orden 2, o aproximacion
cuadrdtica, estd dado por

Py(z,y) = f(x0,90) + [ 2(%0,0) (7 — 20) + f (70, %0) (¥ — ¥o)
+% Lf 22 (w0, yo) (= 20)* + 2 2y (w0, 90) (= — 20)(y — o) + [ 4y (%0, Y0) (¥ — 0)*] ,

y representa la ecuacion del paraboloide que es tangente a la superfice en ese punto
y posee su misma concavidad. En notacién compacta, se tiene

PAT) = (T0) + VT (7 = Fo) + o (F ~ To)  HT) (T ~ 7o),

H(? ) _ fm(930>yo) fzy(anyO)
’ fxy(x(]ay()) fyy(ffo,yo)

la matriz hessiana de f en el punto (zo, yo). Omitimos aqui los polinomios P,(x,y)
de orden n > 3, por carecer éstos de interés practico.

con

Ejemplos:

1. Encuentra P»(z,y) para f(z,y) = e**7¥ alrededor de (z¢,vo) = (0,0).
Como el polinomio P;(x,y) alrededor de (zg,yo) = (0,0) es

Py(z,y) = f(0,0)+f +(0,0)x+f y(0>0)y+l [f 200,002 +2f 4, (0,0)zy + f 4, (0,0)y%]

2!
con

flz,y) = &7V — f(0,0)=1,
fe(z,y) = 27— f2(0,0) =2,
fylwy) = =7 —  [,(0,0) =1,
fea(z,y) = 4e*7Y —  £.(0,0) =4,
fa:y(x7y) = _262x—y - fzy(ovo):_za
fw(z,y) = eV — fy(0,0) =1

por lo tanto,

1
Py(x,y) = 1+2x—y+§ (42° — day + ) .
2. Encuentra P (z,y) para f(z,y) = y3e®*? alrededor de (o, yo) = (=2, 1).

Como el polinomio P (x,y) alrededor de (xg,yo) = (—2,1) es
By(z,y) = f(=2 D)+ fo(=2D)(x+2)+ [4(=2,1)(y—1)
b [ (=2, + 2 4 2f (=2, D) + 2y = 1) + (-2, )y = 17,
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Py(z,y) =1+ (z4+2)+3(y

© Lorena Zogaib

5.4  Series de Taylor para funciones de una y varias variables

con

b:”\
N N N N S
8 8 8 8 8 8
S N e N N N

Sh gt §°
<
RIS

por lo tanto,

y3€:p+2 N f( 7 )
Yt — fi(=2, 1) 1,
3y w2 - fy(_271) 37
y3€x+2 - f:v:v<_27 1) 7
Byfe™? = fuy(—2,1) =3,

bye™™ — fyy(=2,1) =6,

—1)+l [(z+2)>+6(z+2)(y—1)+6(y —

2!
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Apéndice A

Integracion tabular

Las integrales de productos de polinomios con funciones trascendentes pueden in-
volucrar polinomios de grados altos, que conllevan calculos demasiado laboriosos
al aplicar la férmula de la integral por partes. En tales casos se utiliza la regla cono-
cida como integracion tabular.

La regla consiste en derivar la funciones polinomiales hasta llegar a cero, y a su
vez integrar la funciones trascendentes tantas veces como se derivo la otra funcion.
Colocando las derivadas e integrales correspondientes lado a lado en una tabla,
se realizan los productos de cada derivada con la integral del siguiente renglon,
alternando el signo de. El resultado de la integral es la suma de esos productos. El
método funciona bien con funciones exponenciales, hiperbdlicas, senos y cosenos.

Ejemplo:

Calculemos [ z3e**dz. Para ello, definimos f(z) = 2* y g(x) = e**. Se tiene

Signos alternados f(z) y sus derivadas g(x) y sus integrales
+ — z3 et
N\
. N 31.2 e
\ a
1
+ — 6x — e
\ a
— - 6 — ez
N
_I_ S 0 _460,1
a

De esta manera,

1 1 1 1
/933e‘wdx =3 =e® ) =322 [ =™ ) 4+ 62 =™ ) —6(—=e™ )+ C.
a a? a3 at

Asi,
1 3 6 6
e dr = —x3e™ — —2x2eam + Zze"™ — = + C.
a a a a
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A Integracién tabular

Compara la sencillez de la integracion tabular anterior, con una integracion paso
a paso para esa misma funcion:

[wemar = (@) (ée) - [ ) (ée) da
1

a a
1, 3, 5 (1 /
— — axr _ axr _ 2 - axr d
—a’e a{(x)(ae ) (2x) —e x
3 6
= —zle™ 29326‘”+—2/xe‘mdx
a a
6 1 1
o 3 _ax 2 _ax ax ax
= —ae e +—2[(93)(—e )—/(56 )dx]
_ x3€ax 31’26(11 + —re™® _ e dx
T a a2 a3 3
1 3 6 6
_ axi’)eam 2x26ax+$xeax__4eax+0
204
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Apéndice B

Teorema del valor medio de Cauchy.
Demostracion de la regla de I’Hopital

Para demostrar la regla de L’Hopital primero hay que demostrar el teorema del valor
medio de Cauchy, que se enuncia a continuaciéon (tomado del texto de Thomas-
Finney).

Teorema del valor medio de Cauchy. Suponga que f y ¢ son continuas en [a, b]
y diferenciables en (a,b). Suponga también que ¢'(x) # 0 en (a,b). Entonces,

f'(e) _ f(b) = f(a)

existe ¢ € (a, b) tal que ——= =

g(c)  gb) —gla)

Demostracién:

Primero demostraremos que ¢(b) # g(a), de la siguiente manera. Si g(b) = g(a),
_9(b) —g(a)
h_
¢ € (a,b). Pero esto contradice la hipdtesis de que ¢'(z) # 0 en (a,b) .

entonces el teorema del valor medio nos darfa ¢'(c) = 0, para alguna

Por otra parte, define la funcion

F#) = [f(z) — f(a)] - [%] l9(2) — g(a)].

Esta funcién es continua y diferenciable en los puntos donde f y g lo son, con

F(a) = f'(«) - {%} /().

Como F'(b) = F(a) = 0, por el teorema del valor medio existe un nimero c entre
ay bparael que F'(c) = 0, esto es,

de donde
f'(e) — f(b) = f(a)

gc)  g(b) —g(a)
Observa que este teorema se reduce al teorema del valor medio cuando g(z) = x.
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B Teorema del valor medio de Cauchy. Demostracion de la regla de L’Hopital

Regla de L’Hopital (forma fuerte)

Suponga que f(a) = g(a) = 0y que fy g son diferenciables en un intervalo
abierto / que contenga al punto a. Suponga también que ¢'(x) # 0 en [, para todo
x # a. Entonces

@ )

lim ——= m )
T—a g(l") T—a g’(g’j)

Demostracion:

Primero establecemos la ecuacion del limite para el caso z — a™. Supongamos
que z estd a la derecha de a. Entonces ¢'(z) # 0y aplicamos el teorema del valor
medio de Cauchy al intervalo [a, z| . Este paso produce un niimero c entre a y x tal

que
f(e) _ fx) — f(a)
g(c)  glz)—gla)
Pero f(a) = g(a) = 0, de modo que
o) _ f@)
g(e)  g(z)
Cuando x se aproxima a a, c se aproxima a a, ya que c siempre estd entre a y . Por

lo tanto,
i 18 _ g 1L, S

r=at g(x) emat g'(€)  a—at g'(2) ,
que establece la regla de L’Hopital para el caso donde = se aproxima a a por la

derecha. El caso donde x se aproxima a a por la izquierda se obtiene al aplicar el
teorema del valor medio de Cauchy al intervalo [z, al, con = < a. En ese caso,

fm 13— g O g S®)

Y

o gla) emat g(0)  ama gl(@)
Juntando los dos resultados anteriores, concluimos que

fl) o ['(@)

lim —~ = lim .
M) T g
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